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As equações diferenciais são de importância fundamental na matemática e em suas aplicações em enge- 
nharia, visto que são usadas para expressar matematicamente diversas relações e leis físicas. Na Parte A 
deste livro, consideraremos um grande número de problemas físicos e geométricos que levam às equações 
diferenciais, com ênfase na modelagem, ou seja, na transição de uma situação física para um “modelo mate- 
mático”. Neste capítulo, o modelo matemático será uma equação diferencial e, à medida que avançarmos 
no assunto, explicaremos os métodos-padrão mais importantes para resolver essas equações. 


A Parte A trata das equações diferenciais ordinárias (EDOs), em que as funções desconhecidas dependem 
de uma única variável. Por sua vez, as equações diferenciais parciais (EDPs) envolvem funções desconhe- 
cidas de diversas variáveis e serão abordadas na Parte C. 


As EDOs são bastante adequadas para serem resolvidas por computador. Após a leitura dos Capítulos 1 
ou 2 deste livro, é possível estudar diretamente métodos numéricos de resolução de EDOs. Sobre este 
assunto, veja também as Seções 21.1-21.3, que são independentes das demais seções que tratam dos méto- 
dos numéricos. 


CAPÍTULO 1 


Po EDOs de Primeira Ordem 


Neste capítulo, começaremos nosso estudo das equações diferenciais ordinárias (EDOs) derivando-as de 
problemas físicos ou de outra natureza (modelagem), resolvendo-as pelos métodos-padrão e interpretando as 
soluções encontradas e seus respectivos gráficos em termos de um dado problema. Também serão discutidas 
(na Seção 1.7) as questões de existência e unicidade das soluções. 

Começaremos com as EDOs mais simples, chamadas de equações de primeira ordem, devido ao fato 
de envolverem somente a derivada primeira da função desconhecida, excluindo derivadas de ordem supe- 
rior. Nossa notação usual para a função desconhecida será y(x) ou y(t) caso a variável independente seja 
o tempo t. 

Se você quiser, pode utilizar um sistema de álgebra computacional (SAC) para checar as soluções, embora 
não deva se descuidar de ter uma compreensão conceitual dos termos básicos que apresentaremos, como 
EDO, campo direcional e problema de valor inicial. 


COMENTÁRIO. Os métodos numéricos para a resolução de EDOs de primeira ordem podem ser 
estudados imediatamente após este capítulo. Veja as Seções 21.1-21.2, que são independentes das demais 
seções sobre métodos numéricos. 


Pré-requisito: cálculo integral. 
Seções que podem ser omitidas num curso mais curto: 1.6 e 1.7. 
Referências e Respostas dos Problemas: Parte A do Apéndice 1 e Apéndice 2. 


1.1 Conceitos Básicos. Modelagem 


Se desejarmos resolver um problema de engenharia (usualmente de natureza física), temos primeiro que formular 
esse problema como uma expressão matemática, em termos de variáveis, funções, equações etc. Uma expressão 
desse tipo é então chamada de um modelo matemático do problema em questão. O processo de elaborar um 
modelo, resolvê-lo matematicamente e interpretar seus resultados em termos físicos ou outros é chamado de 
modelagem matemática ou, resumidamente, de modelagem. Trata-se de um processo que requer experiência, 
razão pela qual nós o ilustraremos por meio de diversos exemplos e problemas. (Seu computador pode ajudá-lo 
a obter as soluções desses exemplos, porém dificilmente lhe ajudará a elaborar os respectivos modelos.) 

Visto que diversos conceitos físicos, como velocidade e aceleração, são derivadas, frequentemente os modelos 
consistem de equações contendo derivadas de uma função desconhecida. Um modelo dessa natureza é chamado 
de equação diferencial. Naturalmente, também nos interessa encontrar uma solução (ou seja, uma função que 
satisfaça à equação), analisar suas respectivas propriedades, representá-la graficamente, encontrar valores para 
ela e interpretá-la em termos físicos, de tal modo que possamos compreender o comportamento do sistema físico 
do problema que temos em mãos. Entretanto, antes de passarmos para os métodos de solução, é preciso primeiro 
definir os conceitos básicos que nos serão necessários ao longo deste capítulo. 

Uma equação diferencial ordinária (EDO) é uma equação que contém uma ou mais derivadas de uma função 
desconhecida, a qual usualmente chamamos de y(x) (ou, às vezes, y(t), caso a variável independente seja o tempo 
t). Essa equação pode conter o próprio y, funções conhecidas de x (ou de £) e constantes. Por exemplo, 


(1) y’ = cosa, 
(2) y" +9y=0, 
(3) x?y"y' + 2e®y" = (x? + 2)y? 


são equações diferenciais ordinárias (EDOs). O termo ordinárias distingue essas equações das equações diferen- 
ciais parciais (EDPs), que envolvem derivadas parciais de uma função desconhecida de duas ou mais variáveis. 
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Fig. 1. Algumas aplicações das equações diferenciais 


Por exemplo, uma EDP com uma função desconhecida u de duas variáveis x e y é 
Pu Pu y 
ôx? əy? i 

As EDPs são mais complicadas que as EDOs e serão estudadas no Capítulo 12. 

Diz-se que uma EDO é de ordem n quando a n-ésima derivada da função desconhecida y é a derivada mais 
alta de y na equação. O conceito de ordem fornece uma classificação útil para as EDOs de primeira ordem, de 
segunda ordem, e assim por diante. Portanto, a equação (1) é de primeira ordem, a (2) é de segunda ordem e a 
(3) é de terceira ordem. 

Neste capítulo, consideraremos as EDOs de primeira ordem. Essas equações contêm somente a primeira 
derivada y', podendo também conter y e funções quaisquer dadas de x. Dessa forma, é possível escrever essas 
equações como 


(4) F(x, y, y) =0 
ou, frequentemente, na forma 
y' = f(x, y). 


Esta última forma é chamada de explícita, em contraste com a forma implícita (4). Por exemplo, a EDO implícita 
xy" — 4y? = 0 (onde x + 0) pode ser escrita explicitamente como y' = 4x*y?. 
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EXEMPLO 


EXEMPLO-2 


EXEMPLO-3 


O Conceito de Solução 


Uma função 


y = h(x) 


é chamada de solução de uma dada EDO (4) em algum intervalo aberto a < x < b se h(x) for definida e dife- 
renciável ao longo de todo esse intervalo e se for tal que a equação se torna uma identidade quando y e y’ são 
substituídos por h e A”, respectivamente. A curva (ou seja, o gráfico) de h é chamada de curva de solução. 

Aqui, um intervalo aberto a < x < b significa que os pontos extremos a e b não são considerados como per- 
tencentes ao intervalo. Além disso, a < x < b pode incluir intervalos infinitos, como —œ < x < b, a < x < œ, —% 
< x < œ (a reta dos números reais) como casos especiais. 


Verificação da Solução 
y = h(x) = c/x (onde c é uma constante arbitrária, x # 0) é uma solução de xy' = —y. Para verificarmos isso, obtemos a derivada, y' = h'(x) = 
—c/x?, e multiplicamos por x para obtermos xy'= —c/x = —y. Portanto, xy” = —y, que é a EDO dada. 


Curvas de Solução 


A EDO y' = dy/dx = cos x pode ser resolvida diretamente por integração em ambos os lados. Dessa forma, utilizando o cálculo, obtemos y 
= f cos x dx = sen x + c, onde c é uma constante arbitrária. Temos então uma família de soluções. Cada valor de c, por exemplo, 2,75 ou 


O ou -8, fornece uma dessas curvas. A Figura 2 mostra algumas delas para c = -3, 2, —1, 0, 1, 2, 3, 4. E 
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Fig. 2. Soluções de y = sen x + c da EDO y' = cos x 


Crescimento Exponencial, Decaimento Exponencial 


Do cálculo, sabemos que y = ce?! (onde c é uma constante) possui a seguinte derivada (regra da cadeia!). 


dy 

PP 3ce% = 3y. 

Isso mostra que y é uma solução de y” = 3y. Logo, essa EDO pode servir para modelar o crescimento exponencial, como, por exemplo, 
o crescimento de populações de animais ou de colônias de bactérias. Esse tipo de crescimento também se aplica a pequenas populações 
humanas situadas em países extensos (como os EUA no passado), sendo também conhecido como lei de Malthus.' Discutiremos mais este 
tópico na Seção 1.5. 


Similarmente, y” = —0,2y (sem esquecer o sinal negativo no lado direito!) possui a solução y = ce ®t 


. Logo, essa EDO representa o modelo 
do decaimento exponencial, como, por exemplo, o de uma substância radioativa (veja Exemplo 5). A Figura 3 mostra soluções para alguns 
valores positivos de c. Você seria capaz de imaginar como seriam os gráficos para valores negativos de c? 
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Fig. 3. Soluções de y’ = -0,2y no Exemplo 3 


ILei que recebeu esse nome em homenagem a THOMAS ROBERT MALTHUS (1766-1834), pioneiro inglês da economia clássica. 
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EXEMPLO-4 


EXEMPLO-5 


Nesses exemplos, pode-se ver que cada EDO possui uma solugáo contendo uma constante arbitrária c. Uma 
solução que inclui uma constante arbitrária c é chamada de solução geral da EDO. 

(Veremos que, às vezes, o valor de c não é completamente arbitrário, devendo, ao invés disso, se restringir a 
algum intervalo para evitar o surgimento de expressões complexas na solução.) 

Desenvolveremos métodos capazes de nos fornecer soluções gerais de maneira única (excetuando-se talvez 
quanto à notação). Assim, acharemos a solução geral de uma dada EDO (ao invés de uma solução geral). 

Geometricamente, a solução geral de uma EDO é uma família de um número infinitamente grande de curvas, 
cada uma delas correspondendo a um determinado valor da constante c. Se escolhermos um c específico (p. ex., 
c = 6,45 ou O ou -2,01), obtemos o que se chama de solução particular de uma EDO. Uma solução particular 
não contém qualquer constante arbitrária. 

Na maioria dos casos, existem soluções gerais; quando nestas se atribui um valor adequado a c, obtém-se uma 
solução particular e constante deixa de ser arbitrária. Exceções a essas regras ocorrem, mas são de menor interesse 
nas aplicações (veja Problema 16 nos Problemas Propostos 1.1). 


Problema de Valor Inicial 


Na maioria dos casos, a solução única de um determinado problema (ou seja, uma solução particular), é obtida 
a partir de uma solução geral por meio de uma condição inicial y(x) = Yo, com valores dados para x, € yo, que 
são utilizados para se determinar um valor para a constante arbitrária c. Geometricamente, essa condição significa 
que a curva de solução deve passar pelo ponto (xo, yo) no plano xy. Uma EDO apresentada juntamente com sua 
condição inicial é chamada de um problema de valor inicial. Portanto, caso a EDO seja explícita, y' = f(x, y), 
o problema de valor inicial assume a forma 


(5) y" = f(x, y), Yo) = Yo- 


Problema de Valor Inicial 


Resolva o problema de valor inicial 


TEA 
Ji y y(0) = 5,7. 
Solução. A solução geral é y(x) = ce*”; veja Exemplo 3. A partir dessa solução e da condição inicial, obtemos y(0) = ce? = c = 5,7. Por- 
tanto, o problema de valor inicial possui a solução y(x) = 5,7€e%, que é uma solução particular. a 
Modelagem 


No início desta segáo, enfatizamos a importáncia geral da modelagem no trabalho dos engenheiros e dos físicos. 
Consideraremos agora um problema físico básico que detalhará as etapas usuais de modelagem: a Etapa 1, que é 
a transição da situação física (ou seja, do sistema físico) para sua respectiva formulação matemática (seu respec- 
tivo modelo matemático); a Etapa 2, que é a obtenção da solução através de um método matemático; e a Etapa 
3, que é a interpretação física do resultado. Talvez esta seja a maneira mais fácil de obter uma idéia inicial da 
natureza e do propósito das equações diferenciais e suas aplicações. Entretanto, você deve ter em mente desde o 
princípio que, ainda que seu computador (SAC) possa às vezes lhe ser útil na Etapa 2, as Etapas 1 e 3 basicamente 
dependerão apenas de você. Além disso, a Etapa 2 requer sólidos conhecimentos e uma boa compreensão dos 
métodos de solução disponíveis — em outras palavras, será você que terá que escolher o método para realizar 
seu trabalho, independentemente deste ser feito à mão ou com o auxílio de um computador. Tenha isso sempre 
em mente e também cheque os resultados do computador em busca de falhas (que podem resultar, por exemplo, 
de erros na entrada dos dados). 


Radiatividade. Decaimento Exponencial 


Dada uma certa quantidade, digamos, 0,5 g (grama), de uma substância radioativa, encontre a quantidade que estará presente num instante 
posterior qualquer. 

Informação Física. Experimentos mostram que, a cada instante, uma substância radioativa se decompõe segundo uma taxa proporcional 
à quantidade dela presente. 


Etapa 1. Elaboração de um modelo matemático (uma equação diferencial) do processo físico. Chamemos de y(t) a quantidade de substância 
que ainda está presente num instante t qualquer. Segundo a lei física, a taxa temporal de variação y'(t) = dy/dt é proporcional a y(t). Chamemos 
a constante de proporcionalidade de k. Então 


(9) ==. 
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EXEMPLO-6 


O valor de k é conhecido por meio de experimentos realizados com diversas substâncias radioativas (p. ex., para o isótopo de rádio sgRa??, 


k=-1,4 + 101! s! aproximadamente). Uma vez que y(1) decresce com o tempo, k é negativo. O valor inicial dado é de 0,5 g. Considere que o 
tempo correspondente a essa situação inicial seja t = 0. Então, a condição inicial é y(0) = 0,5. Esse é o instante em que o processo começa, o 
que reforça o uso do termo “condição inicial” (embora esse termo também seja utilizado de maneira mais geral em situações onde a variável 
independente não é o tempo ou quando se escolhe para t um valor diferente de t = 0). Dessa forma, o modelo do processo corresponde ao 
problema de valor inicial 


dy 
(7) a =D> y(0) = 0,5. 


Etapa 2. Solução matemática. Como ocorreu no Exemplo 3, concluímos que a EDO (6) constitui um modelo para o decaimento exponencial 
e possui a solução geral (com a constante arbitrária c, porém com um valor definido para k) 


(8) yA = cet, 


Usemos agora a condição inicial para determinarmos c. Visto que, a partir de (8), y(0) = c, isso nos faz concluir que y(0) = c = 0,5. Dessa 
forma, a solução particular que governa esse processo é 


(9) YA = 0,Selt (Fig. 4). 


Verifique sempre o resultado encontrado — que pode conter erros humanos ou computacionais! Verifique por derivagáo (regra da cadeia!) 
que a sua solugáo (9) satisfaz a (7) e que y(0) = 0,5: 


dy 
SR 0,5ke"t = k - 0,5€! = ky, y(0) = 0,5eº = 0,5. 
Etapa 3. Interpretação do resultado. A Fórmula (9) determina a quantidade de substância radioativa presente num instante t. Ela começa com 
a quantidade inicial correta que havia sido informada e vai diminuindo com o tempo, devido ao fato de k (a constante de proporcionalidade, 
que depende do tipo de substância) ser negativa. O limite de y, à medida que t —> %, é zero. a 
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Fig. 4. Radiatividade (Decaimento exponencial, y = 0,5e%t, com o exemplo k = -1,5) 


Uma Aplicação Geométrica 


Problemas geométricos também podem nos levar a problemas de valor inicial. Por exemplo, encontre a curva que passa pelo ponto (1, 1) no 
plano xy e que tem em todos os seus pontos a inclinação —y/x. 


Solução. A inclinação y' da curva deve ser igual a —y/x. Isso resulta na EDO y” = —y/x, cuja solução geral é y = c/x (veja Exemplo 1). 
Trata-se de uma família de hipérboles que têm os eixos coordenados como assíntotas. 

Para a curva que passa pelo ponto (1, 1), devemos ter y = 1 quando x = 1. Portanto, a condição inicial é y(1) = 1. A partir desta condição 
e de y = c/x, obtemos y(1) = c/1 = 1; isto é, c = 1. Isso nos leva à solução particular y = 1/x (representada por uma linha mais grossa na 
Figura 5). El 
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do Problema 16 
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1-4| CÁLCULO 

Resolva por integração as seguintes EDOSs. 

1. y' = —sen TX 2. y = es 

3. y” = xe”? 4. y' = cosh 4x 
5-9 VERIFICANDO A SOLUÇÃO 


Diga de que ordem são as EDOs a seguir. Verifique que a função dada 
é uma solução. (a, b, c são constantes arbitrárias). 


5. y'= 1 +y, y= tan (x +c) 

6. y” +my=0, y= acos Tx + b sen mx 
7. y” + 2y' + 10y =0, y = 4e™ sen 3x 

8. y + 2y =4x + 1), y= 5e% + 2x? +2x+1 
9 m = = fi 2 4 b | 

y COS x, y sen x + ax? + bx +c 
10-14 | PROBLEMAS DE VALOR INICIAL 


Verifique que y é uma solugáo da EDO. Determine a partir de y a 
solução particular que satisfaça à condição inicial. Esboce ou faça 
um gráfico dessa solução. 


10. y" =0,5y, y = ce?! y2)=2 

11. y =1+4y? y=1itan(Qx+c) y(0)=0 
12. y =y-=x y=cer+x+1l, y(0)=3 
13. y +2xy=0, y=ce”, y(l) = l/e 

14. y =ytanx, y=csecx, y(0)= 7 


15. (Existência) (A) A EDO y? = —1 possui uma solução (real)? 
(B) A EDO |y] + |y| = 0 possui uma solução geral? 

16. (Solução singular) Às vezes, uma EDO pode possuir uma solução 
adicional que não pode ser obtida a partir da solução geral, e que 
é então chamada de solução singular. A EDO y”? - xy' + y=0é 
desse tipo. Mostre por derivação e substituição que ela possui a 
solução geral y = cx — c? e também a solução singular y = x?/4. 
Explique a Fig. 6. 


MODELAGEM, APLICAÇÕES 


Os problemas a seguir lhe darão uma primeira impressão sobre mode- 
lagem. Vários outros problemas sobre modelagem serão apresentados 
depois, ao longo deste capítulo. 


17-22 


17. (Queda livre) Se deixarmos cair uma pedra, podemos admitir 
que a resistência do ar (“arraste”) é desprezível. Experimentos 
mostram que, segundo essa suposição, a aceleração desse movi- 
mento, y” = d?y/dí?, é constante (e igual à chamada aceleração da 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


PROBLEMAS PROPOSTOS 1.1 


gravidade g = 9,80 m/s? = 32 ft/s?). Exprima esse fato na forma 
de uma EDO para y(t), a distância de queda do corpo como uma 
função do tempo t. Resolva então a EDO para obter a equação 
familiar da queda livre, y = g?/2. 

(Queda livre) Se, no Problema 177, o movimento da pedra começa 
no instante t = 0, a partir da posição inicial yy e com velocidade 
inicial v = vo, mostre que a solução é y = gt? + vot + yọ. Quanto 
tempo a pedra leva para cair 100 m se ela parte do repouso? E 
para ela cair 200 m? (Responda primeiro por palpite.) 
(Decolagem de aviões) Se um avião corre numa pista de 3 km, 
começando com uma velocidade de 6 m/s, movendo-se com uma 
aceleração constante e levando um tempo de 1 min para levantar 
vôo, com qual velocidade ele deixa o solo? 

(Vôo subsônico) Nos aviões subsônicos, a eficiência dos motores 
depende da pressão do ar, sendo usualmente máxima a uma alti- 
tude de cerca de 36.000 pés”. Encontre a pressão do ar y(x) nessa 
altitude, sem fazer cálculos. Informação física. A taxa de variação 
y'(x) é proporcional à pressão e, a 18.000 pés, a pressão tem a 
metade do seu valor y, ao nível do mar. 

(Meia-vida) A meia-vida de uma substância radioativa é o tempo 
em que a metade de uma determinada quantidade dessa substância 
desaparece. Dessa forma, ela mede a rapidez do seu decaimento. 
No Exemplo 5, qual é a meia-vida (em anos) do rádio ¿g¿Ra?26? 
(Taxas de juros) Mostre algebricamente que um investimento y(0), 
feito a partir de um depósito yo, após t anos e a uma taxa de juros 
r, é igual a 

Vad) = yoll + rft (Juros compostos anuais) 


vb = yall + (1/365)]56 


(Juros compostos diários). 


Do cálculo, lembre que 


[1 + (1/n)]” — e quando n = oo; 
daí [1 + (+/n)]% = e”; portanto, 
y At) = yoe” (Juros compostos contínuos). 
Qual EDO é satisfeita por esta última função? Considere que o 
investimento inicial seja de $1000 e r = 6%. Calcule o valor do 
investimento após 1 ano e após 5 anos usando cada uma dessas 
trés fórmulas. Há muita diferenca entre os resultados obtidos com 
elas? 


1.2 Significado Geométrico de y'= f(x, y). 


Campos Direcionais 


Uma EDO de primeira ordem 


(1) 


y = f(x, y) 


possui uma interpretação geométrica simples. Do cálculo, sabemos que a derivada y'(x) de y(x) corresponde à 
inclinação de y(x). Logo, uma curva-solugáo da equação (1) que passa pelo ponto (xo, Yo) deve ter nesse ponto a 
inclinação y'(xp) igual ao valor de f nesse ponto; ou seja, 


y (xo) = fío, Yo). 


* Aproximadamente 11.000 m. (N.T.) 
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Leia de novo este último parágrafo antes de continuar e pense um pouco sobre ele. 

O que acaba de ser dito possibilita-nos então indicar as direções das curvas-solução de (1), traçando curtos 
segmentos retilíneos (elementos lineares) no plano xy (como na Fig. 7a) e então ajustando (de modo aproxima- 
do) as curvas-solução que passam pelo campo direcional (ou campo das inclinações) que assim obtivemos. Esse 
método é importante por duas razões. 


1. Não é preciso resolver (1). Isso é essencial, uma vez que, para diversas EDOs, as fórmulas de solução são 
complicadas ou nem mesmo existem. 

2. Esse método mostra graficamente toda a família de soluções e suas propriedades típicas. A acurácia do método 
é um pouco limitada, porém, na maioria dos casos, isso não é relevante. 


Vejamos um exemplo desse método aplicado à EDO 
(2) y = xy. 


Campos direcionais por meio de um SAC (Sistema de Álgebra Computacional). Utilizando um SAC, obtemos 
para a equação (2) a representação gráfica dos elementos lineares nos pontos de uma malha quadrada como na 
Fig. 7a, no qual podemos ajustar as curvas-solução. Devemos diminuir os espaços da malha nas regiões em que 
f(x, y) varia rapidamente. 


Campos Direcionais Usando Isóclinas (o Método mais Antigo). Faça um gráfico das curvas f(x, y) = k = const., 
que são chamadas de isóclinas (o que significa curvas de inclinação igual). Para a equação (2), essas curvas 
são as hipérboles fx, y) = xy = k = const. (e dos eixos coordenados) representados na Fig. 7b. Pela equação (1), 
vemos que essas são as curvas ao longo das quais a derivada y' é constante. Estas ainda não são as curvas-solução 
— não se confunda. Ao longo de cada isóclina, trace vários elementos retilíneos paralelos e com a inclinação k 
que lhes é correspondente. Isso dá a direção do campo, no qual você pode agora fazer um gráfico aproximado 
das curvas-solução. 

Vale mencionar que, para uma EDO como a (2), não seria preciso usar o método da Fig. 7, pois veremos na 
próxima seção que é fácil obter soluções exatas para esse tipo de equação diferencial. Por enquanto, vamos nos 
limitar a verificar por substituição que (2) possui a solução geral 


ya) = ce”? (c arbitrário). 


De fato, por derivação (regra da cadeia!), obtemos y” = x(ce”2) = xy. Naturalmente, conhecendo a solução, temos 
agora a vantagem de termos uma idéia da acurácia do método, comparando-o com a solução exata. A solução 
particular na Fig. 7, que passa pelo ponto (x, y) = (1, 2) precisa satisfazer y(1) = 2. Portanto, 2 = ce”, c = 21Ve 
= 1,213, e a solugáo particular é y(x) = 1,2130 %2, 
Uma EDO famosa, para a qual náo precisamos de campos direcionais, é 
x 


[EE AN S 
(3) y O — xô T 


(Ela está relacionada à equação de van der Pol em eletrônica, que discutiremos na Seção 4.5.) Na Fig. 8, o campo 
direcional mostra elementos retilíneos gerados por computador. Na mesma figura, incluímos também as isóclinas 
para k = —5, —3, 4, 1, além de três típicas curvas-solução: uma que é (quase) um círculo e duas espirais aproxi- 
mando-se dele, uma vindo de seu interior, e outra, de seu exterior. 


(a) Por álgebra computacional (b) Por isóclinas 


Fig. 7. Campo direcional de y'= xy 
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Fig. 8. Campo direcional de y'= 0,1(1 — x?) — y 


Sobre os Métodos Numéricos 


Os campos direcionais fornecem-nos “todas” as soluções, porém o fazem com uma acurácia limitada. Caso 
precisemos de valores numéricos acurados de uma solução (ou de diversas soluções) para as quais não existem 
fórmulas, podemos utilizar um método numérico. Se você quiser ter uma idéia de como esses métodos func- 
ionam, vá à Seção 21.1 e estude as duas primeiras páginas do método de Euler-Cauchy, que é um exemplo 
típico dos métodos mais acurados a serem tratados naquela seção, entre os quais se destaca o clássico método 
de Runge-Kutta. Faria pouco sentido interromper apresente sequência de idéias para incluir esses métodos aqui; 
e, se o fizéssemos, estaríamos repetindo o material da Seção 21.1, que não exige qualquer pré-requisito para ser 


estudada além da Seção 1.1 já discutida. 


1-10] CAMPOS DIRECIONAIS, CURVAS-SOLUÇÃO 


Faça um gráfico do campo direcional (à mão ou no computador). No 
campo, trace curvas aproximadas de solução que passam pelo ponto 
ou pontos (x, y) dados. 

1. y' = e — y, (0, 0), (0, 1) 


2. 4yy' = —9x, (2, 2) 

3. y! =1 + y Gr, 1) 

4. y' = y — 2y?, (0, 0), (0, 0,25), (0, 0,5), (0, 1) 
5. y = x? — 1/y, (1, —2) 

6. y' = 1 + sen y, (—1, 0), (1, —4) 

7. y' = y + x’, (0,1) 

8. y” = 2xy + 1, (—1, 2), (0, 0), (1, —2) 

9. y” = y tanh x — 2, (—1, -2), (1,0), (1, 2) 


= est (1, 1), (2, 2), (3, 3) 
11-15| ACURÁCIA 


Os campos direcionais sáo bastante úteis porque nos permitem ver 
soluções (tantas quanto queiramos) sem resolvermos a EDO, uma tare- 
fa que pode ser difícil ou mesmo impossível, dependendo da fórmula. 
Para que vocé tenha uma idéia da acurácia desse método, represente 
graficamente um campo, esboce nele as curvas-solugáo e compare-as 
com as soluções exatas. 


11. y’ = sen bmx 

12. y =1/2 

13. y' = —2y (Sol. y = ce) 
14. y' = 3y/x (Sol. y = cx?) 
15. y' = -ln x 


PROBLEMAS PROPOSTOS 1.2 


16-18] MOVIMENTOS 


Um determinado corpo move-se numa linha reta (com a velocidade 
dada nos casos a seguir), y(t) é sua distância de um ponto fixo O e t é 
o tempo. Encontre um modelo (ou seja, uma EDO) para o seu movi- 
mento. Faça também um gráfico do campo direcional, esboçando nele 
uma curva-solução correspondente à condição inicial dada. 


16. A velocidade é igual ao recíproco da distância e y(1) = 1 
17. O produto da velocidade pela distância é igual a —t e y(3) = -3 


18. A velocidade mais a distância é igual ao quadrado do tempo e 
y(0) = 6 

19. (Pára-quedista) Há duas forças atuando sobre um pára-quedista, 
a atração da terra mg (onde m = massa da pessoa mais a de seu 
equipamento, e g = 9,8 m/s? é a aceleração da gravidade) e a 
resistência do ar, que se supõe ser proporcional ao quadrado da 
velocidade v(t). Utilizando-se a segunda lei do movimento, de 
Newton (massa x aceleração = resultante das forças), elabore um 
modelo (uma EDO) para v(t). Represente graficamente um campo 
direcional (escolhendo m e fazendo a constante de proporcionali- 
dade ser igual a 1). Suponha que o pára-quedas abra quando v = 
10 m/s. Represente no campo o gráfico da solução correspondente. 
Qual é a velocidade-limite? 

20. PROJETO DE ÁLGEBRA COMPUTACIONAL. Campos 
Direcionais. Discuta os campos direcionais a seguir. 

(a) Represente graficamente um campo direcional para a EDO y'= 1 
— y e a solução dela que satisfaça à condição y(0) = 5, que mostra 
um comportamento exponencial. É possível determinar o limite 
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de uma solução qualquer diretamente a partir da EDO? Para qual que acontece a essas curvas quando se omite o sinal negativo no 
condição inicial a solução será crescente? E constante? E decres- lado direito da equação? Elas se parecem com curvas familiares? 
cente? Responda primeiro por palpite. 


(b) Que aparência têm as curvas-solução da equação y'= —x3/yº, con- (c) Compare, da melhor maneira que puder, o método antigo com o 
forme obtidas a partir de um campo direcional? De que modo método computacional, observando suas respectivas vantagens e 
essas curvas se diferem de círculos? Quais são as isóclinas? O desvantagens. Escreva um breve texto sobre isso. 


1.3 EDOs Separáveis. Modelagem 


EXEMPLO 


EXEMPLO-2 


Muitas EDOs de utilidade prática podem ser reduzidas à forma 
(1) ¿y = fŒ) 


através de manipulações puramente algébricas. Dessa forma, é possível integrar ambos os lados com relação a 
x, O que nos faz obter 


(2) 80) y dx = f fl) dx + c. 


Do lado esquerdo, podemos mudar a variável de integração para y, visto que, do cálculo, sabemos que y'dx = dy, 
de modo que 


(3) ¡ES dy = fico dx + c. 


Se fe g são funções contínuas, as integrais em (3) existem e sua resolução nos faz obter uma solução geral de 
(1). Esse método de resolução de EDOs é chamado de método das variáveis separáveis e (1) é chamada de 
equação separável, devido ao fato de que em (3) as variáveis estão agora separadas: x somente aparece no lado 
direito da equação e y somente no lado esquerdo. 


Uma EDO separável 


A EDO y' = 1 + y? é separável, porque pode ser escrita na forma 


dy 
14? = dx. Por integração, arctan y =x +c ou y = tan (x + c). 
É muito importante introduzir a constante de integração logo ao se fazer a integração. Se tivéssemos escrito arctan y = x, passado para 
y = tan x e só depois introduzido a constante c, teríamos obtido y = tan x + c, que não é uma solução (quando c + 0). Verifique isso. a 


Já enfatizamos na Seção 1.1 a importância da modelagem e que as equações separáveis fornecem vários modelos 
úteis. Discutiremos isso na forma de alguns exemplos típicos. 


Datação por Carbono Radioativo? 


Em setembro de 1991, uma sensação no mundo científico foi causada pela descoberta do famoso homem do gelo (chamado de Oetzi), que 
viveu no período neolítico nos Alpes Oetztal (vindo daí o seu nome), na região sul de onde hoje é o Tirol, perto da fronteira entre a Áustria 
e a Itália. Em que época aproximada Oetzi viveu e morreu, sabendo-se que, em seu corpo mumificado, a razão de carbono ¿C** para ¿C? 
correspondia a 52,5% da que se encontra presente nos organismos vivos? 

Informação física. Na atmosfera e nos organismos vivos, é constante a razão entre o carbono radioativo ¿C** (cuja atividade é provocada 
por raios cósmicos) e o carbono comum ¿C*, Quando um organismo morre, termina sua absorção de C14, resultante da respiração e da ali- 
mentação. Dessa forma, é possível estimar a idade de um fóssil comparando a razão do carbono radioativo nele detectada com a encontrada 
na atmosfera. Para fazer isso, é preciso conhecer a meia-vida do ¿C**, que é de 5715 anos (CRC Handbook of Chemistry and Physics, 832 
ed., Boca Raton: CRC Press, 2002, pp. 11-52, linha 9). 


Solução. Modelagem. O decaimento radioativo é governado pela EDO y' = ky (veja Seção 1.1, Exemplo 5). Separando as variáveis e 
integrando (onde t é o tempo e yọ é a razão inicial de ¿C** para ¿C*?), temos: 


dy 
ds k dt, In [y| = kt + c, y = yoe. 


2Método criado por WILLARD FRANK LIBBY (1908-1980), químico norte-americano que, por esse trabalho, recebeu o prêmio Nobel de 
Química em 1960. 
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EXEMPLO-4 


A seguir, utilizamos a meia-vida H = 5715 para determinarmos k. Quando t = H, a metade da substância original ainda se encontra presente 
no corpo. Portanto, 


Heo o In 0,5 0,693 
ye” = 0,5y0 et! = 0,5, H 5715 0,0001213. 
Finalmente, utilizamos a razão 52,5% para determinar o tempo t da morte (ou de fato, ele foi morto) de Oetzi, 
kt — ,—0,0001213t — = 0,989 = í 
et = em» = 0,525, t= =0.0001213 = 5312. Resposta: Cerca de 5300 anos atrás. 


Outros métodos mostram que a datação por carbono radioativo costuma resultar em valores excessivamente pequenos. Segundo os resul- 
tados de pesquisas recentes, isso se deve a variações ocorridas na razão do carbono, causadas pela poluição industrial e outros fatores, como 
testes nucleares. E 


Problemas de Mistura 


Problemas de mistura ocorrem com bastante frequência na indústria química. Explicaremos aqui como resolver o modelo básico que envolve 
um único tanque de mistura. O tanque representado na Fig. 9 contém 1000 galões de água, em que 100 libras de sal estão inicialmente dis- 
solvidas. No tanque, despeja-se salmoura a uma taxa de 10 galões/min, sendo que cada galão de salmoura contém 5 libras de sal dissolvido. 
A mistura no tanque é constantemente revolvida de modo a mantê-la uniforme. A mistura de água e sal também escoa do tanque a uma taxa 
de 10 galões/min. Encontre a quantidade de sal presente no tanque num instante t qualquer. 


Solucáo. Etapa 1. Elaboração de um modelo. Chamemos de y(t) a quantidade de sal presente no tanque num instante t qualquer. Sua 
taxa temporal de variagáo é 


y” = Taxa de entrada de sal — Taxa de saída de sal “Lei do equilíbrio”. 


Multiplicando 5 libras por 10 galões, calculamos para o tanque um fluxo de entrada de 50 libras de sal. Por outro lado, o fluxo de saída é de 
10 galões de salmoura, o que corresponde a 10/1000 = 0,01 (= 1%) do conteúdo total de salmoura no tanque, ou seja, a 0,01 do conteúdo de 
sal y(t) ou a 0,01 y(t). Portanto, nosso modelo corresponde à EDO 


(4) y’ = 50 — 0,01y 0,01(y — 5000). 


Etapa 2. Solução do modelo. A EDO (4) é separável. Após separarmos as variáveis, integrarmos e passarmos ambos os lados para a forma 
exponencial, obtemos 


dy 
ÚS = EE * pes = o 0,01t 
y — 5000 — 001 di, In |y — 5000| = —0,01t + c*, y — 5000 = ce7®0!, 
Inicialmente, o tanque contém 100 libras de sal. Logo, y(0) = 100 é a condição inicial que resultará na solução única. Substituindo y = 100 e 
t = 0 na última equação, obtemos 100 — 5000 = ce? = c. Logo, c = —4900 e a quantidade de sal presente no tanque num instante t qualquer é 


(5) y = 5000 — 49000001, 


Essa função corresponde a um comportamento exponencial com um limite de 5000 libras; veja Fig. 9. Você consegue explicar fisicamente 
que y(t) deve aumentar com o tempo? Que o limite é de 5000 libras? E consegue visualizar o limite diretamente a partir da EDO? 

O modelo discutido torna-se mais realista em problemas sobre poluentes em lagos (veja Problemas Propostos 1.5, Problema 27), ou sobre 
remédios aplicados em órgãos. Entretanto, esses tipos de problemas são mais difíceis de resolver, visto que as misturas podem ser imperfeitas 


e as taxas de fluxo (tanto de entrada quanto de saída) podem ser diferentes entre si e conhecidas de modo apenas muito aproximado. EH 
y 

5000 [== === loba 
4000 f 
3000 - 
2000 - 

| == 1000 + 

100 E į i fi L 
0 100 200 300 400 500 1 
Tanque Conteúdo de sal y(1) 


Fig. 9. Problema de mistura do Exemplo 3 


Aquecimento de um Prédio Comercial (Lei do Resfriamento de Newton) 


Suponha que, no inverno, a temperatura de um certo prédio de escritórios seja mantida a 70ºF* e que o aquecimento seja desligado às 22 
h da noite e religado às 6 h da manhã. Num certo dia, às 2 h da madrugada, a temperatura no interior do prédio era de 65ºF. A temperatura 


3Sir ISAAC NEWTON (1642-1727), grande físico e matemático inglês, tornou-se professor da Universidade de Cambridge em 1669 e Diretor da 
Casa da Moeda de seu país em 1699. Ele e o matemático e filósofo alemão GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ (1646-1716) inventaram (inde- 
pendentemente) o cálculo diferencial e integral. Newton descobriu diversas leis físicas básicas e criou o método de investigação de problemas 
físicos através do cálculo. Sua obra Philosophiae naturalis principia mathematica (Princípios Matemáticos da Filosofia Natural, 1687) contém 
o desenvolvimento da mecânica clássica. Suas contribuições são da maior importância tanto para a física quanto para a matemática. 

*A escala Fahrenheit de temperatura (ºF, comumente empregada nos países de língua inglesa) pode ser convertida para a escala Celsius (ºC) 
através da fórmula: C = 5(F — 32)/9. Assim, 70°F correspondem a 21°C aproximadamente. Da mesma forma, 65°F, 50°F e 40°F (temperaturas 
que também aparecem neste exemplo) correspondem aos valores de 18°C, 10°C e 4°C, respectivamente. (N.T.) 
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EXEMPLO-5 


exterior era de 50ºF às 22 h da noite e caiu para 40ºF às 6 h da manhã do dia seguinte. Qual era a temperatura dentro do prédio quando o 
aquecimento foi ligado ás 6 h da manhá? 

Informação física. Experimentos mostram que a taxa temporal de variação da temperatura T de um corpo B (que seja um bom condutor 
de calor, como, por exemplo, uma esfera de cobre) é proporcional à diferença entre T e a temperatura do meio que o cerca (lei do resfria- 
mento de Newton). 


Solucáo. Etapa 1. Elaboração de um modelo. Chamemos de T(t) a temperatura dentro do prédio e de T, a temperatura exterior (supondo 
que ela seja constante, para que possamos aplicar a lei de Newton). Dessa forma, segundo essa mesma lei, 


dT 
(6) y T-T. 


Leis experimentais como esta são deduzidas levando-se em conta suposições idealizadas que raramente se verificam com exatidão. Entretanto, 
mesmo em situações onde um modelo parece se adequar à realidade de modo apenas imperfeito (como neste caso), ainda assim ele pode nos 
fornecer importantes informações qualitativas. Para averiguar a qualidade de um modelo, um engenheiro deve coletar dados experimentais e 
compará-los com os cálculos resultantes desse modelo. 


Etapa 2. Solução geral. Não podemos resolver (6) porque não conhecemos T4, mas tão somente que ela variou entre 50°F e 40ºF; dessa 
forma, devemos seguir a Regra de Ouro: se não podemos resolver um problema, tentemos resolver um mais simples. Isso nos faz resolver 
(6) com a função desconhecida T, substituída pela média dos dois valores conhecidos, ou seja, 45ºF. Por motivos físicos, podemos esperar 
que isso nos dará aproximadamente um valor razoável da temperatura T no escritório às 6 h da manhã. 

Para a constante T, = 45 (ou para qualquer outro valor constante), a EDO (6) é separável. Fazendo a separação das variáveis, integrando 
e passando ambos os lados para a forma exponencial, obtemos a solução geral 


dT 
T— 45 


= kdt, In |T — 45| = kt + c*, T(0 = 45 + celt (e = e”). 


Etapa 3. Solução particular. Escolhemos 22 h da noite para corresponder a t = 0. Então, a condição inicial dada é T(0) = 70 e fornece uma 
solução particular, que chamaremos de T,. Por substituição, 


T(0) = 45 + ce? = 70, c = 70 — 45 = 25, Tot) = 45 + 25", 


Etapa 4. Determinação de k. Utilizamos T(4) = 65, onde t = 4 corresponde às 2 h da madrugada. Resolvendo algebricamente o valor de k 
e inserindo-o em T,(t), obtemos (Fig. 10) 


Tp(4) = 45 + 250% = 65, e = 0,8, k= in 0,8 = —0,056, Tui) = 45 + 25070056, 
Etapa 5. Resposta e interpretação. 6 h da manhã corresponde a t = 8 (ou seja, 8 horas após as 10 h da manhã) e 
T (8) = 45 + 25e70056-8 = 61[9F]. 


Dessa forma, a temperatura no interior do prédio caiu 9ºF, um resultado que parece ser razoável. E 


Fig. 10. Solução particular (temperatura) do Exemplo 4 


Vazamento num Tanque. Perda de Água por um Orifício (Lei de Torricelli) 


Este caso é um outro problema típico de engenharia que leva a uma EDO. Trata-se da perda de água em um tanque cilíndrico que apresenta 
um orifício em seu fundo (Fig. 11). Suponha que você seja incumbido de calcular a altura da água no tanque num instante qualquer, sabendo 
que o tanque tem um diâmetro de 2 m, o orifício tem um diâmetro de 1 cm e a altura inicial da água, quando o orifício é aberto, é de 
2,25 m. Em que momento o tanque ficará vazio? 

Informação física. Sob a influência da gravidade, a água que sai do tanque tem a velocidade 


(7) v(t) = 0,600V 2gh(t) (Lei de Torricelli*), 


onde A(t) é a altura da água acima do orifício no instante t e g = 980 cm/s? = 32,17 ft/s? é a aceleração da gravidade na superfície terrestre. 


Solução. Etapa 1. Elaboração do modelo. Para obtermos uma equação, devemos relacionar o decréscimo do nível da água h(t) com o fluxo 
de água para fora do tanque. Durante um curto período de tempo At, o volume AV do fluxo que sai do tanque é 


AV= Av At (A = Área do orifício). 


“EVANGELISTA TORRICELLI (1608-1647), físico italiano, discípulo e sucessor de GALILEU GALILEI (1564-1642) em Florença. O 
“fator de contração” de 0,600 foi introduzido por J. C. BORDA em 1766 devido ao fato de a corrente de água ter uma seção transversal 
menor que a área do orifício. 
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AV deve ser igual à variação AV* do volume da água no tanque. Portanto, 
AV* = —B Ah (B = Área da seção transversal do tanque) 


onde Ah (> 0) é o decréscimo da altura A(t) da água. O sinal negativo aparece porque o volume da água no tanque diminui. Igualando AV 
a AV*, temos 


—B Ah = Av At. 


Podemos agora exprimir v conforme a lei de Torricelli e então fazermos At (o tamanho do intervalo de tempo considerado) aproximar-se de 
zero — essa é uma maneira-padrão de se obter uma EDO como um modelo. Ou seja, temos 


Ah A A 
E So q 0.600V2gh(1, 


e, fazendo At — 0, obtemos a EDO 


dh A 
— = 26,56 — Vh, 
dt B 


onde 26,56 = 0,600 V2 - 980. Esse é nosso modelo, que corresponde a uma EDO de primeira ordem. 


Etapa 2. Solução geral. Nossa EDO é separável. A/B é constante. Fazendo a separação das variáveis e integrando, obtemos 
dh A A 
AJ E =2 — dt 2Vh = ct — 2 =t. 
Sn 6,56 7 e Vh = c* — 26,56 E 


Dividindo por 2 e elevando ao quadrado, chegamos a h = (c — 13,28A1/B. Inserindo 13,284/B = 13,28 - 0,527/1002m = 0,000332, obtemos 
a solução geral 


hO = (c — 0,0003322. 


Etapa 3. Solução particular. A altura inicial (a condição inicial) é A(O) = 225 cm. A substituição de t = O e h = 225 dá-nos, a partir da solução 
geral, c? = 225, c = 15,00 e, portanto, a solução particular (Fig. 11) 


h(t) = (15,00 — 0,00033212. 


Etapa 4. Tanque vazio. h,(t) = O se t = 15,00/0,000332 = 45 181 [s] = 12,6 [horas]. 
Aqui, é possível perceber claramente a importância da escolha das unidades — viemos trabalhando com as unidades do sistema CGS, 
no qual o tempo é medido em segundos! Utilizamos g = 980 cm/s2. 


Etapa 5. Verificação. Confirme o resultado. E 


pana o] i | 


Nível da água 
no instante t 200 
150 
2,25 m F 
100 | 
50 + 
Jorro de 0 fi n 1 ] 1 
água 0 10000 30000 50000 + 
Tanque Nível da água h(t) no tanque 


Fig. 11. Exemplo 5. Escoamento de um fluido de um tanque cilíndrico (“tanque furado"). Lei de Torricelli 


Expansão do Método: Redução à Forma Separável 


E possível fazer com que certas EDOs não-separáveis fiquem separáveis por meio de transformações que rela- 
cionam y a uma nova função desconhecida. Discutiremos essa técnica para uma classe de EDO de importância 
prática, a saber, para as equações 


(8) y= (2) 
X 


Aqui, fé uma função (diferenciável) qualquer de y/x, como, por exemplo, sen (y/x), (y/x)* etc. (As ODEs desse 
tipo são às vezes chamadas de ODEs homogêneas, um termo que não utilizaremos agora, pois o reservaremos 
para um propósito mais importante na Seção 1.5.) 

A forma dessa EDO sugere que escrevamos y/x = u; portanto 


(9) y = ux e, derivando o produto, y =u'x+u. 
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EXEMPLO-6 


Fazendo a substituição em y” = f(y/x), obtemos u'x + u = f(u) ou u'x = fu) — u. Vemos que é possível separar 


essa expressão: 
du 


(10) E LS a 
fu) — u xX 

Redução à Forma Separável 

Resolva 


2xyy! = y? — x2. 


Solução. Para obtermos a forma explícita usual, dividimos a equação dada por 2xy, 


Je yx y x 
2xy 2x 2 
Agora, substituímos y e y” de (9) e então simplificamos, subtraindo u de ambos os lados, 
e ar e u'x a l T 
2 24 2 2u 2u 
Podemos ver na última equação que agora é possível separarmos as variáveis, 
2u du dx 1 
RE = Por integração, In(1 + u?) In |x| + c* = In T| e. 


Passando ambos os lados para a forma exponencial, obtemos 1 + u? = c/x ou 1 + (y/x? = c/x. Multiplicamos então a última equação por x? 
para obtermos (Fig. 12) 


2 .2 
Diana E DS 
x° + y? = cx. Portanto, => 7 +y = J 
Essa solução geral representa uma família de círculos passando pela origem e tendo seus centros no eixo x. H 
y 
4+ 
2! 


no) a 
st 
oo 
* 


Fig. 12. Solução geral (família de círculos) do Exemplo 6 


PROBLEMAS-PROPOSTOS-1.3 


1. (Constante de integração) Uma constante arbitrária de integração 
precisa ser introduzida logo no momento em que a integração é 
realizada. Por que isso é importante? Forneça você mesmo um 
exemplo desse fato. 


2-9 SOLUÇÃO GERAL 


Obtenha a seleção geral das equações que se seguem. Mostre as etapas 
da derivação e verifique suas respostas por substituição. 

2. y + (x + 2)y? = 
3. y' = 2 sec 2y 

4. y! = (y + 9x)? 
5. yy" + 36x = 0 
6. y' = (42 + yaY) 
7. y' sengx = y costx 
8. xy" = hy? +y 

9, yem=y+1 


10-19 | PROBLEMAS DE VALOR INICIAL 


Obtenha soluções particulares para as equações a seguir. Mostre as 
etapas da derivação, começando com a solução geral (L, R, b são 
constantes). 

10. yy’ + 4x = 0, y(0) = 3 

11. dr/dt = —2tr, r(0) = ro 


(y + 9x = v) 


12. 2xyy' = 3y? + x, y(1) = 2 

13. L dl/dt + RI = 0, 1(0) = Io 

14. y' = y/x + (2x%/y) cos(x?), y(V1/2) = Vr 

15. ey! = 2(x + 2)y3, y(0) = 1/V5 = 0,45 

16. xy’ = y + 4x3 cos?%(y/x), y(2) = 0 

17. y'x ln x = y, y(3) = ln 81 

18. dr/d0 = b[(dr/d0) cos 0 + r sen 0], im) =7,0<b<1 

19. yy! = (x — De, y(0) = 1 

20. (Solução particular) Introduza limites de integração em (3), de 
modo a fazer com que o y obtido a partir de (3) satisfaça à condi- 
ção inicial y(x) = yo. Experimente usar essa fórmula no Problema 
19. 


APLICAÇÕES, MODELAGEM 


21. (Curvas) Encontre todas as curvas no plano xy cujas tangentes 
passem todas por um ponto (a, b) dado. 


21-36 


22. (Curvas) Mostre que qualquer linha reta (não-vertical) que passa 
pela origem do plano xy intercepta todas as curvas-solução de 
y' = g(y/x) segundo o mesmo ángulo. 

23. (Crescimento exponencial) Se a taxa de crescimento de uma 
quantidade de fermento num instante t qualquer é proporcional à 
quantidade presente naquele instante e duplica após uma semana, 
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24 


25 


26 


27 


28 


29. 


30. 


31. 


32 


que quantidade de fermento é de se esperar que haja após duas 
semanas? E após quatro semanas? 

(Modelo populacional) Se, numa população de bactérias, a taxa 
de natalidade e de mortalidade sáo proporcionais ao número de 
indivíduos presentes, qual é a função da população em relação ao 
tempo? Imagine qual deve ser a situação-limite para o aumento do 
tempo e interprete-a. 


(Datação por carbono radioativo) Se uma árvore fossilizada tem 
uma idade de 4000 anos, qual deve ser seu conteúdo de ¿C** expres- 
so como um percentual da razão de ¿C**para ¿C*? num organismo 
vivo dessa espécie? 

(Crescimento Gompertz em tumores) O modelo Gompertz é 
dado pela equação y' = —Ay In y (A > 0), onde y(t) é a massa das 
células do tumor no instante t. Esse modelo concorda bastante bem 
com as observações clínicas. O declíneo da taxa de crescimento 
que surge quando y fica maior que 1 corresponde ao fato de que 
as células no interior de um tumor podem morrer por causa da 
insuficiência de oxigênio e nutrientes. Utilize a EDO para discutir 
o crescimento e a diminuição dos valores numéricos das soluções 
(tumores), bem como para encontrar soluções constantes. Depois 
disso, resolva a EDO. 


(Secadora de roupa) Se uma roupa molhada perde a metade de 
sua umidade durante os cinco primeiros minutos após ser colocada 
numa secadora e a taxa de perda de umidade é proporcional ao 
conteúdo dessa mesma umidade, em que instante a roupa estará 
praticamente seca, ou seja, quando ela terá perdido 95% de sua 
umidade? Responda primeiro por palpite. 

(Álibi?) José, que foi preso quando saía de um bar, diz que estava 
naquele estabelecimento havia pelo menos meia hora (o que lhe 
serviria de álibi). A polícia checou então a temperatura da água 
de seu carro (que estava estacionado perto da entrada do bar) no 
momento da prisão e novamente 30 minutos mais tarde, obtendo 
os valores de 190ºF e 110ºF, respectivamente. Esses resultados 
apóiam o álibi de José? (Resolva por inspeção.) 

(Lei do resfriamento) Um termômetro, cuja leitura é de 10ºC, é 
levado para uma sala onde a temperatura é de 23ºC. Dois minu- 
tos depois, a leitura do termômetro é de 18ºC. Quanto tempo se 
passará até que a leitura praticamente se iguale a 23°C, chegando 
a, digamos 22,8ºC? Responda primeiro por palpite. 

(Lei de Torricelli) De que modo a resposta no Exemplo 5 (o 
instante em que o tanque se esvazia) se altera caso o diâmetro do 
orifício seja duplicado? Responda primeiro por palpite. 

(Lei de Torricelli) Mostre que (7) parece razoável desde que 
V2gh(t) seja a velocidade ganha por um corpo que cai de uma 
distância h (sendo desprezível a resistência do ar). 


(Corda) Para atracar um barco num porto, quantas vezes é preciso 
dar voltas com uma corda em torno de um turco (um poste cilíndri- 
co e resistente, fixado verticalmente no solo) de tal modo que um 
homem segurando uma extremidade da corda possa resistir a uma 
força exercida pelo barco que seja igual a 1000 vezes a força que o 
homem pode exercer? Responda primeiro por palpite. Experimen- 
tos mostram que a variação da força AS numa pequena porção da 
corda é proporcional a S e ao pequeno ángulo Ag, mostrados na 
Fig. 13. Considere a constante de proporcionalidade igual a 0,15. 


Ss 


a 
a 
w 


Pequena 
porção 
da corda 


S+AS 


Fig. 13. Problema 32 


33. (Mistura) Um tanque contém 800 galões de água, nos quais são 


34 


35 


36 


dissolvidas 200 libras de sal. Dois galões de água fresca são nele 
despejados por minuto. A mistura no tanque é constantemente 
revolvida de modo a mantê-la uniforme. Ao mesmo tempo, dois 
galões dessa mistura vazam do tanque a cada minuto. Quanto sal 
resta no tanque após 5 h? 


TRABALHO ESCRITO. Aumento Exponencial, Decaimento, 
Comportamento. A partir do texto e dos problemas, colete, orde- 
ne e apresente todas as informações sobre a EDO y' = ky e suas 
aplicações. Acrescente seus próprios exemplos. 


Experimento com um SISTEMA DE ÁLGEBRA COMPU- 
TACIONAL (SAC). Representação gráfica de soluções. Usual- 
mente é possível empregar um SAC para representar graficamente 
soluções de equações diferenciais, mesmo quando essas soluções 
são dadas na forma de integrais que não podem ser avaliadas pelos 
métodos comuns de cálculo. Faça então o que se pede. 


(A) Represente, no mesmo gráfico, as curvas-solução para os sete 
problemas de valor inicial a seguir: y” = enn, y(0) = 0, +1, +2, 
+3. Essas curvas sáo congruentes? Por qué? 
(B) A título de experiéncia, represente curvas correspondentes a 
aproximacóes do n-ésimo termo das somas parciais da série de 
Maclaurin, aproximações essas obtidas através da integração termo 
a termo da série correspondente a y em (A); represente-as grafica- 
mente e descreva qualitativamente sua acurácia para um intervalo 
fixo 0 = x S b e valores crescentes de n, depois, faça o mesmo 
para um n fixo e valores crescentes de b. 
(C) Refaça o que se pede em (B) para y' = cos (x?). 
(D) Obtenha um problema de valor inicial que tenha a solução: 
y= ef e? dre refaca para ele o que se pede em (B). 

0 
PROJETO DE EQUIPE. Lei de Torricelli. No Exemplo 5, supo- 
nha que o tanque seja hemisférico, de raio R, inicialmente cheio 
de água e que tenha em seu fundo um orifício com 5 cm? de área 
transversal. (Faga um esbogo do tanque.) Elabore um modelo para 
a perda de água do tanque. Indique que parte do trabalho feito no 
Exemplo 5 pode ser aproveitado neste caso (de tal modo que ele 
pode se tornar parte do método geral, independentemente da forma 
do tanque). Encontre o instante t em que o tanque se esvazia (a) 
para um R qualquer, (b) para R = 1 m. Represente graficamente 
t como uma função de R. Encontre o instante em que h = R/2 (a) 
para um R qualquer e (b) para R = 1 m. 
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1.4 EDOs Exatas. Fatores Integrantes 


Do cálculo, podemos lembrar que, se uma função u(x, y) possui derivadas parciais contínuas, sua diferencial 
(também chamada de diferencial total) é 


Disso se segue que, se u(x, y) = c = const., então du = 0. 
Por exemplo, se u = x + x2y = c, então 


du = (1 + 2xy3) dx + 3xy2 dy = 0 


ou 
A 
z dx 3xy2  ” 
uma EDO que podemos resolver trabalhando de trás para frente. Essa idéia leva a um poderoso método de solução, 
que apresentaremos a seguir. 
Uma EDO de primeira ordem M(x, y) + N(x, y)y' = 0, escrita como (usando a igualdade dy = y' dx, como na 
Seção 1.3): 


(1) M(x, y) dx + N(x, y) dy = 0 


é chamada de uma equação diferencial exata se a forma diferencial M(x, y)dx + N(x, y)dy for exata, ou seja, 


se essa forma for a diferencial 
ðu ðu 
(2) du = =— dx + -— dy 
Ox dy 


de alguma função u(x, y). Dessa forma, podemos escrever (1) como 
du = 0. 


Integrando essa última expressão, obtemos imediatamente a solução geral de (1) na forma 
(3) u(x, y) = c. 


Esta é a chamada solução implícita, em contraste com uma solução do tipo y = h(x), conforme definimos na 
Seção 1.1, e que também é chamada de solução explícita, para distingui-la da primeira. Às vezes, é possível 
passar uma solução implícita para a forma explícita. (Faça isso para 1? + y? = 1.) Caso essa conversão não seja 
possível, seu computador poderá representar graficamente uma figura das linhas de contorno (3) da função u(x, 
y) e ajudá-lo a entender a solução. 


Comparando (1) e (2), vemos que (1) é uma equação diferencial exata caso exista alguma função u(x, y) tal que 


du du 
(4) (a) Em =M, (b) ER =N. 


Estas equações dão-nos uma fórmula para checar se (1) é exata ou não, do seguinte modo. 

Suponhamos que M e N sejam contínuas e tenham suas derivadas primeiras também contínuas numa região 
do plano xy cuja fronteira é uma curva fechada e sem auto-interseções. Então, fazendo a derivação parcial de (4) 
(sobre a notação, veja Apêndice 3.2) 


oM ðu 
EN dy ox” 
oN Yu 
EN ox dy" 


Pela suposigáo de continuidade, as duas derivadas parciais segundas sáo iguais. Portanto, 
(5) — = —. 
Essa condição não somente é necessária como também suficiente para que (1) seja uma equação diferencial exa- 


ta. (Provaremos isso em outro contexto, na Seção 10.2. Alguns livros de cálculo (p. ex., Ref. [GR11], também 
fornecem essa prova.) 
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EXEMPLO 


EXEMPLO 


Caso (1) seja exata, a função u(x, y) pode ser obtida por inspeção, ou então sistematicamente do seguinte modo. 
A partir de (4a), integrando a expressão em relação a x, obtemos 


(6) u = ÍM dx + y); 


nessa integração, y deve ser considerado como uma constante e k(y) faz o papel de uma “constante” de integra- 
ção. Para determinarmos k(y), achamos a derivada ðu/ðy a partir de (6), usamos (4b) para encontrarmos dk/dy e 
integramos dk/dy a fim de obtermos k. 

A fórmula (6) foi obtida a partir de (4a). Ao invés de (4a), podemos igualmente bem utilizarmos (4b). Se assim 
o fizermos, ao invés de (6), obtemos primeiro por integração em y: 


(6*) u = ÍN dy + 160. 


Para determinarmos (x), obtemos a derivada du/dx a partir de (6*), usamos (4a) para obtermos dl/dx e integramos. 
Ilustraremos tudo isso por meio dos seguintes exemplos típicos. 


Uma EDO Exata 


Resolva 


(7) cos (x + y) dx + (3y? + 2y + cos (x + y)) dy = 0. 
Solucáo. Etapa 1. Verificar se a equação é exata. Nossa equação é da forma (1) com 
M = cos (x + y), 


N=3y + 2y + cos (x + y). 


Portanto, 
IM E 
ay T Sen (e +) 
IN 
— = —sen (x + y). 
ox 
Disso e de (5), podemos ver que (7) é exata. 
Etapa 2. Solução geral implícita. De (6), obtemos por integração, 
(8) u= fm dx + k(y) = Feos (x + y) dx + k(y) = sen (x + y) + k(y). 
A fim de obtermos k(y), derivamos essa expressão em relação a y e usamos a fórmula (4b), para com isso chegarmos a 
du dk 
ay cos (x + y) + dy N = 3y? + 2y + cos (x + y). 


Daí, dk/dy = 3y? + 2y. Por integração, k = y? + y? + c*. Inserindo este resultado em (8) e observando (3), obtemos a resposta 


u(x, y) = sen (x + y) + y? + y? =c. 


Etapa 3. Verificar uma solução implícita. Derivando implicitamente a solução implícita u(x, y) = c, podemos ver se ela nos leva à EDO 
(7) dada: 


(9) du 5 dx + E dy = cos (x + y) dx + (cos (x + y) + 3y? + 2y) dy = 0. 
x y 


Isso completa nossa verificação. E 


Um Problema de Valor Inicial 
Resolva o problema de valor inicial 
(10) (cos y senh x + 1) dx — sen y cosh x dy = 0, yd) = 2. 


Solucáo. Podemos verificar que a EDO é exata. Obtemos então u. Para variar, usemos agora (6%). 
u= - [sen y cosh x dy + I(x) = cos y cosh x + I(x). 


A partir dessa última expressão, du/0x = cos y senh x + di/dx = M = cos y senh x + 1. Daí, dl/dx = 1. Por integração, I(x) = x + c*. Isso 
nos fornece a solução geral u(x, y) = cos y cosh x + x = c. Pela condição inicial, temos que cos 2 cosh 1 + 1 = 0,358 = c. Daí, a resposta 
é cos y cosh x + x = 0,358. A Figura 14 mostra as soluções particulares para c = 0; 0,358 (a curva mais grossa); 1; 2; 3. Verifique que a 
resposta satisfaz a EDO. (Proceda como no Exemplo 1). Verifique também que a condição inicial é satisfeita. 
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EXEMPLO=3 


EXEMPLO-4 


05 LO 15 20 25 30 2 


Fig. 14. Soluções particulares do Exemplo 2 


CUIDADO! Pare se a Equacáo Náo For Exata 


A equação —y dx + x dy = O não é exata, pois M = -y e N = x, de modo que, em (5), @M/ðy = —1, ao passo que dN/dx = 1. Mostremos que, 
num caso como esse, o método que estamos utilizando não funciona. A partir de (6), 


u fm dx + k(y) xy + k(y), daí agu =p, 
dy dy 
Agora, segundo (4b), du/dy deveria ser igual a N = x. Entretanto, isso é impossível, visto que k(y) somente pode depender de y. Se tentarmos 
(6*), veremos que tampouco isso funcionará. Num caso como esse, teríamos que resolver a equação por um método diferente do que estamos 
agora discutindo. E 


Redução à Forma Exata. Fatores Integrantes 


A EDO do Exemplo 3, —y dx + x dy = 0, não é exata. Entretanto, se a multiplicamos por 1/x?, podemos obter uma 
equação exata [verifique que ela é agora exata utilizando (5)!], 
—y dx + xd 1 
(11) AA e a+ dy = a 2) = 0. 
x x x x 


A integração de (11) permite-nos chegar à solução geral y/x = c = const. 
Esse exemplo nos fornece a seguinte idéia. Tudo o que fizemos foi multiplicar uma dada equação não-exata, 
que podemos escrever na forma, 


(12) P(x, y) dx + Q(x, y) dy = 0, 


por uma função F que, em geral, será uma função tanto de x quanto de y. O resultado foi então uma equação 
(13) FP dx + FO dy =0 


que é exata, de modo que podemos resolvê-la da maneira já discutida. Uma função do tipo de F(x, y) é então 
chamada de fator integrante de (12). 


Fator Integrante 


O fator integrante em (11) é F = 1/x2. Portanto, neste caso, a equação exata (13) é 


—y dx + x d 
FP dx + FQ dy = 2 2 =a(ž) =o. Solução =e, 
x? x x 
Trata-se de linhas retas y = cx que passam pela origem. 

É notável o fato de podermos obter facilmente outros fatores integrantes para a equação —y dx + x dy = 0, como, por exemplo, 1/y?, 1/(xy) 


e 1/(x2 + y?), visto que 


—y dx + x d x —y dx + xd —y dx + xd 
(14) y al |: y == -a (m2), y ¿QUE 


y 
= d | arctan 2]. E 
je xy x? + y? ( ) 


Como Encontrar Fatores Integrantes 


Em casos mais simples, podemos encontrar fatores integrantes por inspeção ou, talvez, após fazermos algumas 
tentativas tendo em mente a equação (14). No caso geral, a idéia é a seguinte. 
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Para M dx + N dy = 0, a condição (4) para que a equação seja exata é 0M/dy = ON/dx. Daí, para (13), 
FP dx + FQ dy = 0 e a condição de exatidão é 


ð ð 
(15) zy CPE EO): 
y Ox 
Pela regra do produto, com as variáveis subscritas indicando as derivadas parciais, chegamos a 
F,P + FP, = F,Q + FQ,. 


No caso geral, seguir por esse caminho seria complicado e sem proveito. Mas podemos nos lembrar da Regra de 
Ouro: se náo podemos resolver um problema, tentemos resolver um mais simples — o resultado pode ser útil (e 
também pode nos ajudar em situações futuras). Portanto, procuremos um fator integrante que dependa apenas de 
uma variável; felizmente, em muitos casos práticos, existem fatores desse tipo, como veremos. Portanto, façamos 
F = F(x). Então, F} = 0 e F, = F' = dF/dx, de modo que (15) se torna 


FP, = F'Q + FQ,. 


Dividindo essa equagáo por FO e reordenando os termos, obtemos 
1 dF 1 /oP ðQ 
(16) ER, onde R : 


Isso prova o seguinte teorema. 


TEOREMA Fator Integrante F(x) 


Se (12) for tal que o lado direito R de (16) depende somente de x, então (12) possui um fator integrante 
F = F(x), que é obtido integrando-se (16) e passando ambos os lados para a forma exponencial, 


(17) F(x) = exp i R(x) dx. 


Similarmente, se F* = F*(y), então, ao invés de (16), obtemos 


1 dF* 1/00  oP 
e dy = R&, onde R* = ) 


(18) 


e, dessa forma, temos um outro teorema, associado ao anterior 


TEOREMA-2 Fator Integrante F*(x) 


Se (12) for tal que o lado direito R* de (18) depende somente de y, entáo (12) possui um fator integrante 
F* = F*(y), que é obtido de (18) na forma, 


(19) P*(y) = exp | R*O) dy. 


EXEMPLO-5 Aplicacáo dos Teoremas 1 e 2. Problema de Valor Inicial 


Usando o Teorema 1 ou o 2, encontre um fator integrante e resolva o problema de valor inicial: 


(20) (Y + ye) dx + (xe — Ddy=0, y(0)=-1 
Solucáo. Etapa 1. Equação não-exata. Podemos verificar que a equação dada não é exata: 
ðP ð ð 0 
= (CU + yet) = e®tY + eY + ye mas o. (xe! — 1) = æ. 
dy dy Ox Ox 


Etapa 2. Fator integrante. Solucáo geral. O Teorema 1 falha porque R [o lado direito de (16)] depende tanto de x quanto de y. 


aP ð 1 
p= 2) = (Y + el + ye! — ed), 
Q MOy 9x xe! — 1 
Tentemos o Teorema 2. O lado direito de (18) é 
1/0 ðP 1 
R* ( Q ) = (eY — eY — e” — ye!) 1. 
Prox dy ey + ye! 
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Daí, (19) fornece-nos o fator integrante F*(y) = e”. Desse resultado e de (20), podemos então obter a equação exata 


(e + y) dx + (x — e %) dy = 0. 


Ao fazermos o teste para verificar se a equação é exata, obtemos 1 em ambos os lados da condição de exatidão. Por integração e utilizando 
(4a), 


u fie E y) dx = e? + xy + k). 


Derivando em relação a y e utilizando (4b) para obtermos 


ð dk dk 
E x+ N=x-—e™”, — = —e™, k= e™ + c*. 


Daí, a solução geral é 


u(x, y) = e” + xy +e” =c. 


Etapa 3. Solução particular. A condição inicial y(0) = 1 resulta em u(0, -1) = 1 + 0 + e = 3,72. Daí, a resposta é e” + xy + e” = 1 + 
e = 3,72. A Figura 15 mostra várias soluções particulares obtidas na forma de curvas de nível de u(x, y) = c e traçadas por computador, uma 
maneira conveniente de representação nos casos em que é difícil ou impossível passar uma solução para a forma explícita. Observe a curva 
que satisfaz (aproximadamente) a solução inicial. 


Etapa 4. Verificação. Verifique por substituição que a resposta satisfaz tanto a equação dada quanto a condição inicial. E 


Fig. 15. Soluções particulares do Exemplo 5 


PROBLEMAS PROPOSTOS 1.4 


1-20 EDOS EXATAS. FATORES INTEGRANTES 18. (cos xy + x/y) dx + (1 + (x/y) cos xy) dy = 0 

Verifique se as equações a seguir são exatas. Em caso afirmativo, 19. e7Y dx + en(=e"Y + 1) dy =0, F= er 

resolva-as. Em caso negativo, utilize um fator integrante já fornecido 20. (sen y cos y + x cos? y) dx + x dy = 0 

no texto ou encontre algum por inspeção ou pelo emprego dos teore- 21. Sob quais condições para as constantes A, B, C, D a equação (Ax 


mas dados. Para os casos em que é fornecida uma condição inicial, + By)dx + (Cx + Dy)dy = 0 é exata? Resolva então a equação 
determine também a solução particular correspondente. exata. 

1. x? dx + y? dy =0 2 (x — yMdx — dy) = 0 22. PROJETO DE ÁLGEBRA COMPUTACIONAL. Gráficos de 
3. —m sen mx senh y dx + cos mx cosh y dy = O Soluções Particulares. Para as EDOs fornecidas a seguir, faça 
4. (e! — ye?) dx + (xe! — e°) dy = 0 o gráfico de suas soluções particulares, procedendo da forma já 
5. 9x dx + 4y dy = 0 explicada. 

6. e(cos y dx — sen y dy) = 0 1 

7. eU dy — 2re72 de = 0 (21) y cos x dx + y dy=0 

8. (2x + Uy = y/x?) dx + (2y + 1/x — x/y?) dy = 0 (a) Verifique se a equação é exata. Caso seja necessário, encontre 
9. (—y/x? + 2 cos 2x) dx + (1/x — 2 sen 2y) dy = 0 


10. = Die da conde) GEO um fator integrante. Obtenha a solução geral u(x, y) = c. 


1. —y dx + xdy = 0 
12. (ev — y) dx + (xe + Ddy = 0 


(b) Resolva (21) por separação de variáveis. Resolver a equação 
desse modo é mais simples do que em (a)? 


13. —3y dx + 2x dy = 0, F(x, y) = y/x! (c) Utilizando um computador, represente graficamente os contor- 
14. (xt + y2) dx — xy dy = 0, yQ)=1 nos de u(x, y) = c. (Veja Fig. 16.) 

15. e**(2 cos y dx — sen y dy) = 0, y(0)=0 (d) Em outro gráfico, mostre que as curvas de solução satisfazem 
16. —sen xy (y dx + xdy)=0, y(l) = 7 a y(0) = +1, +2, +3, +4. Compare a qualidade dos métodos empre- 


17. (cos œx + w sen wx) dx + e” dy = 0, y(0) = 1 gados em (c) e (d) e comente. 


Capítulo 1: EDOs de Primeira Ordem 21 


23. 


-4 + 


Fig. 16. Soluções particulares do Projeto de Álgebra 
Computacional 22 


(e) Repita esses mesmos passos para uma outra EDO não-exata de 
sua escolha. 


PROJETO ESCRITO. Trabalhando de Trás para Frente. A 
partir de soluções u(x, y) = c que você escolher, obtenha uma EDO 
exata correspondente e faça-a deixar de ser exata, multiplicando-a 


24. 


ou dividindo-a por outra função. Isso deve lhe dar uma impressão 
da forma assumida pelas EDOs que podem ser resolvidas pelo 
método dos fatores integrantes. (Trabalhar de trás para frente 
também é útil em outras áreas; Euler e outros grandes mestres 
frequentemente faziam isso.) 

PROJETO DE EQUIPE. Solução Obtida por Diversos Méto- 
dos. Obtenha as soluções conforme o indicado. Compare a quan- 
tidade de trabalho necessário para responder a cada caso. 


(A) eY(senh x dx + cosh x dy) = 0 como uma EDO exata e por 
separação de variáveis. 

(B) (1 + 2x) cos y dx + dy/cos y = O pelo Teorema 2 e por 
separação de variáveis. 

(C) (x? + y?) dx — 2xy dy = 0 pelo Teorema 1 ou 2 e por 
separação de variáveis, com v = y/x. 

(D) 3x? y dx + 4x* dy = 0 pelo Teorema 1 ou 2 e por separação 
de variáveis. 

(E) Procure no texto problemas que apresentaram outras EDOs 
passíveis de serem resolvidas através de mais de um dos méto- 
dos discutidos até agora. Faça uma lista dessas EDOs e encontre 
alguns casos adicionais. Acrescente você mesmo alguns outros 
exemplos. 


1.5 EDOs Lineares. Equação de Bernoulli. 


Dinámica Populacional 


Veremos nesta seção que as EDOs lineares, ou as EDOs passíveis de serem convertidas para a forma linear, 
podem funcionar como modelos de vários fenómenos, como os observados na física, na biologia, na dinámica 
populacional e na ecologia. Diz-se que uma EDO é linear quando ela pode ser escrita na forma 


(1) 


y! + pO)y = r(x). 


A própria definição desse tipo de equação reside em sua linearidade tanto em relação à função desconhecida y 
quanto em relação a sua respectiva derivada dy/dx, ao passo que p e r podem ser funções quaisquer dadas de x. 
Se, em alguma aplicação, a variável independente for o tempo, escrevemos t no lugar de x. 

Se o primeiro termo da equação for f(x)y' (em vez de y”), devemos dividir a equação por f(x) para obtermos a 
“forma-padrão” (1), que tem y” como o primeiro termo, o que é um modo prático de representar a equação. 

Por exemplo, y' cos x + y sen x = x é uma EDO linear e sua forma-padrão é y' + y tan x =x sec x. 

A função r(x) no lado direito da equação pode, por exemplo, estar representando uma força, e a solução y(x), 
um deslocamento num movimento, ou uma corrente elétrica, ou alguma outra quantidade física. Em engenharia, 
r(x) é fregiientemente chamada de entrada (input) e y(x) é chamada de saída (output), ou de resposta à entrada 
(ou ainda, de resposta à condição inicial, quando esta é fornecida). 


EDO Linear Homogênea. Desejamos resolver (1) em algum intervalo a < x < b, que chamaremos de J, e 
começaremos com o caso especial mais simples, em que r(x) é igual a zero para todo x em J. (As vezes, isso se 
escreve como r(x) = 0.) Dessa forma, a EDO se torna 


(2) 


y" + py =0 


e é chamada de homogénea. Separando as variáveis e integrando, obtemos então, 


Cê dx 
y p(x) dx, 


portanto 


In || = -f pw dx + c*. 


Passando ambos os lados para a forma exponencial, obtemos a solução geral da EDO homogênea (2) 


(3) 


y(x) = cetro de (c = te” 


quando y = 0); 


onde podemos também fazer c = 0, para obtermos a solução trivial y(x) = O para todo x desse intervalo. 
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EXEMPLO 


EDO linear não-homogênea. Iremos agora resolver (1) para o caso em que a função r(x) em (1) não é nula para 
todo o intervalo J considerado. Nesse caso, a EDO (1) é chamada de não-homogênea. Percebemos que, nesse 
caso, (1) possui uma propriedade muito conveniente; a saber, ela tem um fator integrante que depende somente 
de x. Podemos encontrar esse fator F(x) pelo Teorema 1 da última seção. Com esse propósito, escrevemos (1) 
na forma 


(py — r) dx + dy = Q. 


Isso corresponde à equação P dx + O dy = 0, onde P=py-reO=1. Daí, o lado direito de (16) na Seção 1.4 
é simplesmente 1(p — 0) = p, de modo que (16) se torna 


1 dF 0) 
— — = p(x). 
F dx E 
Separando as variáveis e integrando, obtemos 
dF 
— =p dx e in |F| = fp as. 
F 
Passando ambos os lados para a forma exponencial, chegamos ao fator integrante F(x) desejado, 
F(x) = eP *, 


Agora, multiplicamos ambos os lados de (1) por esse F. Então, pela regra do produto, 
ele di(y + py) = (el? y)! = elo diy, 
Integrando a segunda e a terceira dessas três expressões em relação a x, obtemos 
el? diy = fer dy dx + c. 


Dividindo essa equação por e/? * e representando o expoente fp dx por h, obtemos 


(4) y) = et (fe dx + c) ; h = ¡ES dx. 


(A constante de integração em h não tem relevância; veja o Problema 2.) A Fórmula (4) é a solução geral de (1) 
na forma de uma integral. Portanto, a resolução de (1) agora se reduz à avaliação de uma integral. Em casos em 
que isso não pode ser feito pelos métodos usuais de cálculo, pode ser possível empregar um método numérico 
para resolver a integral (Seção 19.5) ou a própria EDO (Seção 21.1). 

A estrutura de (4) é interessante. A única quantidade que depende de uma condição inicial dada é c. Dessa 
forma, se escrevemos (4) como uma soma de dois termos, 


(4%) y(x) = e fer dx + ce”, 


verificamos o seguinte: 


(5) Saída Total = Resposta à Entrada r + Resposta aos Dados Iniciais. 


EDO de Primeira Ordem, Solução Geral 
Resolva a EDO linear 


Solução. Neste caso, 
p= =], r= e”, h= [pdr = -=x 


e, de (4), obtemos a solução geral 


ya) = e” (fere dx + c) ete? + c) = ce? + e”. 


De (4%) e (5), vemos que a resposta à entrada é e”. 
Em casos mais simples, como o aqui apresentado, podemos não ter necessidade de usar a fórmula geral (4), preferindo, ao invés disso, 
resolver diretamente, multiplicando a equação dada por e” = e”. Isso nos dá 


, a 
ee = e, 


Y = ye = (e?) 
Integrando em ambos os lados, obtemos o mesmo resultado de antes: 


ye” =e” +c, daí y =e” + ce. E 
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EXEMPLO 2 


EXEMPLO-3 


EDO de Primeira Ordem, Problema de Valor Inicial 


Resolva o problema de valor inicial 


y” + y tan x = sen 2x, y(0) = 1. 


Solucáo. Neste caso, p = tan x, r = sen 2x = 2 sen x cos x, e 


fp ax = fian xax = In [sec x). 
Disso, vemos que, em (4) 


el = sec x, et = cos x, etr = (sec x)(2 sen x cos x) = 2 sen x, 


e a solução geral de nossa equação é 
y(x) = cos x (2 sen x as + e) =ccosx-— 2 cos? x. 


Disso e da condição inicial, vemos que 1 = c + 1-2 - 12; portanto, c = 3 e a solução de nosso problema de valor inicial é y = 3 cos x — 2 
cos? x. Nesse caso, 3 cos x é a resposta aos dados iniciais e -2 cos? x é a resposta à entrada sen 2x. a 


Nível Hormonal 


Considere que o nível de um certo hormônio no sangue de um paciente varie com o tempo. Suponha que a taxa temporal dessa variação seja 
a diferença entre uma entrada senoidal (com um período de 24 h) da glândula tireóide e uma taxa contínua de remoção, proporcional ao nível 
presente de hormônio. Elabore um modelo para o nível de hormônio no sangue e obtenha sua respectiva solução geral. Obtenha a solução 
particular que satisfaça a uma condição inicial adequada. 


Solução. Etapa 1. Elaboração de um modelo. Consideremos que y(t) seja o nível de hormônio num instante t. Dessa forma, a taxa de remoção 
é igual a Ky(t). Por sua vez, a taxa de entrada corresponde a A + B cos (2771/24), onde A é a taxa média de entrada, e A = B, para fazer com que 
a entrada seja não-negativa. (As constantes A, B e K podem ser determinadas através de medidas laboratoriais.) Dessa forma, o modelo é 


»'() = Entrada — Saída = A + B cos (Amt) — Ky(0) ou y +Ky=A+ B cos (rrt). 


A condição inicial para uma solução particular Ypar É Ypart(0) = Yo, com t = O escolhido adequadamente, como, por exemplo, 6 h da manhã. 


Etapa 2. Solução geral. Em (4), temos que p = K = const., h = Kt e r = A + B cos Gart). Dessa forma, (4) nos dá a solução geral 
y) = et oa + B cos T)ar + ceTKt 


A B 
= e Kt¿Kt E + — (144% cos ZÉ + 127 sen | + cet 
K IMR + q 12 12 


+ 
K 144K? + m2 


O último termo vai caindo para O à medida que t aumenta; na prática, isso acontece após um curto intervalo de tempo e não depende de c 
(ou seja, da condição inicial). A outra parte de y(t) é chamada de solução de regime estacionário, devido ao fato de que ela consiste de 
termos constantes e periódicos. A solucáo inteira é chamada de solucáo de regime transiente, porque ela modela a transigáo do repouso 
para o regime estacionário. Esses termos sáo utilizados de uma maneira bastante geral em sistemas físicos e de outra natureza, em que o 
comportamento é dependente do tempo. 


(144% cos Te + 127 sen E + cet, 
12 12 


Etapa 3. Solução particular. Fazendo t = O em y(t) e escolhendo y, = 0, obtemos 


A B A B 
y(0) = + -144K + c=0, portanto c a z ` 144K. 
K 14K +r? K IMR + 
Inserindo esse resultado em y(t), obtemos a solução particular 
A B ( art ia E 144KB 
f H 144K cos — + 127 sen — H eK 
Wn = k t TAR + E 12 12 K 1R + m2? 


com a parte relativa ao regime estacionário expressa como antes. Para representarmos graficamente yg, precisamos especificar os valores das 
constantes, ou seja, fazer A = B = 1 e K = 0,05. A Figura 17 mostra essa solução. Observe que o período de transição é relativamente curto (embora 
K seja pequeno) e a curva rapidamente assume uma aparência senoidal; esta é a resposta à entrada A + B cos (rrt) = 1 + cos (dam). a 


y 
25f 


Fig. 17. Solucáo particular 
o) 100 200 t do Exemplo 3 
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EXEMPLO-4 


Redução à Forma Linear. Equação de Bernoulli 


É possível modelar um grande número de aplicações passando EDOSs náo-lineares para a forma linear. Um desses 
tipos de equação, que é de grande utilidade, é a equação de Bernoulli? 


(6) y” + pl) = g(a)y* (a é um número real qualquer). 


Se a = 0 ou a = 1, a Equação (6) é linear. De outro modo, ela é não-linear. Dessa forma, escrevemos 
ux) = p. 
Diferenciando essa última expressão e substituindo y” a partir de (6), obtemos 
u' = (1 = ay Yo ==) Ay" = py). 
Simplificando, chegamos a 
u = (1 — ag — py™®), 
onde y!-“ = u no lado direito, o que nos faz chegar à EDO 


(7) u' + (1 — a)pu = (1 — ag. 


Para outras EDOs reduzíveis á forma linear, veja a clássica referéncia de Ince [A11] no Apéndice 1. Veja 
também o Projeto de Equipe 44 nos Problemas Propostos 1.5. 


Equacáo Logística 


Resolva a seguinte equação de Bernoulli, conhecida como equação logística (ou equação de Verhulst*): 
(8) = Agi = IE 


Solução. Escrevamos (8) na fórmula (6), ou seja, 
y — Ay = —By? 
para verificarmos que a = 2, de modo que y!-“ = y, Diferenciando esse u e substituindo y” a partir de (8), 


, 


u y? = —yHAy— By) = B = Ay TL. 


O último termo é —Ay = —Au. Daí, obtemos a EDO linear 
u' + Au =B. 
A solução geral é [por (4)] 
u = ce™®% + BIA. 


Uma vez que u = 1/y, isso nos dá a solução geral de (8), 


1 1 
(9) pa = (Fig. 18). 
Tu ce™^t + B/A > 
Diretamente de (8), vemos que y = O (y(t) = O para todo 1) é também uma solução. El 
Populacáo y 
6h 
A = | 
£=4 
2 Fig. 18. Modelo logístico da 
l | | L população. Curvas (9) do 
0 1 2 3 å Tempot Exemplo 4, com A/B = 4 


JAKOB BERNOULLI (1654-1705), matemático suíço, professor na Basiléia, também conhecido por seus trabalhos sobre a teoria da elas- 
ticidade e probabilidade matemática. O método de solução da equação de Bernoulli foi descoberto por Leibniz em 1696. Entre os alunos de 
Jakob Bernoulli, destacaram-se seu sobrinho NIKLAUS BERNOULLI (1687-1759), que prestou relevantes contribuições à teoria da proba- 
bilidade e à teoria das séries infinitas, e seu irmão mais novo, JOHANN BERNOULLI (1667-1748), que exerceu uma enorme influência no 
desenvolvimento do cálculo, sucedeu Jakob como professor na Basiléia, e teve entre seus alunos GABRIEL CRAMER (veja Seção 7.7) e 
LEONHARD EULER (veja Seção 2.5). O filho de Jakob, DANIEL BERNOULLI (1700-1782), é conhecido por seus trabalhos fundamentais 
sobre o escoamento de fluidos e a teoria cinética dos gases. 

SPIERRE-FRANÇOIS VERHULST, estatístico belga, que em 1838 propôs a Eq. (8) como um modelo para o crescimento populacional humano. 
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Dinámica Populacional 


A equação logística (8) desempenha um papel importante em dinâmica populacional, um campo responsável 
pela modelagem da evolução ao longo do tempo t de populações de plantas, animais e seres humanos. Se B = 0, 
então (8) assume a forma y'= dy/dt = Ay. Nesse caso, sua solução (9) é y = (1/c)e4' e corresponde ao crescimento 
exponencial, como o que se aplicava a uma pequena população num país extenso (como os EUA há muito tempo 
atrás!). Essa é a chamada lei de Malthus. (Veja também Exemplo 3 na Seção 1.1.) 

O termo —By? em (8) é um “termo de inibição”, que impede a população de crescer sem limite. Com efeito, 
se escrevemos y'= Ay[1 — (B/A)y], vemos que, se y < A/B, então y'> 0, de modo que uma população inicialmente 
pequena mantêm-se em crescimento enquanto y < A/B. Porém, quando y > A/B, então y'< 0 e a população decresce 
enquanto y > A/B. O limite é o mesmo em ambos os casos, a saber, A/B. Veja Fig. 18. 

Vemos que, na equação logística (8), a variável independente t não aparece explicitamente. Uma EDO y' = 
f(t, y) em que ft não ocorre explicitamente assume a forma 


(10) Dd) 


e é chamada de uma EDO autônoma. Portanto, a equação logística (8) é autónoma. 

A equação (10) possui soluções constantes, chamadas de soluções de equilíbrio, ou pontos de equilíbrio. 
Estes são determinados pelos zeros de f(y), devido ao fato de que f(y) = O resulta em y'= 0 por (10); daí, y = const. 
Esses zeros são conhecidos como pontos críticos de (10). Uma solução de equilíbrio é chamada de estável caso as 
soluções próximas a ela em algum valor de t mantenham-se em suas proximidades para todo t em sua vizinhança. 
E a solução de equilíbrio é chamada de instável caso as soluções inicialmente próximas a ela não permaneçam 
próximas à medida que t aumenta. Por exemplo, y = O na Fig. 18 é uma solução de equilíbrio instável, ao passo 
que y = 4 é uma solução de equilíbrio estável. 


EXEMPLO-5 Soluções de Equilíbrio Estável e Instável. “Gráfico de Linhas de Fase” 


A EDO y' = (y — DO — 2) possui a solução de equilíbrio estável y, = 1 e a solução de equilíbrio instável y, = 2, como sugere o campo 
direcional mostrado na Fig. 19. Os valores y, e yz são os zeros da parábola fy) = (y — DG — 2) na figura. Agora, uma vez que a EDO é 
autônoma, podemos “condensar” o campo direcional para um “gráfico de linhas de fase”, fornecendo y, e y», além da direção (para cima ou 
para baixo) das setas no campo, o que nos permite, portanto, informar sobre a estabilidade ou instabilidade das soluções de equilíbrio. EB 


Y 


2,0} 
À 
1,5} 
ey 
1,0} 
Y 
ey 
A 0,5} 
Ji Ya l 
0 518.1 20 25 30 X 
(A) (B) (C) 


Fig. 19. Exemplo 5. (A) Campo direcional. (B) “Linha de fase”. (C) Parábola f(y) 


Nos problemas propostos a seguir, discutiremos alguns outros modelos populacionais. Para maiores detalhes 
sobre dinâmica populacional, veja C. W. Clark, Mathematical Bioconomics, Nova York, Wiley, 1976. 
Outras importantes aplicações adicionais de EDOs serão apresentadas na próxima seção. 


PROBLEMAS-PROPOSTOS 1.5 


1. (CUIDADO?!) Mostre que em: = 1/x (e não —x) e que emee- 2. (Constante de integração) Dê uma razão pela qual, em (4), é 
cos x. possível escolher um valor nulo para a constante de integração em 


Jp dx. 
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17 SOLUÇÃO GERAL. PROBLEMAS DE VALOR INICIAL 


Encontre a solução geral das equações a seguir. Caso seja dada uma 
condição inicial, encontre também a solução particular correspondente 
e faça um gráfico ou esboço visual da mesma. (Mostre os detalhes 


de 


seu trabalho.) 

y’ + 3,5y = 2,8 

y =4y+x 

y” + 1,25y = 5, y(0) = 6,6 

xy” + 3xy = 1/x, y) = -1 

y' + ky = e2kx 

y’ + 2y = 4 cos 2x, yin) =2 

y’ = 6(y — 2,5) tanh 1,5x 

y! + 4x?y = (4x2 — x)je PR 

y’ + 2y sen 2x = 2e%% y0)=0 
y tanx=2y-8, ym) =0 

y’ + 4y cot 2x = 6 cos 2x, (im) = 2 
y’ + ytan x = e ecos x, y(0)=0 
y! + y/x2 = 2xe 1, y(1) = 13,86 

y’ cos? x + 3y=1, yr) =$ 


«xy! + 3x2y = 5 senh 10x 


EDOS NÃO-LINEARES 


Usando um dos métodos apresentados nesta seção ou fazendo a separa- 
ção de variáveis, obtenha a solução geral das equações que se seguem. 
Caso uma condição inicial tenha sido dada, encontre também a solução 
particular, fazendo um gráfico ou um esboço visual da mesma. 


18. 
19. 


20 


21. 
22. 


23 


24. 


1 


y +y=y y(0)= -1 
y! = 5,7y — 6,5y? 

. @? + 1)y' = tan y, y(0) = şr 
y + (+ Dy = ey, y(0) = 0,5 


, 


y sen 2y + x cos 2y = 2x 
+ 2yy' + y sen x = sen x, y(0) = V2 
y! + x2y = (e™™ senh x)/(3 y?) 
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APLICAÇÕES ADICIONAIS 


25. (Programas de investimento) Guilherme abre uma conta de pou- 


pança com um valor inicial yọ, onde passa a depositar a quantia 
$k no início de cada ano, até se aposentar com a idade de 65 
anos. Suponha que os juros desse investimento sejam compostos 
e contínuos e que correspondam a uma mesma taxa R ao longo de 
todos esses anos. Elabore um modelo para determinar a quantia 
existente nessa conta e encontre a solução geral, além da solução 
particular, fazendo com que t = O seja o instante em que a conta 
foi aberta. Quanto dinheiro Guilherme terá em sua conta aos 65 
anos se ele a abriu quando tinha 25 anos com um valor inicial de 
$1000, sendo também esse o valor que ele depositou anualmente 
e a taxa de juros foi de 6% ao ano? Quanto ele deveria investir, 
tanto no início quanto anualmente (quantias iguais) para obter o 
mesmo saldo de antes caso ele tivesse começado a poupança aos 
45 anos? Responda primeiro resolver por palpite. 


26. (Problema de mistura) Um tanque (como o mostrado na Fig. 9 na 


Seção 1.3) contém 1.000 galões de água, nos quais são dissolvidas 
200 libras de sal. Suponha também que, por minuto, sejam despeja- 
dos no tanque 50 galões de salmoura, com cada galão contendo (1 
+ cos £) libras de sal dissolvido. A mistura, que é constantemente 
revolvida de modo a mantê-la uniforme, vaza do tanque a essa 
mesma taxa. Encontre a quantidade de sal presente no tanque num 
instante t qualquer (Fig. 20). 


27. (Lago Erie) O Lago Erie possui um volume de água de cerca de 


450 km? e uma vazão (tanto de entrada quanto de saída de água) 
de cerca de 175 km? por ano. Se, num determinado instante, o 
lago tem uma concentração de poluentes p = 0,04%, quanto tem- 


y 
1000 f- m 
RES 
4] 
/ 
p 
500 - / 
200 Y 
l L 
0 50 100 t 


Fig. 20. Quantidade de sal y(t) presente no tanque no Problema 26 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


po aproximadamente levará para que essa concentração caia para 
p/2, supondo que o fluxo de entrada de água é muito mais limpo, 
tendo uma concentração de poluentes de, digamos, p/4, e a mistura 
é uniforme (uma suposição que apenas muito imperfeitamente se 
verifica)? Responda primeiro por palpite. 

(Aquecimento e resfriamento de um prédio) É possível usar 
uma EDO para modelar o aquecimento e o resfriamento de um 
prédio: 


T’ = k(T — T,) + k{T — T) +P, 


onde T = T(t) é a temperatura no prédio num instante £, T, é a tempe- 
ratura externa, T, é a temperatura desejada para o prédio, P é a taxa 
de aumento de T decorrente do funcionamento de máquinas e da 
presença de pessoas no prédio, e k, e k, são constantes (negativas). 
Resolva essa EDO, supondo que P = const., T „ = const. e T, varie 
senoidalmente ao longo de 24 h, digamos, T, = A — C cos(27/24)t. 
Discuta o efeito de cada termo da equação na solução. 


(Injeção de remédio) Encontre e resolva o modelo para a injeção 
de um remédio na corrente sangüínea se, começando em t = 0, uma 
quantidade A g/min constante é injetada e o remédio é simultanea- 
mente removido a uma taxa proporcional à quantidade em que ele 
se encontra presente no instante t. 

(Epidemia) É possível obter um modelo para a propagação de 
doenças contagiosas considerando-se que a taxa de propagação é 
proporcional ao número de contatos entre as pessoas infectadas 
e as não-infectadas, supondo-se também que as pessoas possam 
ter contato livremente entre si. Elabore esse modelo. Encontre as 
soluções de equilíbrio e indique suas respectivas estabilidades ou 
instabilidades. Resolva a EDO. Encontre o limite da proporção 
de pessoas infectadas à medida que t —> e explique o que isso 
significa. 

(Extinção em função do crescimento ilimitado) Como seria o 
modelo de uma população y(t) para a qual a taxa de mortalidade é 
proporcional à própria população e a taxa de natalidade é propor- 
cional aos encontros casuais de casais reprodutores? Sem resolvê- 
lo, diga o que aconteceria a uma pequena população inicial no 
futuro. O mesmo para uma grande população inicial. Então, resolva 
o modelo. 


(Colheita de recursos agrícolas renováveis. Pesca) Suponha que 
a população y(t) de uma certa espécie de peixes seja dada pela 
equação logística (8) e que os peixes sejam pescados a uma taxa Hy 
proporcional a y. Resolva essa equação, que é chamada de modelo 
de Schaefer. Obtenha as soluções de equilíbrio y, e ya (> 0) quando 
H < A. A expressão Y = Hy, é chamada de colheita de equilíbrio 
ou de produção sustentável correspondente a H. Por quê? 
(Colheita) No Problema 32, encontre e faça um gráfico da solução 
que satisfaça a y(0) = 2 quando (por simplicidade) A = B = 1 e 
H = 0,2. Qual é o limite? O que ele significa? O que aconteceria 
se não houvesse pesca? 
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34. 


35. 


(Colheita intermitente) No Problema 32, suponha que a pesca 
tenha sido praticada por três anos, após o que ela ficou proibida 
nos três anos seguintes. Entretanto, depois dessa interdição, ela 
recomeçou e o ciclo foi se repetindo. Isso é o que se chama de 
colheita intermitente. Descreva qualitativamente como a popula- 
ção se desenvolverá caso essa intermitência continue periodica- 
mente. Encontre e faça um gráfico da solução para os 9 primeiros 
anos, supondo que = B = 1, H = 0,2 e y(0) = 2. 


di 


Fig. 21. População de peixes no Problema 34 


(Colheita) Se uma população de camundongos (em múltiplos 
de 1000) obedece à lei logística com A = 1 e B = 0,25, e se há 
corujas que se alimentam desses camundongos segundo uma taxa 
correspondente a 10% da população atual das presas, qual é então 
o modelo da população de camundongos, a colheita de equilíbrio 
dessa predação e sua respectiva solução? 


36. (Colheita) No Problema 34, haveria economia de trabalho caso a 


EDO fosse primeiramente transformada numa EDO linear? Faça 
essa transformação. Resolva a EDO resultante. O y(t) resultante 
concorda com o obtido no Problema 34? 


37-40 


PROPRIEDADES GERAIS DAS EDOS LINEARES 


Essas propriedades são de importância tanto prática quanto teórica, 
pois nos permitem obter novas soluções a partir de soluções já encon- 
tradas. Portanto, em modelagem, sempre que possível, é preferível 
utilizar EDOs lineares no lugar de EDOs náo-lineares, visto que estas 
últimas náo apresentam propriedades similares. 


Mostre que as EDOs lineares não-nomogêneas (1) e as EDOs linea- 


res homogêneas (2) têm as seguintes propriedades. Exemplifique cada 
propriedade por meio de um cálculo para duas ou três equações que 
você escolher. Forneça provas. 


37. 


38. 


39. 


40. 


A soma y, + ya de duas soluções y, e y, da equação homogênea (2) 
é também uma solução de (2) e o mesmo ocorre com um múltiplo 
escalar ay,, onde a é uma constante qualquer. Entretanto, essas 
propriedades não se verificam para (1)! 

y =0 (ou seja, y(x) = O para qualquer x, o que também se escreve 
como y = 0) é uma solução de (2) [porém não de (1) se r(x) + 
0!], sendo chamada de solução trivial. 

A soma de uma solução de (1) e de uma solução de (2) é uma 
solução de (1). 


A diferença entre duas soluções de (1) é uma solução de (2). 


41. 
42. 


43. 


44. 


45. 


46. 


Se y, for uma solução de (1), o que se pode dizer de cy;? 

Se y, e yz forem soluções de yı’ + py, = F1 € Yo! + py, = Fa, res- 
pectivamente (com o mesmo valor de p!), o que se pode dizer da 
soma y, + ya? 

EXPERIMENTO COM ÁLGEBRA COMPUTACIONAL. (a) 
Resolva a EDO y’ — y/x = —x1 cos (1/x). Encontre uma condição 
inicial para a qual a constante arbitrária seja zero. Faça o gráfico 
da solução particular resultante, testando os resultados de modo a 
obter uma boa representação nas vizinhanças de x = 0. 

(b) Generalizando (a) a partir de n = 1 para um valor arbitrário de 
n, resolva a EDO y' — ny/x = -x"2 cos (1/x). Encontre uma condição 
inicial como em (a) e experimente os resultados num gráfico. 
PROJETO DE EQUIPE. Equação de Riccati, Equação de Clai- 
raut. Uma equação de Riccati é a que tem a forma 


(11) y” 4 h(x). 

Já uma equação de Clairaut é da forma 

(12) y = ay" + 80). 

(a) Aplique a transformação y = Y + 1/u à equação de Riccati (11), 
onde Y é uma solução de (11), e obtenha para u a EDO linear u' + 


(2Yg — p)u = —g. Explique o efeito da transformação, escrevendo-a 
como y = Y + v, v = 1/u. 


PO)y = 3o)y? + 


(b) Mostre que y = Y = x é uma solução de 
y'=- (2è + 1y = $ 
e resolva essa equação de Riccati, apresentando os detalhes. 


x2y2 x x+1l 

(c) Resolva y' + (3 — 2x2 sen x)y 

= —y? sen x + 2x + 3x? — x* sen x, usando o fato de (e verifi- 
cando) que y = x? é uma solução. 


(d) Trabalhando “de trás para frente” a partir da equação em u, 
encontre outras equações de Riccati que possuam soluções relati- 
vamente simples. 

(e) Resolva a equação de Clairaut y = xy' + 1/y”. Sugestão. Derive 
essa EDO em relação a x. 

(£) Resolva a equação de Clairaut y'? — xy” + y = O no Problema 
16 dos Problemas Propostos 1.1. 


(g) Mostre que a equação de Clairaut (12) possui como soluções 
uma família de retas y = cx + g(c) e uma solução singular deter- 
minada por g'(s) = —x, onde s = y”, que forma o contorno dessa 
família. 


(Variação de parâmetros) Um outro método de obter (4) resulta 
da seguinte idéia. Escreva (3) como cy*, onde y* é a função expo- 
nencial, que é uma solução da EDO linear homogénea y*' + py* 
= 0. Substitua a constante arbitrária c em (3) por uma função u a 
ser determinada de tal modo que a função resultante y = uy* seja 
uma solução da EDO linear náo-homogénea y” + py = r. 


PROJETO DE EQUIPE. Transformações de EDOSs. Já transfor- 
mamos EDOs para a forma separável, para a forma exata e para a 
forma linear. O propósito dessas transformações é estendermos os 
métodos de solução para classes mais elevadas de EDOs. Descreva 
a idéia-chave de cada uma dessas transformações, escolhendo para 
cada uma delas três exemplos típicos; mostre também cada etapa 
do processo (e não apenas a EDO já transformada). 
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1.6 Trajetórias Ortogonais. Opcional 


Em física ou em geometria, uma classe importante de problemas é encontrar uma família de curvas que interceptam 
em ângulos retos uma outra família dada de curvas. As primeiras curvas são chamadas de trajetórias ortogonais 
das curvas dadas (e vice-versa). Exemplos disso são as curvas de temperaturas iguais (isotermas) e as curvas de 
fluxo de calor, as curvas de nível ou de altitudes iguais (linhas de contorno) e as curvas de desníveis máximos nos 
mapas, as curvas de potenciais iguais (curvas egiiipotenciais, ou curvas de voltagem iguais — correspondentes 
aos círculos concêntricos na Fig. 22), e as curvas da força elétrica (os segmentos radiais retilíneos na Fig. 22). 


Fig. 22. Linhas e curvas equipotenciais da força elétrica (tracejadas) entre 
dois círculos concêntricos (contínuos) em cilindros no espaço 


Aqui, o ângulo da interseção entre duas curvas é definido como o ângulo entre as tangentes das curvas no 
ponto de interseção. Ortogonal é uma palavra que quer dizer o mesmo que perpendicular. 

Em muitos casos, é possível encontrar as trajetórias ortogonais utilizando-se EDOs, como veremos a seguir. 
Façamos com que 


(1) G(x,y,c) = 0 


seja uma determinada família de curvas no plano xy, onde cada curva é especificada por algum valor de c. Isso é 
o que se chama de família de curvas de um parâmetro e c é chamado de parâmetro da família. Por exemplo, 
uma família de parábolas quadráticas de um parâmetro é dada por (Fig. 23) 


y = cx? ou, escrevendo como em (1), G(x, y, 0) = y — cx? = 0. 


Etapa 1. Encontre uma EDO para a qual a família dada é uma solução geral. Naturalmente, essa EDO não pode 
mais conter o parâmetro c. Em nosso exemplo, calculamos algebricamente o valor de c, para então derivarmos e 
simplificarmos a expressão; portanto, 


a 
Z =e, PAA EAR 
X x4 
daí 
a 
YAA 
x 


A última dessas equações é a EDO da família dada de curvas. Ela é da forma: 


(2) y” = f(x, y). 


Etapa 2. Escrever a EDO das trajetórias ortogonais, ou seja, a EDO cuja solugáo geral fornece as trajetórias 
ortogonais das curvas dadas. Essa EDO é 


1 
m E 
com a mesma f de (2). Por quê? Bem, segundo (2), uma determinada curva que passa por um ponto (Xp, Yo) pos- 
sui uma inclinação igual a f(xo, Yo) nesse ponto. E, segundo (3), a trajetória que passa pelo ponto (xo, Yo) possui 
uma inclinação igual a —1/f(xo, Yo). Como se pode ver, o produto dessas inclinações é —1. Sabe-se do cálculo que 
essa é a condição para a ortogonalidade (perpendicularidade) para duas linhas retas (as tangentes em (xo, Yo)) €, 
conseqiientemente, também para as tangentes da curva e de sua respectiva trajetória ortogonal em (xo, Yo). 
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Etapa 3. Resolver (3) 


Para nossas parábolas y = cx2, temos y” = 2y/x. Daí, as trajetórias ortogonais para essas parábolas são obtidas 
de Y” = —x/25 or 295" + x = 0. Por integração, 2 + Lx? = c*, Essas são as elipses da Fig. 23, cujo semi-eixos 
são iguais a V2c* e Vc%*. Aqui, c* > O porque c* = O corresponde justamente à origem e c* < O não resulta em 


nenhuma solução real. 


Fig. 23. Parábolas e trajetórias ortogonais (elipses) mencionadas no texto 


PROBLEMAS -PROPOSTOS 1.6 


1-12 TRAJETÓRIAS ORTOGONAIS 

Faça um esboço ou um gráfico das curvas dadas. Tente imaginar como 
suas trajetórias ortogonais devem parecer. Encontre essas trajetórias. 
(Mostre os detalhes de seu trabalho.) 


1.y=4x+c 2. y = clx 

3. y= cx 4. y? = 2x2 +c 

5. xy = c 6. y = cer? 

7. y= ce”! K a e =c 

9. 42 +y =c 10. x = cVy 

1. x = ce! 12. x2? + (y — c) = c? 
13-15 | OUTRAS FORMAS DE ODE (2) E (3) 


13. (y como uma variável independente) Mostre que (3) pode ser 
escrita como dx/dy = —f(x, Y). Use essa forma para obter as 
trajetórias ortogonais de y = 2x + ce”. 

14. (Família g(x, y) = c) Mostre que, se uma família de curvas é dada 
como g(x, y) = c, então as trajetórias ortogonais podem ser obtidas 
a partir da seguinte EDO, e utilize esta última para resolver o 
Problema 6 escrito na forma g(x, y) = c. 

dy dgloy 
dx ðglðx 

15. (Equações de Cauchy-Riemann) Mostre que, para uma família 
u(x, y) = c = const., as trajetórias ortogonais v(x, y) = c* = const. 
podem ser obtidas a partir das seguintes equações de Cauchy-Rie- 
mann (que são básicas na análise complexa apresentada no Cap. 13) 
e utilize-as para obter as trajetórias ortogonais de e” sen y = const. 
(Aqui, as letras subscritas representam as derivadas parciais.) 


ú, = Uy Uy = —U% 


16-20 


APLICAÇÕES 


16. (Escoamento de um fluido) Suponha que as linhas de corrente 
(caminhos das partículas do fluido) na Fig. 24 correspondam à 
equação P(x, y) = xy = const. Encontre suas trajetórias ortogonais 
(chamadas de linhas eqiiipotenciais, por motivos apresentados na 
Seção 18.4). 

17. (Campo elétrico) Suponha que as linhas eqiiipotenciais elétricas 
(curvas de potencial constante) entre dois cilindros concêntricos 


X 


Fig. 24. Escoamento através de canal no Problema 16 


(Fig. 22) sejam dadas por u(x, y) = x? + y? = c. Utilize o método 
apresentado no texto para encontrar suas trajetórias ortogonais (ou 
seja, as curvas correspondentes à força elétrica). 


18. (Campo elétrico) As linhas da força elétrica de duas cargas opostas 
de mesmo módulo e situadas nos pontos de coordenadas (-1,0) e 
(1,0) são os círculos que passam pelos pontos (-1,0) e (1,0). Mostre 
que esses círculos são dados por 1? + (y — c)? = 1 + œ. Mostre que 
as linhas eqiiipotenciais (ou seja, as trajetórias ortogonais desses 
círculos) correspondem aos círculos dados por (x + c+)? + 5? = 
c*2 — 1 (linhas pontilhadas na Fig. 25). 


Fig. 25. Campo elétrico no Problema 18 


19. (Campo de temperatura) Considere que as isotermas (curvas de 
temperatura constante) num corpo situado no semiplano superior y 
> 0 sejam dadas por 4x2 + 9y? = c. Encontre as trajetórias ortogonais 
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20. 


(ou seja, as curvas ao longo das quais o calor escoará por regiões 
constituídas de material condutor térmico e livres de fontes ou de 
corpos absorvedores de calor). 

PROJETO DE EQUIPE. Seções Cônicas. (A) Enuncie as prin- 
cipais etapas do método de obtenção de trajetórias ortogonais que 
estamos vendo atualmente. 


(B) Encontre as condições sob as quais as trajetórias ortogonais 
das famílias de elipses x?/a? + y?/b? = c também sejam seções 


cônicas. Ilustre seu resultado graficamente por meio de esboços 
ou usando um programa de computador. O que acontece se a — 
0? E se b = 0? 

(C) Investigue de modo similar as famílias de hipérboles 

xa? — yb? = c. 

(D) Você poderia encontrar curvas mais complicadas para as quais 
obteria EDOs possíveis de serem resolvidas? Faça uma tentativa. 


1.7 Existência e Unicidade das Soluções 


TEOREMA 


O problema de valor inicial 


ly] + bl = 0, 


x0) =1 


não tem solução, pois y = O (ou seja, y(x) = O para todo x) é a única solução da EDO. Por sua vez, o problema 


de valor inicial 


y' = 2x, 


y0) = 1 


tem precisamente uma solução, a saber, y = x? + 1. E o problema de valor inicial 


ee 


y(0)=1 


apresenta inúmeras soluções, a saber, y = 1 + cx, onde c é uma constante arbitrária, devido ao fato de que y(0) 


= 1 para todo c. 


Esses exemplos permitem-nos ver que um problema de valor de inicial 


(1) y = f(x, y), 


Yo) = Yo 


pode não ter solução, pode ter precisamente uma solução ou pode ter mais de uma solução. Tal fato leva a duas 


questões fundamentais, que são as seguintes: 


Problema da Existência 


daí, uma ou várias soluções)? 


Problema da Unicidade 


ele tem mais de uma solução)? 


Sob quais condições um problema de valor inicial na forma (1) tem pelo menos uma solução (e, a partir 


Sob quais condições esse problema tem, no máximo, uma solução (excluindo-se desse modo o caso em que 


Os teoremas que estabelecem essas condições são chamados de teoremas de existência e teoremas de unicidade, 


respectivamente. 


Naturalmente, os exemplos simples que apresentamos não precisam de teoremas, porque podemos resolvê-los 
por inspeção; entretanto, para EDOs complicadas, esses teoremas podem ser de importância prática considerável. 
Mesmo quando você tem certeza de que seu sistema físico ou de outra natureza se comporta de maneira única, 
ocasionalmente seu modelo pode se ressentir de um excesso de simplificação, fazendo com que ele não seja capaz 


de retratar fielmente a realidade. 


Teorema da Existência 


(2) 


R: lx =x] < a, 


Consideremos que o lado direito fíx, y) da EDO no problema de valor inicial 


(1) y" = fx, y), 


seja contínuo em todos pontos (x, y) em algum retângulo 


Yo) = Yo 


ly = y| <b (Fig. 26) 


e LIMITADO em R; ou seja, existe um número K tal que 
f(x, y| = K 


para todo (x, y) em R. 
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FEOREMA-2 


Então, o problema de valor inicial (1) possui pelo menos uma solução y(x). Essa solução existe pelo menos 
para todos os valores de x no subintervalo |x — x| < a do intervalo |x — x,| < a; aqui, a é o menor dos 
dois números a e b/K. 


Ya +bh—-—-——— 
qem - 
| 
| 
== a Í 
Y7 b L | | | 
| | | 
| | | | 
y == AE qa 
X 


Xy a x x. ta 


Fig. 26. Retângulo R nos teoremas da existência e da unicidade 


(Exemplo de Limitação. A função Ax, y) = x? + y? é limitada (com K = 2) no quadrado |x| < 1, |y| < 1. A função 


KA, y) = tan (x + y) não é limitada para |x + y| < 7/2. Explique!) 


Teorema da Unicidade 


Consideremos que f e sua derivada parcial f, = 0f/0y sejam contínuas para todos (x, y) no retângulo R 
(Fig. 26) e limitadas, ou seja, 


(3) (a) If, y)| S K, (b) fx, y| 5SM para todo (x, y) em R. 


Então, o problema de valor inicial (1) possui no máximo uma solução y(x). Portanto, pelo Teorema 1, 
conclui-se que o problema tem precisamente uma solução. Essa solução existe ao menos para todo x do 
subintervalo |x — xo| < a. 


Compreendendo Esses Teoremas 


Esses dois teoremas dizem respeito a quase todos os casos práticos. O Teorema 1 afirma que, se f(x, y) for con- 
tínua em alguma região do plano xy e contiver o ponto (Xp, Yo), então o problema de valor inicial (1) possui pelo 
menos uma solução. 

O Teorema 2 afirma que se, além disso, a derivada parcial ðf/ðy de f em relação a y existir e for contínua 
nessa região, então a equação (1) pode ter no máximo uma solução; disso, e levando-se em conta o Teorema 1, 
conclui-se que a equação possui precisamente uma solução. 

Leia de novo o que acabamos de observar — são idéias inteiramente novas em nossa discussão. 

As provas desses teoremas estão além do nível deste livro (veja Ref. [A11] no Apêndice 1); entretanto, as 
seguintes observações e exemplos podem ajudá-lo a ter uma boa compreensão desses teoremas. 

Uma vez que y'= f(x, y), a condição (2) implica que |y'| = K; ou seja, a inclinação de uma curva de solução 
y(x) qualquer em R é no mínimo igual a -K e no máximo igual a K. Daí, uma curva de solução que passa pelo 
ponto (Xp, Yo) tem que estar situada na região cinza da Fig. 27 mostrada a seguir, sendo limitada pelas linhas [, e 
l,, cujas inclinações são —K e K, respectivamente. Dependendo da forma de R, podem surgir dois casos diferentes. 
No primeiro caso, mostrado na Fig. 27a, temos b/K = a e, portanto, œ = a no teorema da existência, o que nos 
assegura que a solução existe para todo x situado entre xọ— a e xy + a. No segundo caso, mostrado na Fig. 27b, 
temos b/K < a. Portanto, a = b/K < a, e tudo o que podemos concluir a partir dos teoremas é que a solução existe 
para todo x situado entre xy — b/K e xy + b/K. Para valores maiores ou menores de x, a curva de solução pode ficar 
fora do retângulo R e, uma vez que nada se pode supor sobre f nas regiões externas a R, nada tampouco se pode 
concluir sobre a solução para esses valores maiores ou menores de x; ou seja, para tais valores de x, a solução 
pode ou não existir — não temos como saber. 

Ilustremos nossa discussão com um exemplo simples. Veremos que nossa escolha de um retângulo R com uma 
base larga (um longo intervalo x) levará ao caso representado na Fig. 27b. 
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EXEMPLO 


EXEMPLO-2 


Yo 


Y 


(a) (b) 
Fig. 27. A condição (2) do teorema da existência. (a) Primeiro caso. (b) Segundo caso 


Escolha de um Retángulo 


Considere o problema de valor inicial 


y =1+y, y(0) = 0 


e suponha o retângulo R; |x| < 5, |y| < 3. Então, a = 5, b = 3 e 


fe y| = |1 + y? < K= 10, 


a = 2| 5M = 6, 
b 

a=—=03<a 
K 


Com efeito, a solução do problema é y = tan x (veja Seção 1.3, Exemplo 1). Essa solução é descontínua em +77/2 e não existe uma solução 
contínua válida para todo o intervalo |x| < 5 que nos serviu de ponto de partida. a 


As condições nos dois teoremas não são apenas necessárias, mas também suficientes e podem ser abrandadas. 
Em particular, segundo o teorema do valor médio no cálculo diferencial, temos 


af 
F, yo) — TO, y) = O2 — Y) dy | 
y=y 


onde se supõe que (x, yı) e (x, y,) estejam em R, e Y é um valor qualquer adequado e situado entre y, e yọ. Disso 
e de (3b), segue-se que 


(4) [FG ya) — fes yy] S Mly = yl. 


É possível mostrar que (3b) pode ser substituída pela condição (4), mais fraca, que é conhecida como condição 
de Lipschitz”. Entretanto, a continuidade de f(x, y) não é suficiente para garantir a unicidade da solução. Isso 
pode ser ilustrado através do seguinte exemplo. 


Não-unicidade 


O problema de valor inicial 


y = Vbl, y0) = 0 


possui as duas soluções seguintes: 


x244 sexz0 


= x — 
y 0 = y —=x?/4 sex<0 


embora f(x, y) = V |y|, seja contínua para todo y. A condição de Lipschitz (4) é violada em qualquer região que inclua a reta y = 0, pois, para 
yı = 0 e y, positivo, temos 


ya — y] Ya Vyo i 


um número que pode ser feito tão grande quanto desejarmos, desde que escolhamos para yz um valor suficientemente pequeno, ao passo que 
(4) requer que o quociente no lado esquerdo de (5) náo deva exceder uma constante M fixa. 


O V» a 
= [fæ 32) — fæ dl Voo (V y, > 0) 


“RUDOLF LIPSCHITZ (1832-1903), matemático alemão. A condição de Lipschitz e outras similares são importantes em teorias modernas 
como, por exemplo, nas equações diferenciais parciais. 
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PROBLEMAS PROPOSTOS 1.7 


1. 


(Faixa vertical) Se as suposições dos Teoremas 1 e 2 são satisfeitas 
não simplesmente num retângulo, mas também numa faixa vertical 
infinita |x — xo| < a, em qual intervalo a solução de (1) existirá? 
(Existência?) O problema de valor inicial (x — 1)y' = 2y, (1) = 
1 tem alguma solução? O resultado que você obtiver contradiz os 
teoremas aqui apresentados? 


(Pontos comuns) É possível que duas curvas de solução de uma 
mesma EDO tenham um ponto em comum num retângulo em que 
as suposições dos teoremas aqui apresentados são satisfeitas? 


(Alteração da condição inicial) O que aconteceria no Problema 
2 se substituíssemos y(1) = 1 por y(1) = k? 

(EDO linear) Se p e r em y'+ p(x)y = r(x) são contínuas para 
todo x no intervalo |x — xo| = a, mostre que f(x, y) nessa EDO 
satisfaz as condições dos teoremas aqui apresentados, de modo que 
um problema de valor inicial correspondente possui uma solução 
única. Esses teoremas são de fato necessários para essa EDO? 


(Três casos possíveis) Encontre todas as condições iniciais tais 
que (x? — 4x)y' = (2x — 4)y não possui solução, precisamente uma 
solução ou mais de uma solução. 

(Comprimento do intervalo x) Na maioria dos casos, a solução 
de um problema de valor inicial (1) existe num intervalo x maior 
do que o garantido pelos teoremas aqui apresentados. Mostre esse 
fato para y' = 2y?, y(1) = 1, encontrando o melhor a possível 
(escolhendo b otimamente) e comparando o resultado com o pro- 
blema real. 


PROJETO. Condição de Lipschitz. (A) Defina o que é uma 
condição de Lipschitz. Explique a relação dessa definição com a 
existência de uma derivada parcial. Explique sua significância em 
nosso contexto atual. Ilustre suas declarações com exemplos de 
sua própria escolha. 

(B) Mostre que, para uma EDO linear y' + p(x)y = r(x) com p e r 
contínuas em |x — xọ| = a, uma condição de Lipschitz é satisfeita. Isso 
é notável, porque significa que, para uma EDO linear, a continuidade 
de fix, y) garante não somente a existência, mas também a unicidade 
da solução do problema de valor inicial. (Naturalmente, isso também 
surge como uma consegiiência direta de (4) na Seção 1.5.) 


10. 


(C) Discuta a unicidade da solução de algumas EDOs que você 
pode resolver por um dos métodos considerados e verifique se a 
condição de Lipschitz é nelas satisfeita. 


(a máximo) Qual é o maior valor possível para a no Exemplo 1 
do texto? 


PROJETO DE ÁLGEBRA COMPUTACIONAL. Iteração de 
Picard. (A) Mostre que, se integrarmos a EDO em (1) e obser- 
varmos a condição inicial, obtemos 


© 10 = w+ | ft, vo) de 


Essa forma (6) de (1) sugere o método de iteração de Picard’, 
que é definido por 


D = w+ | eade n= 1,20 


Esse método fornece aproximações yı, Ya, Yz, --. da solução desco- 
nhecida y de (1). De fato, obtemos y, substituindo em y = y, no 
lado direito e integrando — o que corresponde ao primeiro passo 
—, e assim sucessivamente. Escreva um programa da iteragáo que 
forneça um resultado impresso das primeiras aproximações yo, Yı, 
...» Yy, bem como seus gráficos nos eixos comuns. Teste seu pro- 
grama com dois problemas de valor inicial de sua escolha. 

(B) Aplique a iteração à equação y' = x + y, y(0) = 0. Obtenha 
também a solução exata deste problema. 

(C) Aplique a iteração a y” = 2y?, y(0) = 1. Obtenha também a 
solução exata deste problema. 

(D) Encontre todas as soluções de y = 2Vy, y(1) = 0. Quais 
delas têm soluções que podem ser aproximadas pela iteração de 
Picard? 

(E) Faça experimentos com a conjetura de que a iteração de Picard 
converge para a solução do problema, qualquer que seja a escolha 
inicial de y no integrando de (7) (deixando y, fora da integral, 
como foi apresentado). Comece com uma EDO simples e veja o 
que acontece. Quando você tiver ganhado uma confiança razoável 
sobre isso, considere uma EDO um pouco mais complicada e tente 
o mesmo com ela. 


QUESTÕES EF- PROBEEMAS- DE REVISÃO DO CAPÍTULO 1 


Explique os termos equação diferencial ordinária (EDO), equação 
diferencial parcial (EDP), ordem, solução geral e solução particu- 
lar. Forneça exemplos. Por que esses conceitos são importantes? 
O que é uma condição inicial? Como essa condição é utilizada 
num problema de valor inicial? 

O que é uma EDO linear homogênea? E uma EDO linear não- 
homogênea? Porque essas equações são mais simples que as EDOs 
não-lineares? 

O que você sabe sobre os campos direcionais e sua importância 
prática? 

Dê exemplos de problemas mecânicos que levam às EDOs. 


Por que os circuitos elétricos resultam em EDOs? 


7. Faça uma lista dos métodos de solução considerados neste capítu- 
lo. Explique cada método por meio de algumas poucas sentenças 
curtas e ilustre-os através de um exemplo típico. 

8. É possível resolver algumas EDOs por mais de um método? For- 
neça três exemplos. 

9. O que são fatores integrantes? Explique a idéia por trás deles. 
Forneça exemplos. 

10. Toda EDO de primeira ordem possui uma solução? E uma solução 
geral? O que se pode saber sobre a unicidade das soluções? 

11-14| CAMPOS DIRECIONAIS 


Faça um gráfico de um campo direcional (à mão ou usando um com- 
putador) e esboce algumas das curvas-solução. Resolva a EDO exa- 
tamente e compare esses dois modos de resolução. 


SEMILE PICARD (1856-1941), matemático francés, também conhecido por suas importantes contribuições à análise complexa (veja seu 
famoso teorema na Seção 16.2). Picard utilizou seu método para provar os Teoremas 1 e 2, bem como a convergência da seqüência (7) para 
a solução de (1). Antes da era digital, as iterações eram de pouco valor prático por causa das integrações. 
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My =1 + 4y2 12. y! = 3y — 2x termômetro está indicando 20ºC. Quando ele praticamente atingirá 
13. y' = 4y — y 14. y' = 16x/y a temperatura da sala, digamos, 24,9ºC? 

e 35. (Meia-vida) Se 10% de uma substáncia radiativa se desintegra em 
15-26 | SOLUÇÃO GERAL 4 dias, qual é a sua meia-vida? 


Obtenha a solução geral das equações seguintes. Indique qual método 
deste capítulo você usou para resolvê-las. Apresente os detalhes de 
seu trabalho. 


36. 


(Meia-vida) Qual é a meia-vida de uma substância que, após 5 
dias, 0,020 g ainda se encontra presente e, após 10 dias, 0,015 g 
permanece presente? 


ta 2 
15. y ; Sa 37. (Meia-vida) Em relação à substância do Problema 35, quando 99% 
16. y = x(y =x? + 1) dela terá se desintegrado? 
17. yy" +xy=x 38. (Circulacáo de ar) Numa sala que contém 20.000 ft? (pés cúbicos) 


18. —7 sen mx cosh 3y dx + 3 cos mx senh 3y dy = O 
19. y' + y sen x = sen x 20. y' — y =1/y 

21. 3 sen 2y dx + 2x cos 2y dy = 0 

22. xy" = x tan (y/x) + y 

23. (y cos xy — 2x) dx + (x cos xy + 2y) dy = 0 

24. xy" = (y — 2x)? + y (Defina y — 2x = z.) 

25. sen (y — x) dx + [cos (y — x) x)]dy = 0 
26. xy” = (lx) + y 


27-32 | PROBLEMAS DE VALOR INICIAL 


Resolva os problemas de valor inicial apresentados a seguir. Indique 
o método utilizado. Apresente os detalhes de seu trabalho. 


sen (y 


39. 


40. 


de ar, 600 ftê de ar fresco entram por minuto, e a mistura (deixada 
praticamente uniforme por circuladores de ar) sai por um exaus- 
tador com uma vazão de 600 ft? por minuto). Qual é a quantidade 
de ar fresco y(f) num instante qualquer, se y(0) = 0? Decorrido 
quanto tempo haverá na sala 90% de ar fresco? 

(Campo elétrico) Se, numa região do plano xy, as linhas eqúipo- 
tenciais são dadas pela equação 4x2 + y? = c, quais são as curvas da 
força elétrica? Faça um esboço de ambas as famílias de curvas. 


(Química) Numa reação bimolecular A + B —> M, combinam-se 

a moles por litro de uma substância A com b moles por litro de 

uma substância B. Sob temperatura constante, a taxa de reação é 
1 

y = ka- yb — y) 

ou seja, y' é proporcional ao produto das concentrações das subs- 


(Lei da ação da massa); 


, 
RI 7 ao MUA táncias que estão reagindo, onde y(t) é o número de moles por litro 
28. y — 3y = -12y%, y(0) =2 que já reagiram após o instante f. Resolva essa EDO, supondo que 
29. y =1+y ym) =0 ab. 
30. y' + my=2bcos mx, y(0)=0 41. (População) Encontre a população y(t) se sua taxa de natalidade 


31. (2xy? — sen x) dx + (2 + 2x?y) dy = 0, y(0) = 1 


é proporcional a y(t) e se sua taxa de mortalidade é proporcional 


32. [2y + yx + el + 1/0] dx + (x + 2y) dy = 0, ao quadrado de y(1). 
yd) =1 42. (Curvas) Obtenha todas as curvas do primeiro quadrante do plano 
P xy de tal modo que, para toda tangente a essas curvas, o segmento 
33-43 | APLICAÇÕES, MODELAGEM entre os eixos coordenados é bissectado pelo ponto de tangência. 


33. (Fluxo de calor) Se, numa certa região, as isotermas são dadas 
pela equação 1? — y? = c, quais são as curvas do fluxo de calor 
(assumindo a ortogonalidade)? 

34. (Lei do resfriamento) Um termômetro marcando 10ºC é levado 
a uma sala onde a temperatura é de 25ºC. Após cinco minutos, o 


RESUMO DO CAPÍTULO Í 


EDOs de Primeira Ordem 


43. 


(Faça um esboço.) 


(Ótica) A lei de Lambert da absorção’ estabelece que a absorção 
da luz numa fina camada transparente é proporcional à espessura 
da camada e à quantidade de luz incidente sobre ela. Formule essa 
lei na forma de uma EDO e resolva a equação. 


Este capítulo trata das equações diferenciais ordinárias (EDOs) de primeira ordem e suas aplicações. Essas equações 
têm a forma 


(1) F( y, y)=0 


que envolve a derivada y'= dy/dx de uma função desconhecida y, funções dadas de x e, em alguns casos, do próprio y. 
Se a variável independente x for o tempo, ela é representada por t. 

Na Seção 1.1, explicamos os conceitos básicos e o processo de modelagem, ou seja, o processo pelo qual expressamos 
matematicamente um problema físico ou de outra natureza e o resolvemos. Discutimos entáo o método dos campos 
direcionais (Seção 1.2), os métodos e os modelos de solução (Seções 1.3-1.6) e, finalmente, idéias sobre a existência 
e a unicidade das soluções (Seção 1.7). 

Uma EDO de primeira ordem usualmente possui uma solução geral, ou seja, uma solução envolvendo uma constante 
arbitrária, que representamos por c. Nas aplicações, usualmente temos que encontrar uma solução única, determinando 
um valor de c a partir de uma condição inicial y(x) = yo. Juntamente com a EDO, isso é chamado de problema de 
valor inicial 


ou, na forma explícita, y = f(x, y) 


*JOHANN HEINRICH LAMBERT (1728-1777), físico e matemático alemão. 
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(2) » = fx, y), yo) = Yo (o, Yo São números dados) 


e sua respectiva solução é uma solução particular da EDO. Geometricamente, uma solução geral representa uma família 
de curvas, que podem ser representadas graficamente por meio de campos direcionais (Seção 1.2). E cada solução 
particular corresponde a uma dessas curvas. 

Uma EDO separável é aquela que pode ser escrita na forma 


(3) 80) dy = f(x) dx (Seção 1.3) 


por meio de manipulações algébricas (possivelmente combinadas com transformações, como y/x = u) e resolvidas por 
integração em ambos os lados. 
Uma EDO exata tem a forma 


(4) M(x, y) dx + N(x, y) dy = 0 (Segáo 1.4) 
onde M dx + N dy é a diferencial 
du = u, dx + u, dy 


de uma função u(x, y), de modo que, a partir de du = 0, imediatamente obtemos a solução geral implícita u(x, y) = c. 
Esse método também se estende para as EDOs náo-exatas, que podem ser transformadas em exatas multiplicando-as 
por alguma função F(x, y), chamada de fator integrante (Seção 1.4). 

As EDOs lineares 


(5) y + po) = rx) 


são muito importantes. Suas soluções são dadas pela fórmula integral (4) da Seção 1.5. Certas EDOs não-lineares podem 
ser passadas para uma forma linear em termos de novas variáveis. Isso é válido para a equação de Bernoulli 


y” + pY = gay" (Seção 1.5). 


As aplicações e a modelagem são temas discutidos ao longo de todo este capítulo, em particular nas Seções 1.1, 
1.3, 1.5 (dinâmica populacional etc.) e 1.6 (trajetórias). 

Os teoremas da existência e unicidade são explicados na Seção 1.7 (e a iteração de Picard nos Problemas Propostos 
1.7). 

Métodos numéricos para as EDOs de primeira ordem podem ser estudados nas Seções 21.1 e 21.2, imediatamente 
após este capítulo, conforme indicamos em sua introdução. 


N 


æ CAPÍTULO 2 
> 


F mmm EDOS Lineares de Segunda Ordem 


As equações diferenciais ordinárias podem ser divididas em duas grandes classes, as EDOs lineares e as não- 
lineares. Enquanto as EDOs náo-lineares de segunda ordem (e de ordem superior) são geralmente difíceis 
de resolver, as EDOs lineares são muito mais simples, porque várias propriedades de suas soluções podem 
ser caracterizadas de uma maneira geral, e existem métodos padronizados de resolver essas equações. 

As EDOs lineares de segunda ordem são as mais importantes, por causa de suas aplicações à engenharia 
mecánica e elétrica (Seções 2.4, 2.8, 2.9). Sua teoria é típica daquela de todas as EDOs lineares, embora 
suas fórmulas sejam mais simples que no caso das equações de ordem superior. Também a transição para 
as equações de ordem superior (que faremos no Capítulo 3) se dará de modo quase que imediato. 

Este capítulo inclui a obtenção de soluções gerais e particulares, estas últimas estando em conexão com 
os problemas de valor inicial. 

(Os problemas sobre condições de contorno serão apresentados no Capítulo 5, que também contém 
métodos de solução para as equações de Legendre, de Bessel e a hipergeométrica.) 


COMENTÁRIO. É possível estudar os métodos numéricos para as EDOs de segunda ordem imediata- 
mente após a leitura deste capítulo. Veja a Seção 21.3, que é independente das demais seções dos Capítulos 
19-21. 


Pré-requisito: Capítulo 1, particularmente a Seção 1.5. 
Seções que podem ser omitidas num curso mais curto: 2.3, 2.9 e 2.10. 
Referências e Respostas dos Problemas: Apêndice 1 da Parte A e Apêndice 2. 


2.1 EDOs Lineares Homogêneas de Segunda Ordem 


Já consideramos as EDOs lineares de primeira ordem (Seção 1.5) e agora definiremos e discutiremos as EDOs 
lineares de segunda ordem. Essas equações têm importantes aplicações em engenharia, especialmente em conexão 
com as vibrações mecânicas e elétricas (Seções 2.4, 2.8 e 2.9), bem como no movimento ondulatório, na condução 
do calor e em outras partes da física, que veremos no Capítulo 12. 

Uma EDO de segunda ordem é chamada de linear quando ela pode ser escrita na forma 


(1) y” + py + qoy = rx) 


e é não-linear caso não possa ser escrita dessa forma. 

A característica distintiva dessa equação é que ela é linear em y e em suas derivadas, enquanto as funções p, 
q e r à direita da equação podem ser quaisquer funções dadas de x. Se a equação começar com, digamos, fl)”, 
devemos então dividi-la por f(x) para obtermos a forma-padrão (1) com y” como o primeiro termo, o que é 
prático de se fazer. 

Se r(x) = 0 (ou seja, r(x) = O para todo x considerado; dizemos que “r(x) é identicamente nulo”), e então (1) 
se reduz a 


(2) y” + pl) + qay =0 


e é chamada de homogénea. Caso r(x) # 0, então (1) é chamada de não-homogênea. Isso é similar ao que 
vimos na Seção 1.5. 
Por exemplo, uma EDO linear não-homogênea é 


y” + 25y = e™ cos x, 
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e uma EDO linear homogénea é 
1 
xy” +y +xy=0, na forma padrão y” + Ex y +y=0. 
Um exemplo de uma EDO não-linear é 
pj dido =0. 
As funções p e q em (1) e (2) são chamadas de coeficientes das EDOs. 
As soluções são definidas de modo similar ao das EDOs de primeira ordem vistas no Capítulo 1. Uma função 
y = h(x) 


é chamada de solução de uma EDO (linear ou não) de segunda ordem em algum intervalo aberto 1 se h for 
definida e duas vezes derivável ao longo de todo o intervalo, e for tal que a EDO torna-se uma identidade quando 
substituímos a incógnita y por h, a derivada y' por h’ e a derivada segunda y” por h”. Daremos alguns exemplos 
disso a seguir. 


EDOs Lineares Homogêneas: Princípio da Superposição 


As Seções 2.1-2.6 trataráo das EDOs lineares homogéneas (2), ao passo que as seções seguintes deste capítulo 
abordarão as EDOs lineares não-homogêneas. 

As EDOs lineares possuem uma rica estrutura de solução. Para as equações homogéneas, a espinha dorsal dessa 
estrutura é o princípio da superposição, ou princípio da linearidade, que diz que é possível obter soluções adicio- 
nais a partir de soluções dadas através de sua soma ou de sua multiplicação por constantes quaisquer. Naturalmente, 
isso é uma grande vantagem das EDOs lineares homogéneas. Discutamos primeiro um exemplo disso. 


EXEMPLO-1 EDOs Lineares Homogéneas : Superposição de Soluções 


As funções y = cos x e y = sen x são soluções da EDO linear homogênea 


y” + y E 0 
para todo x. Verifiquemos isso por derivação e substituição. Fazendo (cos x)” = — cos x; logo 
mo, mo, A 
y + y= (cosx) + cosx cos x + cos x = 0. 


Similarmente, o mesmo ocorre para y = sen x (verifique!). Podemos então dar um importante passo adiante. Multipliquemos cos x por uma 
constante qualquer — por exemplo, 4,7 — e multipliquemos sen x por, digamos, —2, fazendo então a soma algébrica dos resultados e cha- 
mando isso de uma solução. Com efeito, derivando e substituindo, temos 


(4,7 cos x — 2 sen æ" + (4,7 cos x — 2 sen x) 4,7 cos x + 2 sen x + 4,7 cos x — 2 sen x = 0. E 


Neste exemplo, obtivemos de y, (= cos x) e ya (= sen x) uma função da forma 
(3) y = C1Y1 + cos (Ci, Ca constantes arbitrárias) 


Chamamos isso de uma combinação linear de y, e y. Em termos deste conceito, podemos agora reformular 
o resultado sugerido pelo nosso exemplo, e que é fregiientemente chamado de princípio da superposição ou 
princípio da linearidade. 


TEOREMA 1 | Teorema Fundamental das EDOs Homogéneas (2) 


Para uma EDO linear homogênea (2), uma combinação linear qualquer de duas soluções num intervalo 
aberto I é também uma solução de (2) em I. Em particular, para uma dada equação, as somas e as multi- 
plicações por constantes dessa solução são também soluções. 


PROVA Consideremos que y, e y sejam soluções de (2) em /. Então, substituindo y = cy, + C,y e suas derivadas em (2) 
e usando a regra familiar pela qual (c,y, + coy5)' = C1y1' + Cay2' etc., temos 


y” + py" +gy=(cy + Cayo)” + plc + Coya)” + ae + cy) 
= en T Cay2 + plc + Coy) + g(ciy; + Cayo) 
= cy + pyi + qyı) + cla + pyz + qyz) = 0, 
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EXEMPLO-2 


EXEMPLO-3 


EXEMPLO-4 


uma vez que na última linha (...) = O, porque, por suposição, y, e y, são soluções. Isso mostra que y é uma solução 
de (2) em T. E 


CUIDADO! Não se esqueça de que esse teorema extremamente importante é válido para as EDOs lineares 
homogéneas, porém não se verifica para as EDOs lineares não-homogêneas, nem para as EDOs náo-lineares, 
conforme veremos no exemplo a seguir. 


Uma EDO Linear Náo-homogénea 
Verifique por substituição que as funções y = 1 + cos x e y = 1 + sen x são soluções da EDO linear não-homogênea 
y" + y= 1, 


porém sua soma não é uma solução, como tampouco é solução, por exemplo, 2(1 + cos x) ou 5(1 + sen x). a 


Uma EDO Náo-linear 
Verifique por substituição que as funções y = x? e y = 1 são soluções da EDO não-linear 
y'y xy =0, 


porém, sua soma não é uma solução, nem tampouco é solução a função —x?, de forma que não é possível nem mesmo multiplicar a função 
original por —1! 


Problema de Valor Inicial. Base. Solução Geral 


Lembre-se do Capítulo 1 que, para uma EDO de primeira ordem, um problema de valor inicial consiste nessa 
EDO e em uma condição inicial y(xo) = yo. A condição inicial é então utilizada para determinar a constante 
arbitrária c que aparece na solução geral da EDO. Isso resulta numa solução única, que é o que precisamos na 
maioria das aplicações. Essa solução é dita uma solução particular da EDO. Essas idéias também se estendem 
para as equações de segunda ordem do seguinte modo. 

Para uma EDO linear homogênea de segunda ordem (2), um problema de valor inicial consiste em (2) e em 
duas condições iniciais 


(4) Yo) = Ko, y" (xo) = K. 


Essas condições prescrevem valores dados Kọ e K, da solução e de sua derivada primeira (correspondente à 
inclinação de sua curva) no mesmo valor dado x = x, no intervalo aberto considerado. 
As condições (4) são usadas para determinar as duas constantes arbitrárias c, e cz de uma solução geral 


(5) y = C1Y1 + co 


da EDO; aqui, y, e ya são soluções adequadas da EDO, com o termo “adequado” sendo explicado posteriormente 
no próximo capítulo. Isto resulta numa solução única, que passa pelo ponto (xp, Ko) com K; sendo a direção tan- 
gente (inclinação) nesse ponto. Essa solução é chamada de solução particular da EDO (2). 


Problema de Valor Inicial 


Resolva o problema de valor inicial 
y +y=0, y0) = 3,0, y'(0) = —0,5. 
Solução. Etapa 1. Solução geral. As funções cos x e sen x são soluções da EDO (pelo Exemplo 1), de forma que temos 


y = C COS x + C3 Sen x. 
Esta última também será uma solução geral, conforme definiremos a seguir. 


Etapa 2. Solução particular. Precisamos da derivada y' =- c; sen x+ cz cos x. Disso e dos valores iniciais, obtemos, uma vez que cos O = 
lesenO0=0, 


y0) = cı = 3,0 e y'(0) = c = —0,5. 
Isso fornece, como solução de nosso problema de valor inicial, a solução particular 
y = 3,0 cos x — 0,5 sen x. 


A Fig. 28 mostra que, em x = 0, a solução possui o valor 3,0 e a inclinação —0,5, de modo que sua tangente faz uma interseção com o eixo 
x em x = 3,0/0,5 = 6,0. (Na figura, os eixos têm escalas diferentes!) H 
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DEFINIÇÃO 


DEFINIÇÃO 
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Fig. 28. Solução particular e tangente inicial do Exemplo 4 


Observação. Nossa escolha de y, e y, foi geral o suficiente para satisfazer a ambas as condições iniciais. 
Tomemos agora duas soluções proporcionais y, = cos x e y, = k cos x, de modo que y,/y,= 1/k = const. Podemos 
então escrever y =C,y, + cy, na forma 


y = cı cos x + calk cos x) = C cos x onde C = c + cok. 


Assim, não conseguimos mais satisfazer as duas condições iniciais com apenas uma constante arbitrária C. Con- 
seqüentemente, ao definirmos o conceito de solução geral, precisamos excluir os casos de proporcionalidade. E, 
ao mesmo tempo, vemos o motivo da importância do conceito de solução geral em conexão com os problemas 
de valor inicial. 


Solução Geral, Base, Solução Particular 


Uma solução geral de uma EDO (2) num intervalo aberto 7 é uma solução (5) em que y, e y, são soluções 
de (2) que não sejam proporcionais entre si, e c, e cz são constantes arbitrárias. Dizemos que essas funções 
y¡ € y constituem uma base (ou um sistema fundamental) de soluções de (2) em T. 

Obtém-se uma solução particular de (2) em / atribuindo-se valores específicos a cı e cz em (5). 


Para a definição de um intervalo, veja a Seção 1.1. Também às vezes é preciso restringir cı e cz a algum 
intervalo, a fim de evitar o surgimento de expressões complexas na solução. Além disso, conforme usualmente 
fazemos, dizemos que y, e y, são proporcionais em I para todo x em I se 


(6) (a) y = kyz ou b) ya = ly 


onde k e l são números, que podem ou não ser nulos. (Note que (a) implica (b) se e somente se k + 0.) 

Com efeito, podemos reformular nossa definição de uma base utilizando um conceito de importância geral, 
a saber, o de que duas funções yı e yz são chamadas de linearmente independentes num intervalo / onde elas 
são definidas, se 


(7) Kkiy1G0) + koyolx) = 0 em todo / implica k =0e k, =0. 


E y, e y, são chamadas de linearmente dependentes em / se (7) também se verificar para algumas constantes 
kı, kọ não sendo ambas iguais a zero. Então, se k + 0 ou k + 0, podemos fazer a divisão e ver que y, e y, são 
proporcionais entre si, ou seja, 
kə kı 
=> Ya ou X5- Ye 
kı kə 


Por outro lado, no caso da independência linear, essas funções não são proporcionais, pois não é possível dividi- 
las em (7). Isso nos fornece a seguinte 


Base (Reformulada) 


Uma base de soluções de (2) num intervalo aberto / é um par de soluções linearmente independentes de 
(2) em T. 


Se os coeficientes p e q de (2) forem contínuos em algum intervalo aberto 7, então (2) possui uma solução geral, 
que fornece a solução única de qualquer problema de valor inicial (2) e (4). Essa solução geral inclui todas as 
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EXEMPLO-S 


EXEMPLO-6 


EXEMPLO-7 


soluções de (2) em /; logo, (2) não possui soluções singulares (ou seja, soluções que não podem ser obtidas por 
meio de uma solução geral; veja também os Problemas Propostos 1.1). Tudo isso será mostrado na Seção 2.6. 


Base, Solução Geral, Solução Particular 


As funções cos x e sen x do Exemplo 4 formam uma base de soluções da EDO y” + y = 0 para todo x, porque seu quociente é cotg x + const. 
(ou tan x 4 const.). Logo, y =c; cos x + cx sen x é uma solução geral. A solução y = 3,0 cos x — 0,5 sen x do problema de valor inicial é uma 
solução particular. a 


Base, Solucáo Geral, Solucáo Particular 


Verifique por substituição que y, = e” e y, = e” são soluções da EDO y” — y = 0. Então resolva o problema de valor inicial 


y” -=y=0, y(0) = 6, y0) = —2. 


Solução. (e) — er = 0 e (e?) — e” = 0 mostram que e” e e” são soluções. Estas duas últimas funções não são proporcionais entre 
si, visto que e*/e7* = e% + const. Portanto, e” e e” formam uma base de soluções para todo x. Podemos então escrever a solução geral 
correspondente e sua derivada, bem como calcular seus respectivos valores em x = O conforme as condições iniciais dadas. 


y = Ge” + ce”, y! = ce” — ce”, y(0) = c& + ca = 6, y'(0) = c — c9= -2. 


Por adição e subtração, obtemos c, = 2, cz = 4, de modo que a resposta é y = 2e” + 4e™. Esta é a solução particular que satisfaz as duas 
condições iniciais. E 


Obtencáo de uma Base Quando uma Solucáo É Conhecida. 
Reducáo de Ordem 


Com bastante frequência, uma solução pode ser encontrada por inspeção ou de algum outro modo. Então, é 
possível obter uma segunda solução linearmente independente da primeira, resolvendo-se uma EDO de primeira 
ordem. Este é o chamado método de redução de ordem.! Primeiro, ilustraremos esse método com um exemplo, 
para depois passarmos para o caso geral. 


Redução de Ordem Quando se Conhece uma Solução. Base 


Encontre uma base de soluções da EDO 
@ - uy" -x +y=0. 


Solução. Por inspeção, vemos que y, = x é uma solução, pois y,' = 1 e y,” = 0, de modo que o primeiro termo se reduz a zero, enquanto 
o segundo e o terceiro termos se cancelam. A idéia do método é fazer a substituição 


E , n n Ê 
y = Uy] = Ux, y =ux+u, y =ux+2u 


na EDO. Isso fornece 


2 


Dux + 2u') — x(u'x + u) + ux = 0. 


(x 
ux e —xu se cancelam, de modo que ficamos com a seguinte EDO, que dividimos por x, ordenando e simplificando os termos para obter 


, 


2 — u'x + 2u") x2u 0, (x? du + (x— Du! =0. 


(x 


Essa EDO é de primeira ordem em v = u', a saber, (x? — x)u” + (x — 2)u = 0. Separando as variáveis e integrando, temos 


dv é RR?) 1 2 lx — 1] 
dx = dx, In |u| = In |x — 1| — 2 In |x| = In à 
x 


0) x —x x= x2 


Não precisamos de nenhuma constante de integração, pois desejamos obter uma solução particular; algo similar ocorre na próxima integração. 
Passando para a forma exponencial e integrando de novo, obtemos 
al 1 1 


1 
v z2 Z. u -fv dx = ln |x| + Pi logo, ya = ux = xln |x| + 1. 


Uma vez que y, = x e y, = x In |x| + 1 são linearmente independentes (seu quociente não é igual a uma constante), obtemos uma base de 
soluções válida para todos os valores positivos de x. a 


Neste exemplo, aplicamos a reducáo de ordem a uma EDO linear homogénea [veja (2)] 


1 Este método é atribuído ao grande matemático JOSEPH LOUIS LAGRANGE (1736-1813), de origem francesa, embora nascido em Turim 
(Itália), que começou sua carreira de professor de nível superior aos 19 anos de idade (na Academia Militar de Turim), tornou-se diretor da 
seção de Matemática da Academia de Berlim em 1766 e mudou-se para Paris em 1787. Sua obra principal, de grande relevância, versou sobre 
o cálculo de variações, mecânica celeste, mecânica geral (Mécanique Analytique, Paris, 1788), equações diferenciais, teoria da aproximação, 
álgebra e teoria dos números. 


Capítulo 2 : EDOS Lineares de Segunda Ordem 41 


y” + pO)y' + g0)y = 0. 


Observe que agora tomamos a EDO na forma-padráo, com y” ao invés de f(x)y” — isso será essencial na aplicação 
de nossas fórmulas subseqiientes. Supomos que uma solução y, de (2) num intervalo aberto 1 seja conhecida e 
desejamos encontrar uma base. Para isso, necessitamos de uma segunda solução linearmente independente y, de 


(2) em I. Para obtermos yo, substituímos 


Y T Ya Z uy 


em (2). Isso fornece 


y = y = UY + uyi, 


y” = y3 = u"yı + 2u'y; + uy] 


(8) u"y, + 2u'y; + uyi + p(u y, + uyi) + quy; = 0. 


Agrupando os termos em u”, u' e u, temos 


uy + uUQyi + py) + u(yi + pyi + qyı) = 0. 


Vem agora o ponto principal. Uma vez que y, é uma solução de (2), a expressão no último parênteses é zero. 
Portanto, com o desaparecimento de u, ficamos com uma EDO em u' e u”. Dividimos então por y, essa EDO 


que nos restou e fazemos u' = U, u" = U”. 


2y1 + py 
ül u Y1 PY1 =0, 


Y1 


2 
portanto, U’ + A + | U=0. 


Essa é a EDO desejada de primeira ordem, ou seja, a EDO reduzida. Separando as variáveis e integrando, che- 


gamos a 


au 
U 


2y1 
2 +»] dx 
Vi 


e In |U] = —2 In |y,| - fp dx. 


Passando para a forma exponencial, obtemos finalmente 


(9) 


= — elo da 
9 € É 
Mil 


Aqui U = u', de modo que u = JU dx. Logo, a segunda solução desejada é 


Ya = yu = yı fua. 


O quociente yy/y, = u = JU dx não pode ser constante (uma vez que U > 0); logo, y, e yz constituem uma base 


de soluções. 


SOLUÇÃO GERAL. PROBLEMA DE VALOR INICIAL 


(Outros exercícios semelhantes estão na próxima seção de problemas 
propostos.) Verifique por substituição que as funções dadas consti- 
tuem uma base. Resolva o problema dado de valor inicial. Mostre os 
detalhes do que fizer. 


1. y” — 16y = 0, e, e74, y(0)= 3, y (0) =8 

2. y” + 25y = 0, cos 5x, sen 5x, y(0) = 0,8, y'(0) = —6,5 

3. y” +2y' + 2y =0, ý 
y(0) = 1,7 (0) = —1 

4. y” — 6y' + 9y = 0, e3%, xet, y(0) = —1,4, y'(0) = 4,6 

5. xy" + xy’ — 4y = 0, x2, x72, y(1) = 11, y'(1) = —6 

6. 12y” — Toy! + 15y = 0, x, xë, y(1) = 0,4, y'(1) = 1,0 


7-14| DEPENDÊNCIA E INDEPENDÊNCIA LINEAR 


As seguintes funções são linearmente independentes no intervalo 
dado? 


7. x, xlnx(0 < x< 10) 
8. 3x2, 2x” (0 <x < 1) 


9, e, ¿7% (qualquer intervalo) 


e" cos x, e” sen x, 


PROBLEMAS PROPOSTOS 2.1 


10. cos? x, sen? x (qualquer intervalo) 
11. In x, In x? (x > 0) 

12. x-2,x+2(-2<x=<2) 
13. 5 sen x cos x, 3 sen 2x (x > 0) 
14. 0, senh mx (x > 0) 


REDUÇÃO DE ORDEM é importante porque nos permite obter EDOs 
mais simples. É possível reduzir EDOs de segunda ordem F(x, y, y”, 
y”) = 0, lineares ou não, para a primeira ordem caso y não apareça 
explicitamente (Problema 15) ou se x não ocorrer explicitamente (Pro- 
blema 16), ou ainda se a EDO for linear e homogênea e conhecermos 
uma solução (veja o texto). 

15. (Redução) Mostre que F(x, y”, y”) = 0 pode ser reduzida à primeira 
ordem em z = y” (a partir do que se obtém y por integração). Dê 
dois exemplos de sua escolha. 

16. (Redução) Mostre que F(y, y”, y”) = O pode ser reduzida a uma 
EDO de primeira ordem com y sendo a variável independente e y” 
= (dz/dy)z, onde z = y”; derive essa expressão pela regra da cadeia. 
Forneça dois exemplos. 
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17-22 


Reduza á primeira ordem e resolva (mostrando detalhada- 


mente cada etapa). 


17. 
18. 
19. 
20. 
21. 
22. 
23. 


24. 


y” = ky’ 

y” =1+ y 2 

yy” = 4y'2 

xy” +2y' +xy=0, y =x! cosx 

y” + y seny =0 

(1 — xy” — 2xy' +2y=0, y =x 

(Movimento) Um pequeno corpo move-se numa linha reta e sua 
velocidade é igual ao dobro do recíproco de sua aceleração. Se 
em ż = 0 o corpo estiver a uma distância de 1 m da origem e sua 
velocidade for de 2 m/s, qual será sua distância e sua velocidade 
após 3 s? 

(Cabo suspenso) Pode-se mostrar que a curva y(x) de um cabo 


homogêneo flexível e inextensível suspenso entre dois pontos fixos 
é obtida resolvendo-se a equação y” = kV 1 + y'2, onde a cons- 
tante k depende do peso desse cabo. Essa curva é chamada de 
catenária (do latim, catena = cadeia). Obtenha sua solução y(x) e 
faça um gráfico para ela, supondo que k = 1 e os pontos fixos com 
as coordenadas (-1,0) e (1,0) num plano vertical xy. 


25. 


(Curvas) Obtenha a solução e faça um esboço ou gráfico das 
curvas que passam pela origem e que possuem uma inclinação 
de 1, para as quais a derivada segunda é proporcional à derivada 
primeira. 


26. PROJETO ESCRITO. Propriedades Gerais das Solucóes das 


27. 


EDOs Lineares. Escreva um pequeno texto (com provas e exem- 
plos simples de sua própria escolha) que inclua o seguinte. 

(a) O princípio da superposição. 

(b) y = 0 é uma solução da equação homogênea (2) (chamada de 
solução trivial). 

(c) A soma y= y, + ya de uma solução y, de (1) e y, de (2) é uma 
solução de (1). 

(d) Investigue as possibilidades de fazer generalizações adicionais 
a partir das soluções de (1) e (2) (somas, diferenças, multiplica- 
ções). 

PROJETO DE ÁLGEBRA COMPUTACIONAL. Indepen- 
dência Linear. Escreva um programa para testar a dependên- 
cia e a independência lineares de funções. Teste-o para alguns 
dos problemas aqui propostos e para exemplos que você mesmo 
encontrar. 


2.2 EDOs Lineares Homogêneas com Coeficientes 


Constantes 


Consideraremos agora as EDOs lineares homogéneas de segunda ordem que têm os coeficientes a e b constantes 


(1) 


y” + ay' + by =0. 


Essas equações têm importantes aplicações, especialmente em conexão com as vibrações mecánicas e elétricas, 


conforme veremos nas Seções 2.4, 2.8 e 2.9. 


De que modo podemos resolver (1)? Lembremos da Seção 1.5 que a solução da EDO de primeira ordem com 


um coeficiente constante k 


y +ky=0 


é uma função exponencial y = ce**. Isso nos dá a idéia de tentarmos fazer com que uma solução de (1) seja a 


função 
(2) 
Substituindo (2) e suas derivadas 
y = Ae 


em nossa equação (1), obtemos 


y= e 


e y= Ae 


(N + ad + be = 0. 


Logo, se A for uma solução da importante equação característica (ou equação auxiliar) 


(3) 


A +a+b=0 


então, a função exponencial (2) é uma solução da EDO (1). Agora, usando álgebra elementar, lembramos que as 


raízes dessa equação quadrática (3) são 


(4) A = 


Ha + Va? — 4b), 


As = d(—a a 


4b). 


(3) e (4) serão soluções constituintes de uma base, visto que nossa derivação mostra que as funções 


= e^ 


(5) y 


= err 


e Ya 


são soluções de (1). Verifique isso substituindo (5) em (1). 


Capítulo 2: EDOs Lineares de Segunda Ordem 43 


EXEMPLO 


EXEMPLO-2 


Da álgebra, sabemos que a equação quadrática (3) pode possuir três tipos de raízes, dependendo do sinal do 
discriminante a? — 4b, a saber, 


(Caso I) Duas raízes reais se a? — 4b > 0, 
(Caso ID) Uma raiz real dupla se a? — 4b = 0, 
(Caso III) Raízes complexas conjugadas se a? — 4b < 0. 


Caso |. Duas Raízes Reais Distintas, A, e A, 
Neste caso, uma base de soluções de (1) num intervalo qualquer é 
y 5 er e ya = em 


pois y, e ya são definidos (e reais) para todo x e seu quociente não é constante. A solução geral correspondente é 


(6) y = cem! + ce, 


Solução Geral no Caso de Raízes Reais Distintas 


Podemos agora resolver sistematicamente y” — y = 0 no Exemplo 6 da Seção 2.1. A equação característica é A? —1 = 0. Suas raízes são A, = 
1 e A,=-1. Portanto, uma base de soluções é e” e e” e fornece-nos a mesma solução geral que antes, 


y = qe” + ce”. E 


Problema de Valor Inicial com Raízes Reais Distintas 
Resolva o problema de valor inicial 
y” +y' -2y =0, y0) = 4, y (0) = =. 
Solução. Etapa 1. Solução geral. A equação característica é 
M+A=2=0, 
Suas raízes sáo 
Mm =3E1+V9)=1 e A = 3 =1- V9) = -2 
de modo que obtemos a solução geral 


x 


y = ce" + ce. 


Etapa 2. Solução particular. Uma vez que y'(x) = cje” — 2c3e7%, obtemos a partir da solução geral e das condições iniciais 


y(0) = cy + c = 4, 
y (0) = c, — 2c = =5. 


Daí, cı = 1 e c¿=3. Isso nos fornece a resposta y = e” + 3e?, A Figura 29 mostra que a curva começa em y = 4 com uma inclinação negativa 
(-5, porém observe na figura que os eixos possuem escalas diferentes!), em concordância com as condições iniciais. 


O N > © 0: 


0 0,5 1 1,5 2 x 


Fig. 29. Solução do Exemplo 2 


Caso Il. Raiz Real Dupla A = -a/2 


Se o discriminante a? — 4b for igual a zero, vemos diretamente de (4) que há somente uma raiz, À = A = Az = 
—al2, existindo portanto apenas uma solução 


y = ealada 
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EXEMPLO-3 


EXEMPLO-4 


Para obtermos uma segunda solução independente y, (necessária para termos uma base), utilizamos o método 
da redução de ordem discutido na seção anterior, fazendo y, = uy. Substituindo esta expressão e suas derivadas 
y, = u'y, + uy, e ya em (1), temos primeiro 


(uy, + 2u'yi + uy) + a(u'y, + uyi) + buy = 0. 
Agrupando os termos em u”, u' e u, como fizemos na última seção, obtemos 
uy, + u'(2yi + ayı) + u(yí + ayı + by) = 0. 


A expressão nos últimos parênteses é nula, visto que y, é uma solução de (1). A expressão nos primeiros parên- 
teses também é nula, pois 


2yi = —ae VR = ay. 


Ficamos, portanto, com u” y, = 0. Daí, u” = 0. Após duas integrações, temos u = c;x + Cə. Para obtermos uma 
segunda solução independente y, = uy,, podemos simplesmente escolher cı = 1, c; = O e fazermos u = x. Então, 
Y2 = xy¡. Uma vez que essas soluções não são proporcionais entre si, elas constituem uma base. Daí, no caso da 
existência de uma raiz dupla em (3), uma base de soluções de (1) num intervalo qualquer é 


e7222, xe 2, 


A solução geral correspondente é 
(7) y = (C, + coxereei, 


Aviso. Se A for uma raiz simples de (4), então (cı + cox)e*” com c, + O não é uma solução de (1). 


Solução Geral no Caso de uma Raiz Dupla 


A equação característica da EDO y” + 6y’ + 9y = 0 é A? + 62 + 9 = (A + 3) = 0. Ela possui a raiz dupla À = -3. Consegiientemente, 
uma base é formada pelas funções e?” e xe 3. A solução geral correspondente é y = (c, + cax)e*”. H 


Problema de Valor Inicial com uma Raiz Dupla 
Resolva o problema de valor inicial 


n 


y” + y’ + 0,25y = 0, y(0) = 3,0, y'(0) = -3,5. 


Solução. A equação característica é A? + A + 0,25 = (A + 0,5)? = 0, que possui a raiz dupla A = —0,5. Isso nos fornece a solução 
geral 


y=(at cox) eo 


Precisamos de sua derivada 


i 


y cge 05% — 0,5(cy + cox)e OS, 


Disso e das condições iniciais, obtemos 


y(0) = cı = 3,0, y (0) = c = 0,50, = 35; logo, Ra 
A solução particular do problema de valor inicial é y = (3 — 2x)e-*5? Veja a Fig. 30. E 
y 
3r 
a 
1H 
0 ES | | | | | | | 
2 4 6-8 10 12 14 x 


Fig. 30. Solução do Exemplo 4 


Caso Ill. Raízes Complexas —la + iw e —la — iw 
2 2 


Esse caso ocorre se o discriminante a? — 4b da equação característica (3) for negativo. Neste caso, as raízes de 
(3) e, portanto, as soluções da EDO (1), surgem na forma de números complexos. Apesar disso, pode-se mostrar 
que, a partir desses resultados complexos, é possível obter uma base de soluções reais 
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EXEMPLO-5 


EXEMPLO-6 


—ax/2 


(8) y, = e“ cos wx, Ya = € sen wx (w > 0) 


onde q? = b — ja”. Pode-se verificar por substituição que estas funções são soluções para este caso. Demons- 
traremos isso sistematicamente após os dois exemplos a seguir, utilizando a função exponencial complexa. Essas 
soluções constituem uma base para qualquer intervalo, visto que seu quociente cot wx não é constante. Portanto, 
uma solução geral real para o Caso II é 


(9) y = el (A cos wx + B sen wx) (A, B arbitrários). 


Raízes Complexas. Problema de Valor Inicial 


Resolva o problema de valor inicial 
y” + 0,47" + 9,04y = 0, y(0)=0, v(0)=3. 
Solução. Etapa 1. Solução geral. A equação característica é A? + 0,4A + 9,04 = 0, que possui as raízes -0,2 + 3i. Logo, œ = 3 e uma 
solução geral (9) é 
y = eP2AA cos 3x + B sen 3x). 


Etapa 2. Solução particular. Pela primeira condição inicial, y(0) = A = 0. A expressão restante é y = Be sen 3x. Precisamos da derivada 
(regra da cadeia!) 


y = B(-0,2e70% sen 3x + 3e702 cos 3x). 
Disso e da segunda condição inicial, obtemos y'(0) = 3B = 3. Portanto, B = 1. Nossa solução é 


y = 70% sen 3x. 


A Fig. 31 mostra y e as curvas de e e -e-%2 (linha pontilhada), entre as quais oscila a curva de y. Essas “vibrações amortecidas” (com 


x = t sendo o tempo) têm importantes aplicações em mecánica e eletricidade, como veremos em breve (na Seção 2.4). E 
y 
1,0 I 
0,5h IN 
HP 
MA agro 
oji] M-"T15 20 25 30 
SA x 
os HI Y" 
, [Y ; 
-1,0 É A 
Fig. 31. Solução do Exemplo 5 
Raízes Complexas 
Uma solução geral da EDO 
y” +w%sy=0 (w constante e diferente de zero) 
é 
y = A cos wx + B sen wx. 
Com w = 1, isso confirma o Exemplo 4 da Seção 2.1. E 
Resumo dos Casos l-Ill 
Caso Raízes de (2) Base de (1) Solução Geral de (1) 
I Reais e distintas Ay, Az et, ey y = cem + ces 
II Raiz real dupla A = ~a | e702, xe-au? y = (c1 + coje 2 
M Complexos conjugados y = e7% {A cos œ x + B sen w x) 
A = —la + io, e “2 cos w x 
A, = —la — iw ecu sen w x 
2 


46 


Parte A + Equações Diferenciais Ordinárias (EDOs) 


E muito interessante o fato de que, nas aplicações aos sistemas mecânicos ou aos circuitos elétricos, esses três 
casos correspondem, respectivamente, a três diferentes formas de movimento ou de fluxos de corrente. Discuti- 
remos detalhadamente essa relação básica entre teoria e prática na Seção 2.4 e na Seção 2.8. 


Demonstração no Caso Ill. Função Exponencial Complexa 


Se a verificação das soluções em (8) lhe for suficiente, você pode desconsiderar esta demonstração sistemática 
das soluções reais a partir das soluções complexas por meio da função exponencial complexa e* de uma variável 
complexa z = r + it. Escrevemos r + it ao invés de x + iy porque x e y ocorrem na EDO. A definição de e* em 
termos das funções reais e”, cos te sen t é 


(10) e = et = eet = ecos t + i sen ñ. 


O motivo disso é o seguinte. Para um valor real z = r, logo t = 0, cos O = 1, sen O = 0, e obtemos a função 
exponencial real e”. É possível mostrar que et = e“e2, da mesma forma que no caso real. (A prova disso é 
apresentada na Seção 13.5). Finalmente, se utilizarmos as séries de Maclaurin de e* com z = it, bem como i2 = 
-1, Ë = —i, if = etc. e escrevermos os termos de acordo com o mostrado (o que é possível ser feito, conforme 
se pode provar), obtemos então a série 
et=1+it+ (inf + Go” + Got + Con 
2! 3! 4! 5! 


a j , a i? 
=l1=—+—-+:0 +ilt i i 
2! 4! 3! 5! 


= cost + isent. 


(Dê uma olhada nessas séries reais em seu livro de cálculo, caso necessário.) Percebe-se então que obtivemos a 
fórmula 


(11) et = cost + i sen t, 


chamada de fórmula de Euler. Multiplicando-a por e”, obtemos (10). 
Para uso posterior, observamos que e! = cos (-f) + i sen (=f) = cos t — i sen t, de modo que, com base na 
adição e subtração dessas expressões e em (11), 


1 1 
E tt -it = — (pt — prit 
(12) cos t > (e* + e, sen t zj (e e. 


Após esses comentários sobre a definição (10), passemos agora para o Caso III. 
No Caso III, o radicando a? — 4b em (4) é negativo. Daí, 4b — a? é positivo e, utilizando V —1 = i, obtemos 
em (4) 


¿Va? — 4 =2V —(4b — a?) = V—(b — da? = iVb — La? = iw 
com w definido como em (8). Portanto, em (4), 


A =3a+i0 e, similarmente, As = da — io. 


Usando (10) com r = —lax e t = wx , obtemos, portanto, 
eur = glaldatior = palcos wx + i sen wx) 
er = e UDI=i0L = e" UMI(cos wx — i sen wx). 


Podemos agora somar essas duas linhas e multiplicar o resultado por > Isso nos fornece y,, como em (8). Então, 
subtraímos a segunda linha da primeira e multiplicamos o resultado por 1/(2i). Isso nos dá y,, como em (8). Esses 
resultados obtidos por adição e multiplicação por constantes são também soluções, como se segue do princípio da 
superposição apresentado na Seção 2.1. Isso conclui a demonstração dessas soluções reais no Caso III. 
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1-14 SOLUÇÃO GERAL 

Obtenha uma solução geral. Confirme sua resposta por substituição. 
1. y” — 6y- 7y=0 

2. 10y” — 7y' + 1,2y=0 

3. 4y” — 20y' + 25y = 0 


4. y” + 4my' +4my=0 

5. 100y” + 20y' — 99y = 0 

6. y" +2y'+5y=0 

7. y” — y! +25y=0 

8. y” + 2,6y' + 1,69y = 0 

9. y” — 2y' — 5,25y = 0 

10. y" —2y=0 

1. y” + 9my = 0 12. y” + 2,4y' + 4,0y = 0 
13. y” — 144y = 0 14. y” + y' — 0,96y = 0 
15-20| ENCONTRE A EDO 


Encontre uma EDO y” + ay” + by = 0 para a base dada. 
15. e, e 16. el, e735: 
AS 18. 1, e7? 


19. et, em 20. etis e +Dx 


21-32 | PROBLEMAS DE VALOR INICIAL 


Resolva os problemas de valor iniciais propostos. Confirme que sua 
resposta satisfaz a EDO e também as condições iniciais. (Mostre os 
detalhes do que fizer.) 


21. y” — 2y' — 3y = 0, y(0) = 2, y'(0) = 14 

22. y” + 2y' + y = 0, y(0) = 4, y'(0) = —6 

23. y” + 4y’ + 5y = 0, y(0) = 2, y'(0) = -5 

24. 10y” — 50y’ + 65y = 0, y(0) = 1,5, y'(0) = 1,5 
25. y” + my = 0, y(0) = 3, y' (0) = =r 


34. 


35. 


PROBLEMAS PROPOSTOS 2.2 


26. 
27. 
28. 
29. 
30. 
31. 
32. 
33. 


10y” + 18y" + 5,67 = 0, y(0) = 4, y'(0) = —3,8 
10y” + 5y' + 0,625y = 0, y(0) = 2, y'(0) = —4,5 
y” — 9y = 0, y(0) = —2, y'(0) = —12 

20y” + 4y' + y = 0, y(0) = 3,2, y'(0) = 0 

y” + 2ky" + (k? + 0) = 0, y(0) = 1, y'(0) = —k 

y” — 25y = 0, y(0) = 0, y'(0) = 40 

y” — 2y' — 24y = 0, y(0) = 0, y"(0) = 20 
(Instabilidade) Resolva y” — y = O para as condições iniciais y(0) = 
1, y'(0) = —1. Então, mude as condições iniciais para y(0) = 1,001; 
y'(0) = -0,999 e explique por que essas pequenas alterações de 
0,001 em x = O provocam grandes alterações posteriormente, p. 
ex., 22 em x= 10. 

PROJETO DE EQUIPE. Propriedades Gerais das Soluções 
(A) Fórmulas dos coeficientes. Mostre de que modo é possível 
expressar a e b em (1) em termos de À, e À». Explique como essas 
fórmulas podem ser usadas para construir equações a partir de 
bases dadas. 


(B) Raiz nula. Resolva y” + 4y' = 0 (i) pelo método atual e (ii) 
por redução à primeira ordem. Você é capaz de explicar por que 
o resultado tem que ser o mesmo em ambos os casos? E poderia 
fazer o mesmo para a EDO geral y” + ay'= 0? 


(C) Raiz dupla. Verifique diretamente que xe** com À = —a/2 é uma 
solugáo de (1) no caso da ocorréncia de uma raiz dupla. Verifique 
e explique por que y = e? é uma solução de y” — y' — 6 y = 0, 
porém xe* não o é. 

(D) Limites. As raízes duplas devem ser casos-limite das raízes 
distintas A,, Az como, digamos, A, > A+. Faça alguns experimentos 
com essa idéia. (Lembre-se da regra de 1'Hópital do cálculo.) E 
possível chegar em xet”? Tente fazer isso. 

Verificação. Mostre por substituição que y, em (8) é uma solução 
de (1). 


2.3 Operadores Diferenciais. Opcional 


Essa curta seção pode ser omitida sem interromper o fluxo de idéias, e não será usada na seqiiéncia do assunto 
aqui apresentado (excetuando-se pelas notações Dy, D?y etc. para y”, y” etc.). 

O cálculo operacional refere-se à técnica e à aplicação de operadores. Neste caso, chamamos de operador 
um processo que transforma uma função em outra. Portanto, o cálculo diferencial envolve um operador, que é 
o operador diferencial D, responsável por transformar uma função (diferenciável) em sua respectiva derivada. 


Em notação de operadores, escrevemos 


(1) 


Dy=y' = 


dy 


x 


Similarmente, para as derivadas de ordem superior, escrevemos D?y = D(Dy) = y”, e assim por diante. Por exem- 


plo, D sen = cos, D? sen = — sen etc. 


Para uma EDO linear homogénea y” + ay” + by = 0 com coeficientes constantes, podemos agora apresentar 


o operador diferencial de segunda ordem 


L = P(D) = D? + aD + bl, 


onde / é o operador identidade, definido por Iy = y. Então, podemos escrever a EDO como 


(2) 


Ly = P(D)y = (D? + aD + bDy = 0. 


A letra P sugere o termo “polinômio”. L é um operador linear. Por definição, isso significa que, se Ly e Lw 
existirem (e isso acontece caso y e w sejam duas vezes diferenciáveis), então L(cy + kw) existe para constantes 


48 Parte A e Equações Diferenciais Ordinárias (EDOs) 


c e k quaisquer, e 
L(cy + kw) = cLy + kLw. 


Mostremos que, a partir de (2), podemos fazer esses resultados concordarem com os da Seção 2.2. Uma vez 
que (Dex) = Ae” e (Dex) = Me”, obtemos 


Leo) = P(D)eMx) = (D? + aD + bDex) 
= (A + ad + be” = P(NVe“ = 0. 


(3) 


Isso confirma nosso resultado da Seção 2.2, de que e** é uma solução da EDO (2) se e somente se À for uma 
solução da equação característica P(A) = 0. 

P(A) é um polinômio no sentido algébrico usual. Se substituirmos À pelo operador D, obtemos o “polinômio 
operador” P(D). O ponto importante desse cálculo operacional é que P(D) pode ser tratado do mesmo modo que 
uma quantidade algébrica. Em particular, é possível fatorá-lo. 


EXEMPLO 1 Fatoração, Solução de uma EDO 
Fatore P(D) = D? — 3D — 40] e resolva P(D)y = 0. 


Solução. D? — 3D — 401 = (D — 8IX(D + SI) porque P = I. Agora (D — 81)y = y' — 8y = 0 possui a solução y, = e%”. Similarmente, 
a solução de (D + 5Dy = 0 é y, = e™. Isso constitui uma base de P(D)y = O num intervalo qualquer. Fatorando, obtemos a EDO, conforme 
o esperado, 


(D — 8DD + 5Dy = (D — 8D’ + Sy) = DO’ + 5y) — 80" + 5y) 


n n 


y” + 5y' — 8y’ — 40y = y 3y” — 40y = 0. 


Verifique que isso concorda com o resultado do nosso método da Seção 2.2. Isso não é uma surpresa, visto que fatoramos P(D) do mesmo 
modo que fizemos com o polinômio característico P(A) = A? — 3A — 40. 


Foi essencial nesse caso que L em (2) tivesse coeficientes constantes. A extensão dos métodos de operadores para 
as EDOs com coeficientes variáveis é mais difícil de ser feita e não será considerada aqui. 

Se os métodos operacionais se limitassem às situações simples exemplificadas nesta seção, talvez não valesse 
a pena mencioná-los. Na verdade, entretanto, o poder do método dos operadores também fica evidente em pro- 
blemas mais complicados de engenharia, conforme veremos no Capítulo 6. 


PROBLEMAS PROPOSTOS 2.3 


1-5 APLICAÇÃO DOS OPERADORES DIFERENCIAIS 10. (10D? + 2D + 1,7Dy = 0 

Aplique o operador dado às funções apresentadas. (Mostre os detalhes 11. (D? + 4,1D + 3,1D)y = 0 

de todas as etapas.) 12. (4D? + 47D + Iy = 0 

L(D=D% e, xe, sen x 13. (D? + 17,64w?*1)y = 0 

i 1. a) 

2. 8D? + 2D — I; coshãx, senhõx, e”? 14. (Raiz dupla) Se D? + aD + bI possui raízes distintas u e A, mos- 
3. D — 0,41, 2x? — 1, e0%, xet tre que uma solução particular é y = (er” — e*)/(u — A). Desse 
4.(D+5I(D — I); e senx, e”, x? resultado, obtenha uma solução xe?” fazendo u — A e aplicando 
5. (D-4D(D + 3I); xº— x?, sen 4x, e a regra de l'Hôpital. 


15. (Operador linear) Ilustre a linearidade de L em (2), fazendo c = 
4, k = —6, y = e™ e w = cos 2x. Prove que L é linear. 


6-13 | SOLUÇÃO GERAL 


Fatore conforme fizemos no texto e resolva. (Mostre os detalhes do 16 


que fizer). no texto é equivalente à seguinte. Se L[y] e L[w] existirem, então 
6. (D? — 5,5D + 6,66)y = 0 Lly + w] existe e L[cy] e L[kw] existem para quaisquer constantes 
7. (D + 2y =0 8. (D? — 0,49I1)y = 0 c e k, e Ly + w] = Liy] + Liw], do mesmo modo que L[cy] = 
9. (D? + 6D + 13D)y = 0 cL[y] e L[kw] = kL[w]. 


. (Definicáo de linearidade) Mostre que a definigáo de linearidade 
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2.4 Modelagem: Oscilacóes Livres 
(Sistema Massa-Mola) 


As EDOs lineares com coeficientes constantes têm importantes aplicações em mecánica, conforme veremos agora 
(e também na Seção 2.8) e nos circuitos elétricos (o que será mostrado na Seção 2.9). Nesta seção, consideraremos 
um sistema mecánico básico, constituído de uma massa presa a uma mola elástica (“sistema massa—mola”, Fig. 32), 
que se move para baixo e para cima. O modelo matemático desse sistema será uma EDO linear homogénea. 


Determinacáo do Modelo 


Consideremos uma mola comum que resista tanto à compressão quanto à extensão e que esteja suspensa verti- 
calmente num suporte fixo, conforme mostra a Fig. 32. Na extremidade inferior da mola, está preso um corpo de 
massa m. Supomos que m seja tão grande que podemos desprezar a massa da mola. Se puxarmos o corpo para 
baixo ao longo de uma certa distância e então o soltarmos, ele começa a se mover. Supomos que seu movimento 
seja estritamente vertical. 


E “Mola E E 
não-estendida So 
(y 


Š 
Leo 


Sistema em 
equilíbrio "===- 
estático Sistema em 
movimento 


(a) (b) © 
Fig. 32. Sistema mecânico massa-mola 


De que modo podemos obter o movimento do corpo, digamos, seu deslocamento y(t) como função do tempo 
t? Ora, esse movimento é determinado pela segunda lei de Newton 


(1) Massa X Aceleração = my” = Força 
onde y” = d?y/dt? e a “Força” é a resultante de todas as forças atuando sobre o corpo. 

(Informações sobre sistemas de unidades e fatores de conversão estão na contracapa deste livro.) 

Escolhemos aqui como positiva a direção para baixo, o que nos faz considerar as forças para baixo como 
sendo positivas e as forças para cima como sendo negativas. 

Considere a Fig. 32. Primeiro, a mola é deixada no seu comprimento normal, após o que penduramos nela o 
corpo. Isso faz a mola se esticar de uma certa distância sọ, mostrada na figura. Isso provoca o surgimento de uma 
força Fə para baixo sobre a mola e uma reação F, para cima sobre o corpo. Experimentos nos mostram que F% é 
proporcional à elongação sọ, o que pode ser escrito como 


(2) Fo = —kso (lei de Hooke?). 


k(> 0) é chamada de constante elástica (ou de constante elástica da mola). O sinal negativo indica que F, aponta 
para cima em nossa diregáo negativa. Molas mais duras possuem grandes valores de k. (Explique!) 

A elongação sy é tal que Fy na mola se equilibra com o peso W = mg do corpo (onde g = 980 cm/s? = 32,17 
ft/s? é a aceleração da gravidade). Portanto, F, + W = —kso + mg = 0. Essas forças não afetam o movimento. A 
mola e o corpo estão novamente em repouso. Isto é chamado de equilíbrio estático do sistema (Fig. 32b). Medi- 
mos o deslocamento y(t) do corpo a partir desse ‘ponto de equilíbrio” como sendo a origem y = 0, com a direção 
positiva para baixo e a negativa para cima. 


2 ROBERT HOOKE (1635-1703), físico inglês, foi um precursor de Newton em relação à teoria da gravitação. 


50 Parte A e Equações Diferenciais Ordinárias (EDOs) 


A partir da posição y = 0, puxamos o corpo para baixo. Isso provoca uma nova elongação na mola de uma 
certa distância y > O (a distância correspondente à que puxamos a mola). Pela lei de Hooke, isso provoca uma 
força para cima (adicional) F, no corpo, 


F, = —ky. 


F, é chamada de força restauradora, visto que ela tem a tendência de restaurar o sistema, ou seja, de puxar o 
corpo de volta para y = 0. 


Sistema Náo-amortecido: EDO e Solução 


Todo sistema é amortecido — caso contrário, ele permaneceria em movimento perene. Entretanto, na prática, o 
efeito do amortecimento pode muitas vezes ser desprezível, como, por exemplo, no caso do movimento de uma 
esfera de ferro presa a uma mola durante uns poucos minutos. Nesse caso, F, é a única força em (1) que causa 
o movimento. Logo, (1) fornece o modelo my” = —ky ou 


(3) my” + ky = 0. 


Pelo método apresentado na Seção 2.2 (veja o Exemplo 6), obtemos, na forma de uma solução geral, 
(4) y(t) = A cos wt + B sen wt, W=alm- 


O movimento correspondente é chamado de uma oscilacáo harmónica. 

Como as funções trigonométricas em (4) possuem o período 27/w,, O corpo executa wy/277 ciclos por segundo. 
Esta é a freqiiéncia da oscilação, também chamada de fregiiência natural do sistema, sendo medida em ciclos 
por segundo. Outro nome para ciclos por segundo é hertz (Hz).* 

A soma em (4) pode ser combinada na forma de um cosseno envolvendo um desvio de fase, com uma ampli- 


tude C = VA? + B? e um ângulo de fase & = arctan (B/A), 
(4%) y(t) = C cos (wt — 0). 


Para verificar isso, aplique em (4*) a fórmula da adição para cossenos [(6) no Apéndice 3.1], comparando então 
o resultado com (4). A Equação (4) é mais simples para casos de problemas de valor inicial, ao passo que (4*) é 
fisicamente mais informativa, pois apresenta a amplitude e a fase da oscilação. 

A Fig. 33 mostra formas típicas de (4) e (4%), todas correspondentes a um certo deslocamento inicial positivo 
y(0) [que determina A = y(0) em (4)] e diferentes velocidades iniciais y'(0) [que determina B = y'(0)/w9]. 


O $ A 

(D Positiva | 

(2) Zero Velocidade inicial 
© Negativa | 


Fig. 33. Oscilações harmônicas 


EXEMPLO-1 Movimento Náo-amortecido. Oscilacio Harmónica 


Se uma esfera de ferro de peso W = 98 N esticar uma mola de uma distância de 1,09 m, quantos ciclos por minuto serão executados por 
esse sistema massa-mola? Qual será seu movimento se puxarmos a esfera mais 16 cm e a deixarmos começar a se movimentar com uma 
velocidade inicial nula? 


3 HEINRICH HERTZ (1857-1894), físico alemão que descobriu as ondas eletromagnéticas, o que veio a ser os fundamentos das comunicações 
sem fio desenvolvidas por GUGLIELMO MARCONI (1874-1937), físico italiano (prêmio Nobel em 1909). 
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Solução. A lei de Hooke (2), com W sendo a força e 1,09 m como a elongação, fornece W = 1,09k; portanto, k = W/1,09 = 98/1,09 = 90 [kg/s?] = 
90 [N/m]. A massa é m = W/g = 98/9,8 = 10 [kg]. Isso nos dá a freqiiéncia vg/(27) = Vk/ImIQar) = 3/(27) = 0,48 [Hz] = 29 [ciclos/min]. 
De (4) e das condições iniciais, y(0) = A = 0,16 [m] e y'(0) = wB = 0. Portanto, o movimento é 


y( = 0,16 cos 3t [m] ou 0,52 cos 3t [ft] (Fig. 34). 
Caso tenha a oportunidade, não deixe de fazer uma experiência com um sistema massa-mola. Você ficará surpreso com a boa concordância 
existente entre teoria e prática, usualmente dentro de uma fração de 19%, se as medidas forem coletadas com cuidado. E 
y 
0,2 É 
01h N AN IN / 
o \ f \ BA a \ i \ | 
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Fig. 34. Oscilação harmônica do Exemplo 1 


Sistema Amortecido: EDO e Soluções 


Acrescentamos agora uma força de amortecimento 


F, = —cy' 
ao nosso modelo my” = —ky, de modo que temos my” = —ky — cy”, ou 
(5) my" + cy' + ky = 0. 


Fisicamente, isso pode ser feito conectando-se o corpo a um amortecedor; veja a Fig. 35. Supomos que essa 
nova força seja proporcional à velocidade y' = dy/dt, conforme mostrado. Em geral, isso corresponde a uma boa 
aproximação, ao menos para pequenas velocidades. 

c é chamada de constante de amortecimento. Podemos mostrar que c é positiva. Num certo instante, y” é 
positiva e o corpo está se movendo para baixo (o que corresponde à direção positiva). Portanto, a força de amor- 
tecimento F, = —cy', que sempre atua contrariamente à direção do movimento, deve estar direcionada para cima, 
o que significa que ela deve ser negativa, F, = —cy' < 0, de modo que —c < 0 e c > 0. Para um movimento para 
cima, y' < O e temos uma força para baixo F, = —cy' > 0; logo, —c < 0 e c > 0, como antes. 

A EDO (5) é linear, homogênea e possui coeficientes constantes, podendo, portanto, ser resolvida pelo método 
da Seção 2.2. Sua equação característica é (dividindo (5) por m) 

k 


c 
M4 —A+—=0. 
m m 


k Mola 


m Corpo 
c | =>) Amortecedor 


Fig. 35. Sistema amortecido 


Pela fórmula usual para a obtenção de raízes numa equação quadrática, conforme vimos na Seção 2.2, chegamos 
aos valores 


1 
(6) LEAR Ss les. de d dos VOS 
1 


Um ponto de grande interesse que agora surge é que, dependendo da intensidade de amortecimento existente (mui- 
to, médio ou pouco), haverá três tipos de movimento correspondentes aos três Casos I, II, II da Seção 2.2: 


52 


Parte A + Equações Diferenciais Ordinárias (EDOs) 


Caso I. 
Caso II. 
Caso III. 


c? > 4mk. Raízes reais distintas M, A». 


c? = 4mk. Uma raiz real dupla. 


c2 < 4mk. Raízes complexas conjugadas. 


(Superamortecimento) 
(Amortecimento crítico) 
(Subamortecimento) 


Discussão dos Três Casos 


Caso |. Superamortecimento 


Se a constante de amortecimento c for tão grande que c? > 4mk, então A, e A, são raízes reais distintas. Neste 
caso, a solução geral correspondente de (5) é 


(7) YA = cre Bt + cpe +t, 


Vemos que, neste caso, o amortecimento extrai energia do sistema tão rapidamente que o corpo não oscila. Para 
t > 0, ambos os expoentes em (7) são negativos, visto que a > 0, B > 0 e B? = a? — k/m < o?. Portanto, ambos 
os termos em (7) aproximam-se de zero à medida que t > œ. Falando de modo prático, após um tempo sufici- 
entemente longo, a massa estará em repouso, na posição de equilíbrio estático (y = 0). A Fig. 36 mostra (7) para 
algumas condições iniciais típicas. 


y 
y 
papa X ee É 
/ Se A E E Ed 
e / = a 
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a = Aa 
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Ne e o aço : E id dá 
N ss So Sl — 
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SS — 
M > 
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(a) (b) 
Q Positiva | 
(2) Zero Velocidade inicial 
(3) Negativa | 


Fig. 36. Movimentos típicos (7) no caso de superamortecimento 
(a) Deslocamento inicial positivo 
(b) Deslocamento inicial negativo 


Caso Il. Amortecimento Crítico 


O amortecimento crítico é o caso da fronteira entre os movimentos não-oscilatórios (Caso 1) e as oscilações (Caso 
HI). Ele ocorre quando a equação característica possui uma raiz dupla, ou seja, c? = 4mk, de modo que f = 0, 
A, = A¿= —a. Então, a solução geral correspondente de (5) é o 


(8) O = (ci + cafet. 


Essa solução estabelece que o corpo pode passar pela posição de equilíbrio y = O no máximo uma vez, pois e 
nunca é igual a zero e cı + Ct pode ter no máximo um ponto de zero com f positivo. Se cı e cz forem ambos 
positivos (ou ambos negativos), essa função não terá um ponto de zero com t positivo, de modo que y simples- 
mente não passa por 0. A Fig. 37 mostra formas típicas de (8). Observe que elas têm uma aparência quase igual 
à da figura anterior. 


Caso Ill. Subamortecimento 


Este é o caso mais interessante. Ele ocorre se a constante de amortecimento c for tão pequena que c? < 4mk. 
Então, 6 em (6) não é mais um número real, mas imaginário, digamos, 
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1 k 2 
(9) B=i0* onde at = 7 Vámk= è = == Sh 


m m Am? 


(Escrevemos w* para reservar w para as frequências das forças externas e eletromotrizes das Seções 2.8 e 2.9.) 
As raízes da equação característica são agora números complexos conjugados, 


A = —a + iw*, A = —a — im* 


com a = c/(2m), conforme dado em (6). Portanto, a solução geral correspondente é 


(10) y(t) = e-HA cos w*t + B sen w*1) = Ce" cos (w*t — ô) 


onde C? = A? + B? e tan ô = B/A, como em (4%). 

Isso representa as oscilações amortecidas, cuja curva se situa na região entre as curvas pontilhadas y = Ce 
e y = -Ce”* na Fig. 38, tocando-as quando w*t — ô for um múltiplo inteiro de 7, pois esses são os pontos nos 
quais cos (w*t — ô) é igual a 1 ou —1. 

A frequência é w*/(27r) Hz (hertz, ou ciclos/s). De (9), vemos que, quanto menor for c (>0), maior será w* 
e mais rápidas ficam as oscilações. Se c se aproxima de 0, então w* aproxima-se de wọ = Vkim, fornecendo a 
oscilação harmônica (4), cuja freqiéncia wy/277 é a fregiiéncia natural do sistema. 


y 
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n KSU "Ce 
(2) Zero Velocidade inicial PE 
(3) Negativa 
Fig. 37. Amortecimento crítico [veja (8)] Fig. 38. Oscilações amortecidas do Caso III [veja (10)] 


EXEMPLO-2 Os Três Casos de Movimento Amortecido 
De que modo o movimento no Exemplo 1 muda se alterarmos a constante de amortecimento c para um dos três seguintes valores, com 
(0) = 0,16 e y'(0) = 0 como antes? 
(I) c = 100 kg/s, (II) c = 60 kg/s, (I c = 10 kg/s. 


Solução. É interessante ver como o comportamento do sistema se altera em decorrência do efeito do amortecimento, que retira energia 
do sistema, de modo que as oscilações diminuem de amplitude (Caso III) ou mesmo desaparecem (Casos II e 1). 
(D Com m = 10 e k = 90, como no Exemplo 1, o modelo é o problema de valor inicial 


10y” + 100y” + 90y = 0, y(0) = 0,16 [m],  y'(0) = 0. 


A equação característica é 10A? + 100A + 90 = 10(A + 9XA + 1) 
geral 


O. Ela também possui as raízes -9 e —1. Isso fornece a solução 


- e . 2 , qu ut 
y = et + cet. Precisamos também de y” = —9ce  — coet. 


As condições iniciais fazem com que cy + ca = 0,16, —9c, — c3 = 0. A solução é cy = 


—0,02, ca = 0,18. Portanto, no caso do supera- 
mortecimento, a solução é 


y = -0,02e7% + 0,18e™. 


Ela se aproxima de O à medida que t > o, Essa aproximação é rápida; após uns poucos segundos, a solução é praticamente nula, ou seja, a 
esfera de ferro fica em repouso. 


(ID O modelo é como antes, só que com c = 60 ao invés de 100. Agora, a equação característica possui a forma 10A2 + 60A + 90 = 
10(A + 3)? = 0, que tem uma raiz dupla igual a -3. Logo, a solução geral correspondente é 


y = (cy + code Precisamos também de y! = (cy — 3cy — 3co)e 3, 
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Pelas condições iniciais, y(0) = c, = 0,16, (0) = c3 — 3c, 


0, ca = 0,48. Logo, no caso crítico, a solução é 


y = (0,16 + 0,481)e7%, 


Ela é sempre positiva e diminui monotonicamente em direção a zero. 
(III) O modelo agora é 10y” + 10y” + 90y = 0. Como c = 10 é menor que o valor crítico c, haverá então oscilações. A equação carac- 


1 


terística é 1012 + 104 + 90 = 10[(A 


Ly + 9 1] 0, que possui raízes complexas [veja (4) na Seção 2.2 com a = 1 e b = 9] 


à = —0,5 + V 0,5? — 9 = —0,5 + 2,96i. 


Isso nos dá a solução geral 


y = e™™t(A cos 2,961 + B sen 2,961). 


Portanto, y(0) = A = 0,16. Precisamos também da derivada 


F 


Daí, y'(0) 


y! = e™™t(—0,5A cos 2,961 — 0,5B sen 2,961 — 2,964 sen 2,961 + 2,96B cos 2,961). 
0,5A + 2,96B = 0, B = 0,54/2,96 = 0,027. Isso nos dá a solução 


y = e 250,16 cos 2,96t + 0,027 sen 2,961) = 0,162e705% cos (2,96t — 0,17). 


Vemos que essas oscilações amortecidas possuem uma frequência menor que as oscilações harmônicas do Exemplo 1, de cerca de 1% (visto 
que 2,96 é aproximadamente 1% menor que 3,00). A amplitude do movimento vai a zero. Veja a Fig. 39. E 


Fig. 39. As três soluções do Exemplo 2 


Esta seção se preocupou com os movimentos livres dos sistemas massa-mola. Seus modelos correspondem a EDOs 
lineares homogêneas. Por outro lado, as EDOs lineares não-homogêneas irão surgir como modelos de movimentos 
forçados, ou seja, movimentos sob a influência de uma “força externa”. Estudaremos esses movimentos na Seção 
2.8, após aprendermos como resolver essas EDOs. 


PROBLEMAS PROPOSTOS -2.4 


1-8 MOVIMENTOS SEM AMORTECIMENTO 


(OSCILAÇÕES HARMÓNICAS) 


1. (Problema de valor inicial) Encontre o movimento harmônico 
(4) que se inicia a partir de yọ com velocidade inicial vo. Faça um 
gráfico ou esboço das soluções para wo = 7, Yo = 1, e diversos 
valores vo que você escolher (represente as soluções em um mesmo 
sistema de eixos y — £). Em quais valores t há interseção de todas 
essas curvas? Por quê? 


2. (Combinações de molas) Encontre a frequência de vibração de 
uma esfera de massa m = 3 kg numa mola com uma constante 
elástica igual a (i) k = 27 N/m, (ii) k = 75 N/m, (iii) com essas 
molas dispostas em paralelo (veja a Fig. 40) e (iv) com as molas 
dispostas em série, ou seja, com a esfera pendendo apenas de uma 
das molas, a qual se pendura na outra mola. 


3. (Péndulo) Encontre a freqiiéncia de oscilação de um pêndulo de 
comprimento L (Fig. 41), desprezando a resistência do ar e o peso 
da haste e supondo que 0 seja tão pequeno que sen 0 seja pratica- 
mente igual a 0. 

4. (Fregiiência) Qual é a frequência de uma oscilação harmônica 
se a posição de equilíbrio estático da esfera for de 10 cm abaixo 


da extremidade inferior da mola antes de nela se pendurar a 
esfera? 


. (Velocidade inicial) Você poderia aumentar a rapidez de uma osci- 


lação harmônica dando ao corpo um maior impulso inicial”? 


. (O princípio de Arquimedes) Esse princípio estabelece que a 


força de empuxo é igual ao peso da água deslocada pelo corpo 
(que se encontra parcial ou totalmente submerso). Na Fig. 42, a 
bóia cilíndrica possui um diâmetro de 60 cm e está flutuando na 
água mantendo seu eixo na vertical. Quando ela sofre uma pressão 
para baixo e é solta logo a seguir, ela oscila por um período de 2 
segundos. Qual é o seu peso? 


Corpo de 
massa m 


Fig. 41. Pêndulo 
(Problema 3) 


Fig. 40. Molas em paralelo 
(Problema 2) 


Capítulo 2: EDOs Lineares de Segunda Ordem 55 


Fig. 42. Bóia (Problema 6) 


7. (Fregiiência) De que modo a frequência de um movimento har- 


mônico se altera se tomarmos (i) uma mola com uma constante 
elástica três vezes maior e (ii) uma esfera mais pesada? 


. PROJETO DE EQUIPE. Movimentos Harmónicos em Dife- 


rentes Sistemas Físicos. Diferentes sistemas de natureza física ou 
outra podem ter modelos iguais ou similares aos apresentados aqui, 
o que mostra o poder unificador dos métodos matemáticos. Dê 
exemplos disso para os sistemas apresentados nas Figs. 43-45. 


(a) Mola plana (Fig. 43). Considere uma mola fixada horizontal- 
mente numa extremidade, enquanto na outra extremidade é preso 
um corpo de peso igual a 25 N. Obtenha a equação de movimento 
do sistema, supondo que seu equilíbrio estático esteja 2 cm abaixo 
da linha horizontal, que se deixou o sistema começar a partir dessa 
posição, com uma velocidade inicial de 15 cm/s, e que o amorte- 
cimento é desprezível. 

(b) Vibrações com torção (Fig. 44). Em uma roda, as vibrações 
não-amortecidas com torções (rotações para a frente e para trás) 
podem ser modeladas pela EDO 1,0” + K0 = 0, onde 0 é o ángulo 
medido a partir do estado de equilíbrio, I é o momento polar de 
inércia da roda em torno de seu centro e K é a constante de torção 
da haste. Resolva essa EDO para K/h = 17,64 s?, um ângulo inicial 
de 45º e uma velocidade angular inicial de 15º s”, 

(c) Água num tubo (Fig. 45). Qual é a freqiiéncia de vibração de 
5 litros de água num tubo em forma de “U” de diâmetro de 4 cm, 
desprezando-se a fricção? 


Fig. 44. Vibrações com 
torção (Projeto 8b) 


Fig. 45. Tubo (Projeto 8c) 


9-17 


MOVIMENTO AMORTECIDO 


9. (Fregiiência) Encontre uma fórmula de aproximação para w* em 


10. 


11. 


termos de w, aplicando o teorema binomial de (9) e conservando 
apenas os dois primeiros termos. Quão boa é essa aproximação 
para o Exemplo 2, 111? 


(Extremos) Encontre a localização dos pontos de máximo e míni- 
mo de y = e% cos t, obtidos aproximadamente a partir de um 
gráfico de y, e compare-os com os valores exatos obtidos por meio 
de cálculos. 


(Pontos de máximo) Mostre que os pontos de máximo de um 


movimento subamortecido ocorrem em valores t egiiidistantes e 
encontre a distância percorrida. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


(Decréscimo logarítmico) Mostre que a razáo entre duas ampli- 
tudes máximas consecutivas de uma oscilação amortecida (10) 
é constante e que o logaritmo natural dessa razáo, chamada de 
decréscimo logarítmico, é igual a A = 2ma/w*. Encontre 4 para 
as soluções de y” + 2y' + 5y = 0. 

(Absorvedor de choques) Qual é o menor valor da constante de 
amortecimento de um absorvedor de choques, na suspensão do 
volante de um automóvel (consistindo em uma mola e um absor- 
vedor), capaz de possibilitar (teoricamente) uma direção livre de 
oscilações se a massa do automóvel for de 2000 kg e se a constante 
elástica da mola for igual a 4500 kg/s?? 

(Constante de amortecimento) Considere um movimento suba- 
mortecido de corpo de massa m = 2 kg. Se o tempo entre dois 
máximos consecutivos for de 2 s e a amplitude máxima diminuir 
a 4 do seu valor inicial após 15 ciclos, qual é a constante de amor- 
tecimento do sistema? 

(Problema de valor inicial) Encontre o movimento crítico (8) que 
começa a partir de yọ com uma velocidade inicial vo. Faça um grá- 
fico das curvas de solução para a = 1, yọ = 1 e diversos valores de 
Vo, considerando que: (i) a curva não tem interseção com o eixo x e 
Gi) ela tem interseção com ele em t = 1, 2, ..., 5, respectivamente. 
(Problema de valor inicial) Encontre o movimento superamorte- 
cido (7) que começa a partir de yọ com uma velocidade inicial vo. 
(Superamortecimento) Mostre que, no caso de superamorteci- 
mento, o corpo passa por y = O no máximo uma vez. 
PROJETO DE ÁLGEBRA COMPUTACIONAL. Transição 
entre os Casos I, II e III. Estude essa transição em termos de 
gráficos de soluções típicas. (Veja a Fig. 46.) 

(a) Evitar generalidades desnecessárias é parte de uma boa mode- 
lagem. Decida que os problemas de valor inicial (A) e (B) são: 


(A) y +cy+y=0, y0)=1, y(0)=0 


(B) O mesmo que o anterior, excetuando-se por um valor diferente 
de ce y'(0) = —2 (ao invés de 0), dará praticamente tanta informa- 
ção quanto um problema com outros valores de m, k, y(0), y'(0). 
(b) Considere (A). Escolha valores adequados de c, talvez melho- 
res que os da Fig. 46, para a transição do Caso III para II e I. 
Encontre por palpite o valor de c para as curvas da figura. 

(c) Tempo decorrido até o repouso. Teoricamente, esse tempo é 
infinito (por quê?). Na prática, o sistema chega ao repouso quando 
seu movimento torna-se muito pequeno, digamos, menor que 0,1% 
do deslocamento inicial (essa escolha na verdade é arbitrária), de 
modo que, em nosso caso, 


(11) ly] < 0,001 


Em construções de engenharia, o amortecimento frequentemente 
pode variar sem que haja muitos problemas. Fazendo experiências 
com os gráficos que você produzir, obtenha empiricamente uma 
relação entre f, e c. 


para todo £ maior que algum t,. 


(d) Resolva (A) analiticamente. Dé uma razáo pela qual a solugáo 
c de y(t2) = —0,001, com t, sendo a solução de y'(t) = 0, lhe dará 
o melhor valor possível de c que satisfaça (11). 


(e) Considere (B) empiricamente como em (a) e (b). Qual é a 
principal diferença entre (B) e (A)? 

y 
1 


0,5 


Fig. 46. Projeto 
de álgebra 
computacional 18 
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2.5 Equações de Euler-Cauchy 


EXEMPLO 1 


As equações de Euler-Cauchy* são EDOs da forma 


(1) xy" + axy' + by =0 


sendo dadas as constantes a e b e a incógnita y(x). Substituímos 
(2) y=ar 
e suas derivadas y” =mx""1 e y” = m(m — 1)x”"-2 em (1). Isso nos dá 
x2m(m — Dx"-2 + axmx" "1 + bx" = 0. 
Sabemos que (2) foi uma escolha bastante natural, pois obtivemos um fator comum x”. Omitindo-o, chegamos à 
equação auxiliar m(m — 1) + am + b = 0 ou 


(3) m? + (a —= 1)m+b=0. (Nota: a — 1, náo a.) 


Daí, y = x” é uma solução de (1) se e somente se m for uma raiz de (3). As raízes de (3) são 
(4) m, =4(1 — a) + V4 - aY — b, m =3(1 — a) al — a? — b. 


Caso I. Se as raízes mı e m, são reais e diferentes, então as soluções são 


nS e ya) 


Elas são linearmente independentes, visto que seu quociente não é constante. Logo, elas constituem uma base de 
soluções de (1) para todo x para o qual elas sejam reais. A solução geral correspondente para todos esses valores 
de x é 


(5) y = cx” + coxo (Ci, Ca arbitrários). 


Solução Geral no Caso de Raízes Reais Diferentes 
A equação de Euler-Cauchy 


xy" + 1,5xy" — 0,5y = 0 
possui a equação auxiliar 
n? + 0,5m — 0,5 = 0. (Nota: 0,5, não 1,5!) 
As raízes são 0,5 e —1. Portanto, uma base de soluções para todo valor positivo de x é y, = x°” e ya = 1/x, e fornece a solução geral 


c 
y= cı Vx F E (x > 0). a 


Caso II. A equação (4) mostra que a equação auxiliar (3) possui uma raiz dupla m, = 3(1 — a) se somente se 
(1 — ay? — 4b = 0. A equação de Euler-Cauchy (1) então possui a forma 


(6) xy” + axy' + (1 — ay = 0. 
Uma solução é y, = 0-02, Para obtermos uma segunda solução linearmente independente, aplicamos o método da 
redução de ordem visto na Seção 2.1, da seguinte maneira. Começando com y, = uy,, obtemos para u a expressão 
(9) da Seção 2.1, a saber, 

= l p dx 


1 
u = fU ax onde U = Sep 
Y1 


1 LEONARD EULER (1707-1783) foi um matemático suíço de enorme criatividade. Prestou contribuições fundamentais a quase todos os 
ramos da matemática e em suas aplicações à física. Seus importantes livros sobre álgebra e cálculo contêm diversos resultados básicos de 
suas próprias pesquisas. O grande matemático francês AUGUSTIN LOUIS CAUCHY (1789-1857) é o pai da análise moderna. É o criador 
da análise complexa e exerceu grande influência em EDOs, EDPs, séries infinitas, teoria da elasticidade e óptica. 
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EXEMPLO 2 


EXEMPLO-3 


Aqui, é crucial que p seja extraído da EDO escrita em forma-padrão, que em nosso caso é 
(1 = ay 
4x? 


m a 
(6*) y + —y y=0 

x 
Isso mostra que p = a/x (e não ax). Portanto, sua integral é a In x = In (x°), a função exponencial em U é 1/xº e 
a divisão por yy? = x!-º fornece U = 1/x; logo, u = In x por integração. 

Portanto, nesse “caso crítico”, uma base de soluções para valores positivos de x é y, =x” e onde y, = x” In x, 
onde m = 4(1 — a). A independência linear decorre do fato de que o quociente dessas soluções não é constante. 
Logo, para todo x para o qual y, e y, são definidos e reais, uma solução geral é 
(7) 


y = (cı + ca ln x)x”, m = (1 — a). 


Solução Geral no Caso de uma Raiz Dupla 


A equação de Euler-Cauchy x2y” — 5xy' + 9y = 0 possui a equação auxiliar m? — 6m + 9 = 0. Ela tem a raiz dupla m = 3, de modo que 
uma solução geral para todo valor positivo de x é 


y = (c, + cx In x) x8. 


Caso II. O caso das raízes complexas é de menor importância prática, sendo suficiente mostrar um exemplo 
que explica a derivação de soluções reais a partir de soluções complexas. 


Solução Geral Real no Caso de Raízes Complexas 
A equação de Euler-Cauchy 


xy” + 0,6xy" + 16,04) = 0 


possui a equação auxiliar m? — 0,4m + 16,04 = 0, cujas raízes são os complexos conjugados mı = 0,2 + 4i e ma = 0,2 — 4i, onde i = 
V—1. (Sabemos da álgebra que, se um polinômio com coeficientes reais possui raízes complexas, então estas raízes correspondem sempre 
a pares conjugados.) Usamos agora o truque de escrever x = el” ” e obtemos 


m1 


q = Otti = 02 ln my — 


102084 In mi 

a = 0,241 = An 1-4 = xhet ln Di 

A seguir, aplicamos a fórmula de Euler (11) da Seção 2.2, com t = 4 In x aplicado a essas duas fórmulas. Isso nos fornece 
x™ = ecos (4 In x) + i sen (4 In 2)], 


2 = cos (4 In x) — i sen (4 In x)]. 


Somamos agora essas duas fórmulas, de modo que o seno é eliminado, e dividimos o resultado por 2. Então, subtraímos a segunda fórmula 
da primeira, de modo que o cosseno também é eliminado, e dividimos o resultado por 2i. Isso nos dá 


xº2 cos (4 In x) e 102 sen (4 In x) 


respectivamente. Pelo princípio da superposição visto na Seção 2.2, estas são soluções da equação de Euler-Cauchy (1). Uma vez que seu 
quociente, cot (4 In x), não é constante, essas soluções são linearmente independentes. Logo, elas constituem uma base de soluções e a solução 
geral real correspondente é, para todo x positivo, 


(8) y = xº2[A cos (4 In x) + B sen (4 In x)]. 


A Fig. 47 mostra curvas-solução típicas para os três casos discutidos, em particular as funções de base nos Exemplos 1 e 3. 


y 


[11 1,5 y 
30)! | ES A In g 
H é L5F Smam Z 1,57 0,2 gi 
A / 1 x0,2 sin (4 ln x) 
20 N / 4% 1,0} S i 1,0 - pS 
Yr \ / d VAE E y ) N 
L N JA 10,5 0,5 PE o 0,5 IN / N 
NOAA z LO [law 5 om A NI 
1,0 F 7 -0,5 044114 2 x Wos ALA 2 =x 
4H == 05% 7 -0,5 W UU q 
BA lp prats -1,0F / -1,0- 02405 
0 1 2 x =1,5F / -1,5+ x0.2 cos (4 In x) 


Caso I: Raízes reais Caso II: Raiz dupla Caso III: Raízes complexas 


Fig. 47. Equações de Euler-Cauchy 
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EXEMPLO-4 Problema do Valor de Contorno. Campo Potencial Elétrico entre Duas Esferas Concéntricas 


Encontre o potencial eletrostático v = v(r) entre duas esferas concêntricas de raios r, = 5 cm e r = 10 cm, mantidas em potenciais v; = 110 
V e v = 0, respectivamente. 
Informação Física. v(r) é uma solução da equação de Euler-Cauchy rv” + 2v' = 0, onde v’ = duldr. 


Solução. A equação auxiliar é m? + m = 0, que possui as raízes O e —1. Isso nos dá a solução geral v(r) = cy + cs/r. A partir das “con- 
dições de contorno” (os potenciais nas esferas), obtemos 
5 2 Z110 10 L 
=q+ = =& + =O. 
v(S) = c1 5 > v(10) = cy 10 
Por subtração, c,/10 = 110, cy = 1100. Da segunda equação, c} = —c,/10 = —110. Resposta: v(r) = —110 + 1100/r V. A Fig. 48 mostra 
que o potencial náo é uma linha reta, como seria para o caso de uma regiáo entre duas placas paralelas. Por exemplo, na esfera de raio 7,5 
cm ele náo vale 110/2 = 55 V, mas tem um valor consideravelmente menor do que isso. (Por qué?) E 


| r i i E E 


Fig. 48. Potencial v(r) do Exemplo 4 


PROBLEMAS PROPOSTOS 2.5 


SOLUCÁO GERAL 14. (12D? — 2xD + 2,251)y = 0, y(1) = 2,2, y'(1) = 2,5 
Obtenha uma solução geral real, mostrando os detalhes do que fizer. 15. (xD? + 4D)y = 0, y(1) = 12,y'(1) = —6 
1 xy” — 6y=0 2. 4x?y" + 4xy" - y=0 16. PROJETO DE EQUIPE. Raiz Dupla 
3. xy" — Txy' + 16y=0 (A) Demonstre a existência de uma segunda solução linearmente 
4. xy” + 3xy' +y=05. xy” = xy’ +2y=0 independente de (1) usando o método da redução de ordem; porém, 
6. 2x2y" + 4xy' + 5y =0 ao invés de utilizar (9) da Seção 2.1, faça todas as etapas direta- 
7. (10x2D? — 20xD + 22,4Dy = 0 mente a partir da EDO (1) apresentada . 
8. (4x2D2 + Iy = 0 9. (100x2D2 + 97)y = 0 (B) Obtenha x” In x considerando as soluções x” e x"*" de uma 


10. (10x2D? + 6xD + 0,51)y = 0 equação de Euler-Cauchy adequada e fazendo s — 0. 


(C) Verifique por substituição que x” In x,m = (1 — a)/2, é uma 


11-15 | PROBLEMA DE VALOR INICIAL solução no caso crítico. 
Resolva e faça um gráfico da solução, mostrando os detalhes do que (D) Transforme a equação de Euler-Cauchy (1) em uma EDO com 
fizer. 


coeficientes constantes, fazendo x = e! (x > 0). 

11. y” — 4xy + 6y = 0, y(1) = 1, y'(1) =0 (E) Obtenha uma segunda solução linearmente independente da 
12. xy” + 3xy" + y =0,y(1) = 4, y'(1) = -2 equação de Euler-Cauchy no “caso crítico”, a partir da solução 
13. (12D? + 2xD + 100,25Dy = 0, y(1) = 2, y'(1) = —11 de uma EDO de coeficientes constantes. 


2.6 Existéncia e Unicidade de Solucóes. O Wronskiano 


Nesta seção, discutiremos a teoria geral das EDOs lineares homogéneas 


(1) y" + py" + gy =0 


com coeficientes p e q contínuos, porém agora arbitrários. Isso terá relação com a existência e a forma da solução 
geral de (1), bem como com a unicidade da solução dos problemas de valor inicial consistindo em um conjunto 
determinado por uma EDO e duas condições iniciais 


(2) Yo) = Ko, y' (xo) = K; 


com valores dados de xq, K e K4. 
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TEOREMA 1 


TEOREMA 


PROVA 


Os dois principais resultados serão o Teorema 1, estabelecendo que um problema de valor inicial desse tipo 
tem sempre uma solução que é única, e o Teorema 4, segundo o qual uma solução geral 


6) Y = C1Y1 + Coya (cy, cy arbitrários) 


inclui todas as soluções. Em decorrência disso, as EDOs lineares com coeficientes constantes não possuem 
“soluções singulares” (soluções que não se podem obter a partir de uma solução geral). 

Fica claro que não é necessária nenhuma teoria para as equações de coeficientes constantes ou de Euler-Cauchy, 
devido ao fato de que tudo é explicitamente resultante dos nossos cálculos. 

De importância central para a discussão que agora fazemos é o seguinte teorema. 


Teorema da Existência e Unicidade dos Problemas de Valor Inicial 


Se p(x) e q(x) são funções contínuas de algum intervalo aberto I (veja a Seção 1.1) e xp pertencer a I, então 
o problema de valor inicial consistindo em (1) e (2) possui uma solução única y(x) no intervalo T. 


A prova da existência usa os mesmos pré-requisitos da prova de existência apresentada na Seção 1.7, e não será 
mostrada aqui, podendo ser encontrada na Ref. [A11] listada no Apéndice 1. As provas de unicidade usualmente 
são mais simples do que as provas de existência. Porém, para o Teorema 1, mesmo a prova de unicidade é longa, 
sendo mostrada como uma prova adicional no Apêndice 4. 


Independência Linear das Soluções 


Lembremos da Seção 2.1 que uma solução geral num intervalo aberto 1 é obtida a partir de uma base y,, y, em 1, 
ou seja, a partir de um par de soluções linearmente independentes em 7. Aqui, dizemos que y,, y, são linearmente 
independentes em / se a equação 


(4) kyi) + kay) = 0 em/ implica k,=0, k,=0. 


E dizemos que y,, y, são linearmente dependentes em / se essa equação também se verificar para constantes k, 
ko, não podendo ser ambas nulas. Nesse caso, e apenas nesse caso, y, e y, São proporcionais em /, ou seja (veja 
a Seção 2.1), 


(5) (a) y, = ky, ou b) y = byi para todo x em T. 


Para nossa discussão, será útil o seguinte critério de dependência e independência linear de soluções. 


Dependência e Independência Linear das Soluções 


Consideremos que a EDO (1) tenha coeficientes constantes p(x) e q(x) num intervalo aberto I. Então, duas 
soluções y, e ya de (1) em I são linearmente dependentes em I se e somente se seu “wronskiano” 


(6) WO» Ya) = YyYa — YA 


for O em algum xy pertencente a I. Além disso, se W = 0 em algum x = xy pertencente a I, então W = 0 
em T, logo, se e somente se houver um x, em I para o qual W é diferente de 0, então y,, y, são linearmente 
independentes em T. 


(a) Consideremos que y, e y, sejam duas funções linearmente dependentes em 7. Logo, (5a) ou (5b) se verifica em 
I. Se (5a) é observada, então 


WO Ya) = YiY2 — Yay1 = Kaya — Yakya = 0. 


Algo similar ocorre caso (5b) se verifique. 
(b) Inversamente, façamos W(y, Y2) = O para algum x = xy e mostremos que isso implica uma dependência 
linear de y, e y, em 7. Consideremos o sistema de equações lineares com as incógnitas kı, ka 


Kiy1(%0) + koyalxo) = O 
K1y1(%0) + koyalxo) = 0. 


(7) 
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EXEMPLO 


EXEMPLO 2 


Para eliminarmos kə, multiplicamos a primeira equação por yz e a segunda por —y,, e somamos as equações 
resultantes. Isso nos dá 


kia) — ky io) ao) = kW), yalxo)) = 0. 


n: b vi Aa A y js 1 
Similarmente, para eliminarmos k,, multiplicamos a primeira equagáo por y, e a segunda por y,, e somamos as 
equacóes resultantes. Isso nos dá 


kaW(y1(x0), Yalxo)) = 0. 


Se W fosse diferente de zero em xp, poderíamos fazer uma divisão por W e concluir que kı = kz = 0. Por outro 
lado, caso W fosse igual a 0, não poderíamos fazer essa divisão e o sistema teria uma solução para a qual k, e ka 
não seriam ambas nulas. Usando esses números kı e ko, tomamos a função 


YO) = kyi) + Kaya(x). 


Uma vez que (1) é linear e homogénea, o Teorema Fundamental mostrado na Segáo 2.1 (princípio da super- 
posição) implica que essa função é uma solução de (1) em /. De (7), vemos que ela satisfaz as condições iniciais 
(xo) = 0, y (xo) = 0. Agora, uma outra solução de (1) que satisfaz as mesmas condições iniciais é y* = 0. Como 
os coeficientes p e q de (1) são contínuos, o Teorema 1 se aplica e fornece a unicidade, ou seja, y = y*, o que 
se escreve como 


kıyı + koya =0 em /. 


Agora, uma vez que k; e k não são ambos iguais a zero, isso implica uma dependência linear de y, y, em /. 

(c) Provemos a última declaração do teorema. Se W(xp) = O para um certo xy em /, temos a dependência linear 
de y, ya em 1 pela parte (b); logo, W = 0 segundo a parte (a) dessa prova. Portanto, no caso da dependência 
linear, não pode ocorrer que W(x,) + O para um x, em Z. Se isso não acontece, há, portanto, a implicação de uma 
independência linear, conforme o proposto. E 


Observação. Determinantes. Os estudantes familiarizados com os determinantes de segunda ordem podem ter 
observado que 


yil Va 

, , 

Wa, Ya) = , TI ALS 
Y1 a 


Esse determinante é chamado de determinante de Wronski?, ou simplesmente, o wronskiano das duas soluções 
y € ya de (1), como já havia sido mencionado em (6). Observe que os quatro valores que o compõem ocupam as 
mesmas posições que no sistema linear (7). 


Ilustração do Teorema 2 
As funções y, = cos wx e ya = sen wx são soluções de y” + w2y = 0. Seu wronskiano é 
cos wx sen wx 3 


, , 2 
W(cos œx, senwx) = = Y1Y2 — YaY] = 0COS” wx + w senl wx = w. 
—w sen wx w COS mx 


O Teorema 2 mostra que essas soluções são linearmente independentes se e somente se w + 0. Naturalmente, pode-se ver isso diretamente 
do quociente yo/y, = tan wx. Para w = 0, temos que y, = 0, o que implica uma dependência linear (por quê?). E 


Ilustração do Teorema 2 para uma Raiz Dupla 
Uma solução geral de y” — 2y' + y = 0 num intervalo qualquer é y = (cy + cox)e”. (Verifique!) O wronskiano correspondente não é zero, 
o que mostra a independência linear entre e” e xe” num intervalo qualquer. A saber, 


e” xe” 


W(x, xe”) = (x + De” — xe” = e” +0. E 


e” (x + De” 


Uma Solução Geral de (1) Inclui Todas as Soluções 


Esse será nosso segundo resultado principal, conforme inicialmente dissemos. Comecemos com a existência. 


5 Proposto por WRONSKI (JOSEF MARIA HÓNE, 1776-1853), matemático polonês. 
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TEOREMA-3 | Existência de uma Solução Geral 


Se p(x) e q(x) são contínuas num intervalo aberto I, então (1) possui uma solução geral em I. 


PROVA Pelo Teorema 1, a EDO (1) possui uma solução y,(x) em 1 satisfazendo as condições iniciais 
y0) = 1, yio) = 0 
e uma solução y(x) em I satisfazendo as condições iniciais 
Yao) = 0, yal) = 1. 
O wronskiano dessas duas soluções tem, em x = xp, O valor 
WGO1(0), y2(0)) = yilxo)y200) — ya) io) = 1. 


Conseqiientemente, pelo Teorema 2, essas soluções são linearmente independentes em /. Elas formam uma base 
de soluções de (1) em /, e y = cy; + Cayo, com C}, C3 arbitrários, é uma solução geral de (1) em 1, cuja existência 
desejamos provar. El 


Finalmente, mostremos que uma solução geral é tão geral quanto possível. 


TEOREMA-4 | Uma Solução Geral Inclui Todas as Soluções 

Se a EDO (1) tem coeficientes contínuos p(x) e q(x) em algum intervalo aberto I, então toda solução y = 
Y(x) de (1) em T é da forma 

(8) Yœ) = Cy) + Cayx) 

onde yı yz formam uma base qualquer de soluções de (1) em Te Cı, Cz são constantes adequadas. 


Logo, (1) não possui soluções singulares (ou seja, soluções impossíveis de serem obtidas a partir de 
uma solução geral). 


PROVA Seja y = Y(x) uma solução qualquer de (1) em /. Agora, pelo Teorema 3, a EDO (1) tem uma solução geral 
(9) y(x) = colo) + Cayx) 


em 7. Temos que encontrar valores adequados de c; cs, tais que y(x) = Y(x) em 7. Escolhemos x, em / e mostramos 

primeiro que é possível encontrar valores de c, cz que nos permitam obter essa concordância em xp, ou seja, 
, I di n 

Yx) = Y(xo) e y (xo) = Y (xo). Eliminando os termos de (9), isso se torna 


(a) ciyi(Xo) + Coyalo) = Yxo) 
(b) C1y1(%0) + Cay 2(Xo) = Y (xp). 


Determinemos as incógnitas cı e cz. Para eliminarmos c>, multiplicamos (10a) por y5(x9) e (10b) por -yə (Xp) e 
somamos as equações resultantes. Isso fornece uma equação para cı. Então, multiplicamos (10a) por —y; (xo) e 
(10b) por y, (xp) e somamos as equações resultantes. Isso fornece uma equação para c,. Essas novas equações 
são as seguintes, onde tomamos os valores de y1, ya, Yi, Ya, Y, Y’ em xo. 


(10) 


GO — ID = GW Ya) = Yyz — yo Y” 


cAY1Y2 — Y1) = WO) = YY” — Yyi. 


Uma vez que y, y2 formam uma base, o wronskiano W dessas equações é diferente de zero, o que nos permite 
obter os valores de c, e c,. Chamamos a solução (única) de c} = C4, C2 = Cy. Substituindo-a em (9), obtemos de 
(9) a solução particular 


y) = Cy) + Cayx). 
Agora, como C;, C, é uma solução de (10), vemos de (10) que 
y (xo) = Y (o), y (xo) = Y (xo). 


Baseando-se na unicidade estabelecida pelo Teorema 1, isso implica que y* e Y devem ser iguais em todos os 
lugares de 7, de modo que a prova fica completa. El 
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Revendo o conteúdo desta seção, vemos que as EDOs lineares homogéneas com coeficientes variáveis e contínuos 
têm, tanto do ponto de vista conceitual quanto estrutural, uma teoria de existência e unicidade de soluções um 
tanto transparente. Além de ser importante em si mesma, essa teoria também servirá de base para uma investi- 
gação sobre as EDOs lineares não-homogêneas, cuja teoria e problemas aplicados à engenharia serão vistos nas 


quatro seções restantes deste capítulo. 


PROBLEMAS PROPOSTOS 2.6 


1-17 


BASES DE SOLUÇÕES. EDOS CORRESPONDENTES. 


WRONSKIANOS 


Encontre uma EDO (1) para a qual as funções dadas são soluções. 
Mostre a independência linear: (a) considerando os quocientes das 


funções e (b) pelo Teorema 2. 


1. 


2.1 EDOs Não-homogêneas 


DEFINIÇÃO 


3 
5 
7. 
9. x 
11. 
13. 
14. 
15. 
16. 
17. 
18. 


e052 ¿=0,5% 2. cos TX, sen TX 
. et xe 4. x3, x72 
| 1025 40,25 In x 6. c34, ¿225 
cos (2 In x), sen (2 In x) 8. e, xe 
15 1705 10. x), x? In x 
cosh 2,5x, senh 2,5x 12. e? cos wx, e? sen wx 


e" cos 0,8x, e7* sen 0,8x 

x7* cos (In x), x! sen (In x) 
e7257 cos 0,3x, e 25: sen 0,3x 
ek cos mx, e7** sen mx 


gêmea, xe STI 


PROJETO DE EQUIPE. Conseqiiências da Teoria aqui Apre- 
sentada. Esse projeto refere-se a algumas propriedades gerais notá- 
veis das soluções. Suponha que os coeficientes p e q da EDO (1) 
sejam contínuos em algum intervalo aberto / e sobre eles sáo feitas 
as declarações a seguir. 


(A) Resolva y” — y = 0 (a) por funções exponenciais e (b) por 
funções hiperbólicas. De que modo as constantes nas soluções 
gerais correspondentes se relacionam? 

(B) Prove que as soluções de uma base não podem ser nulas no 
mesmo ponto. 

(C) Prove que as soluções de uma base não podem ter um máximo 
ou um mínimo no mesmo ponto. 

(D) Expresse (yy/y2)” por meio de uma fórmula envolvendo o 
wronskiano W. Por que é provável que uma fórmula como essa 
deve existir? Use-a para encontrar W no Problema 10. 

(E) Faça um esboço de y;(x) = x) sex >0€e 0Osex<o0, 
yaa) = 0 se x > 0 e xè se x < 0. Mostre a independência linear 
em -1 < x < 1. Qual é o seu wronskiano? Que equação de 
Euler-Cauchy é satisfeita por y, y2? Existe uma contradição 
com o Teorema 2? 


(F) Prove a fórmula de Abel” 


WO1), y2(x)) = c exp 


- f 30 dt 


onde c = W(y¡(%o), Y(xo)). Aplique-o ao Problema 12. Sugestão: 
escreva (1) para y, e para yz. Elimine q algebricamente dessas duas 
EDOs, obtendo uma EDO linear de primeira ordem, e resolva-a. 


Método dos Coeficientes a Determinar 


Nesta seção, passaremos das EDOSs lineares homogéneas para as náo-homogéneas 


0) y” + py + qy = r(x) 

onde r(x) + O. Veremos que uma “solução geral” de (1) é a soma de uma solução geral da EDO homogénea 
correspondente 

(2) y” + pl)! + qay =0 


com uma “solução particular” de (1). Esses dois novos termos “solução geral de (1)” e “solução particular de 


(1)” são definidos do seguinte modo. 


Solução Geral, Solução Particular 


$ NIELS HENRIK ABEL (1802-1829), matemático norueguês. 


Uma solução geral da EDO não-homogênea (1) num intervalo aberto 1 é uma solução da forma 


(3) YO) = yn) + yp); 
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aqui, y, = C1yı + coy> É uma solução geral da EDO homogénea (2) em / e y, é uma solução qualquer de 
(1) em / sem conter qualquer constante arbitrária. 

Uma solução particular de (1) em 1 é uma solução obtida a partir de (3), atribuindo-se valores especí- 
ficos às constantes arbitrárias cı e C em yp- 


Agora, temos uma tarefa dupla: primeiro, justificar essas definições; depois, desenvolver um método para 
encontrar uma solução y, de (1). 

Dessa forma, primeiro mostraremos que uma solução geral conforme acabamos de definir satisfaz (1) e que 
as soluções de (1) e (2) estão relacionadas de uma maneira bastante simples. 


TEOREMA 1 | Relações entre as Soluções de (1) e de (2) 


(a) A soma de uma solução y de (1) em algum intervalo aberto I e uma solução Y de (2) em I é uma 
solução de (1) em I. Em particular, (3) é uma solução de (1) em I. 
(b) A diferença entre essas duas soluções de (1) em T é uma solução de (2) em 1. 


PROVA (a) Chamemos de L[y] o lado esquerdo de (1). Então, para quaisquer soluções y de (1) e Y de (2) em 1, 
Ly + Y] = Liy] + L] =r+0=7r. 


(b) Para quaisquer soluções y e y* de (1) em I, temos Lly — y*] = Liy] — Lly*] =r—r=0. E 


Agora, para EDOs homogêneas (2), sabemos que as soluções gerais incluem todas as soluções. Mostremos que 
o mesmo acontece para as EDOs não-homogêneas (1). 


TEOREMA-2 | Uma Solução Geral de uma EDO Inclui Todas as Soluções 


Se os coeficientes p(x), q(x) e a função r(x) em (1) são contínuos no mesmo intervalo aberto I, então toda 
solução de (1) em I é obtida atribuindo-se valores adequados às constantes arbitrárias c, e c numa solução 
geral (3) de (1) em I. 


PROVA Chamemos de y* uma solução qualquer de (1) em Z e x, um x qualquer em /. Consideremos que (3) seja uma 
solução geral de (1) em Z. Essa solução existe. Com efeito, y, = C¡y¡ + Czyz existe pelo Teorema 3 da Seção 2.6 
devido à suposição de continuidade, e y, existe de acordo com uma construção que será mostrada na Seção 2.10. 
Agora, pelo Teorema 1(b) que acaba de ser demonstrado, a diferença Y = y* — y, é uma solução de (2) em 1. 
Em xo, temos 


Yo) = y *(0) — Yp(Xo), Y) = Va) = Ypo). 


O Teorema 1 da Seção 2.6 implica que para essas condições, bem como para quaisquer outras condições iniciais 
em J, existe uma solução particular única de (2) obtida atribuindo-se valores adequados a cy, C3 em yp. Disso e 
de y* = Y + y,, decorre a declaração a seguir. El 


Método dos Coeficientes a Determinar 


Nossa discussáo sugere o seguinte. Para resolvermos a EDO náo-homogénea (1) ou um problema de valor ini- 
cial para (1), temos que resolver a EDO homogénea (2) e encontrar uma solução qualquer y, de (1), de modo 
a obtermos uma solução geral (3) de (1). 

De que modo podemos obter uma solução y, de (1)? Um método é o chamado método dos coeficientes a 
determinar. Ele é muito mais simples que o outro e mais geral (será discutido na Seção 2.10). Como ele se 
aplica a modelos de sistemas vibratórios e circuitos elétricos, que serão mostrados nas duas próximas seções, esse 
método é fregiientemente utilizado em engenharia. 

Mais precisamente, o método dos coeficientes a determinar é adequado às EDOs lineares com coeficientes 
constantes a e b 


(4) y” +ay + by = rx) 
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quando r(x) for uma função exponencial, uma potência de x, um seno ou um cosseno, ou somas ou produtos 
dessas funções. Essas funções possuem derivadas similares à própria função r(x), o que nos possibilita ter uma 
idéia. Escolhemos uma forma para y, que seja similar a r(x), porém com coeficientes desconhecidos, que serão 
determinados substituindo esse y, e suas derivadas na EDO. A Tabela 2.1 mostra a escolha de y, para as formas 
de r(x) de importância prática. As regras correspondentes são as seguintes. 


Regras de Escolha para o Método dos Coeficientes a Determinar 


(a) Regra Básica. Se em (4) r(x) for uma das funções na primeira coluna da Tabela 2.1, escolha y, na 
mesma linha e obtenha seus coeficientes a determinar substituindo y, e suas derivadas em (4). 

(b) Regra da Modificação. Se um termo que você escolher para y, vier a ser uma solução da EDO 
homogênea correspondente a (4), multiplique a função que você escolheu para y, por x (ou por x? se 
essa solução corresponder a uma raiz dupla da equação característica da EDO homogênea). 

(c) Regra da Soma. Se r(x) for uma soma de funções na primeira coluna da Tabela 2.1, faça y, ser a 
soma das funções nas linhas correspondentes da segunda coluna. 


A Regra Básica se aplica quando r(x) é um termo único. A Regra da Modificação ajuda no caso que foi indi- 
cado, e para reconhecer quando isso ocorre, temos que resolver primeiro a EDO homogênea. A Regra da Soma 
decorre da observação de que a soma de duas soluções de (1) com r = rı e r = r (e o mesmo lado esquerdo!) é 
uma solução de (1) com r = r; + ra. (Verifique!) 

Esse método corrige a si próprio. Uma escolha errada para y, ou uma escolha com um número indevidamente 
pequeno de termos levará a uma contradição. Já uma escolha com um número excessivo de termos dará um 
resultado correto, com os coeficientes supérfluos valendo zero. 

Ilustremos as regras (a)-(c) pelos Exemplos típicos 1-3. 


Tabela 2.1 Método dos Coeficientes a Determinar 


Termo em r(x) Escolha para y,(x) 
ker” Ce” 
kx” (n=0,1,++:) Ka” tKa ++ + Kix + Ko 
k cos wx 
Kcos wx + M sen wx 
k sen wx 


ke“ cos wx 


e(K cos wx + M sen wx) 
ke” sen wx 


EXEMPLO-1 Aplicação da Regra Básica (a) 
Resolva o problema de valor inicial 
(5) y” + y = 0,001x?, x0) =0, y0) = 15. 
Solução. Etapa 1. Solução geral da EDO homogênea. A EDO y” + y = 0 tem a solução geral 


Yn = A cos x + B sen x. 


Etapa 2. Solução y, da EDO não-homogênea. Primeiro, tentamos y, = Kx?. Então, Yp = 2K. Por substituição, 2K + Kx? = 0,001x?. Para 
que isso se verifique para todo x, o coeficiente de cada potência de x (x? e x?) deve ser o mesmo em ambos os lados; portanto, K = 0,001 e 
2K = 0, o que é uma contradição. 

A segunda linha na Tabela 2.1 sugere que façamos a escolha 


Y = Kox? + Kix + Ko. Entáo, Yp F Yp = 2K + Kox? + Kyx + Kọ = 0,001x?. 


Igualando os coeficientes de x?, x, xº em ambos os lados, temos K, = 0,001, K; = 0, 2K, + K = 0. Daí, Kọ = —2K = —0,002. Isso nos 
dá y, = 0,001x° — 0,002 e 


Y = Yn + Yp = Á cos x + B sen x + 0,001x? — 0,002. 


Etapa 3. Solução do problema de valor inicial. Fazendo x = O e usando a primeira condição inicial, temos y(0) = A — 0,002 = 0, uma vez 
que A = 0,002. Por derivação e com base na segunda condição inicial, 


y Y. | Yp A sen x + B cos x + 0,002x e y'(0) =B = 1,5. 


Isso nos fornece a resposta (Fig. 49) 
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y = 0,002 cos x + 1,5 sen x + 0,001x2 — 0,002. 


A Fig. 49 mostra y e também a parábola quadrática y, em torno da qual y oscila, praticamente como uma curva senóide, visto que o termo 


do cosseno é menor por um fator de cerca de 1/1000. E 
y i 
25 A LA À 
E | Al a A 
ale | to + EN J 


Fig. 49. Solução do Exemplo 1 


EXEMPLO-2 Aplicação da Regra de Modificação (b) 


EXEMPLO-3 


Resolva o problema de valor inicial 


(6) y” + 3y" + 2,25y = —10 el, y(0) = 1, y'(0) = 0. 


Solução. Etapa 1. Solução geral da EDO homogênea. A equação característica da EDO homogênea é A? + 3A + 2,25 = (A + 1,5)? 
0. Logo, a EDO homogênea possui a solução geral 


n = (cy + coxo, 


Etapa 2. Solução y, da EDO não-homogênea. A função e** no lado direito normalmente requereria a escolha Ce, Porém, vemos de y, 
que essa função é uma solução da EDO homogênea e que corresponde a uma raiz dupla da equação característica. Logo, de acordo com a 
regra de modificação, temos que multiplicar a função escolhida por x2. Ou seja, escolhemos 


Jp = Cxe 15, Então, y = C(2x — 1,5x)e 15, Yo = C(2 — 3x — 3x + 2,25x?)0715, 


Substituímos essas expressões na EDO dada e omitimos o fator e, Isso fornece 


C(2 — 6x + 2,25x2) + 3C(2x — 1,5x2) + 2,25Cx? 10. 


Comparando os coeficientes de x2, x, x°, temos que 0 = 0,0 = 0, 2C = —10, de onde decorre que C = —5. Isso fornece a solução Xp = 
—5x2e-15% Togo, a EDO dada possui a solução geral 


Y = Yn + Yp = (cr + coxje ho — 5x2e- 157, 


Etapa 3. Solução do problema de valor inicial. Fazendo x = O em y e usando a primeira condição inicial, obtemos y(0) = cı = 1. A dife- 
renciação de y fornece 


"= (09 — 1,5cy — 1,5cgx)e 137 — 10xe 15% + 7,5x2e- 15, 
Disso e da segunda condição inicial, temos y'(0) = c — 1,5c, = 0. Logo, cz = 1,5c, = 1,5. Isso nos fornece a resposta (Fig. 50) 
y =(1 + 1,51) e715 — sxelõ = (1 + 1,5x — Sx?)e Lã, 


A curva comega com uma tangente horizontal, cruza o eixo x em x = 0,6217 (onde 1 + 1,5x — 5x2 = 0) e se aproxima do eixo, vindo de 


baixo, á medida que x aumenta. E 
y 
LO 5 
0,5 E 
0 E | l I I 1 
E NI 2 e a. 
-0,5 É N p 
E > — 
-1,0 E 
Fig. 50. Solução do Exemplo 2 
Aplicação da Regra da Soma (c) 
Resolva o problema de valor inicial 
(7) y" + 2y' + 5y = e® + 40 cos 10x — 190 sen 10x, y(0) = 0,16,  y'(0) = 40,08. 


Solução. Etapa 1. Solução geral da EDO homogênea. A equação característica 


A2 +2A+45=(A+1+2)(A+1-2)=0 


mostra que uma solução geral real da EDO homogênea é 
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Yn = e "(A cos 2x + B sen 2x). 


Etapa 2. Solução da EDO não-homogênea. Escrevemos yp = Yp1 + pa, Onde y,, corresponde ao termo exponencial e ypz à soma dos dois 
outros termos. Fazemos entáo 


Yp = Cod, Então, Ya = 0,5Ce95z e Ya = 0,25Ce95, 


Fazendo a substituição na EDO dada e omitindo o fator exponencial, temos (0,25 + 2-0,5 + 5)C = 1; logo C = 1/6,25 = 0,16, e Ya = 
0,1609, 
Fazendo agora yp) = K cos 10x + M sen 10x, como na Tabela 2.1, e obtendo 


Yp = —10K sen 10x + 10M cos 10x, Yp2 = —100K cos 10x — 100M sen 10x. 


Fazendo a substituição na EDO dada, chegamos aos termos de senos e de cossenos. 


100K + 2: 10M + 5K = 40, 100M — 2- 10K + 5M 190 


ou, por simplificação, 
—95K + 20M = 40, —20K — 95M = —190. 
A solução é K = 0, M = 2. Logo, Yp = 2 sen 10x. Somando as soluções, temos, 
Y = Yn +t Yp1 + Yp2 = e * (A cos 2x + B sen 2x) + 0,16e95 + 2 sen 10x. 


Etapa 3. Solução do problema de valor inicial. De y na primeira condição inicial, y(0) = A + 0,16 = 0,16; logo, A = 0. A diferenciação 
nos fornece 


y = e(—A cos 2x — B sen 2x — 2A sen 2x + 2B cos 2x) + 0,08e0%% + 20 cos 10x. 


Disso e da segunda condição inicial, temos que y'(0) A + 2B + 0,08 + 20 = 40,08; logo, B = 10. Isso nos dá a solução (Fig. 51) 


y = 10e™” sen 2x + 0,16e057 + 2 sen 10x. 


O primeiro termo vai a zero relativamente rápido. Quando x = 4, ele é praticamente 0, conforme mostram as curvas tracejadas +10e7® + 
0,16e07, A partir daí, o último termo, 2 sen 10x, fornece uma oscilação em torno de 0,16e%* correspondente à curva monotónica crescente 
que aparece tracejada. a 


S 
ERR 


Fig. 51. Solução do Exemplo 3 


Estabilidade. Eis um assunto importante. Se (e somente se) todas as raízes da equação característica da EDO 
homogénea y” + ay” + by = 0 em (4) forem negativas ou tiverem uma parte real negativa, então uma solução 
geral y, dessa EDO vai a O à medida que x — «o, de modo que a “solução transiente” y = y, + y, de (4) se 
aproxima da “solução de regime permanente” y,. Nesse caso, a EDO não-homogênea e o sistema de natureza 
física ou outro modelado pela EDO são chamados de estáveis; caso contrário, chamam-se instáveis. Por exemplo, 
a EDO do Exemplo 1 é instável. 

Nas duas seções a seguir, apresentaremos aplicações básicas dessas equações. 


PROBLEMAS PROPOSTOS 2.7 


1-14 | SOLUÇÕES GERAIS DAS EDOs y — 16y = 19,2e% + 60e” 
NÃO-HOMOGÊNEAS y” + 9y = cosx + ¿cos 3x 
Obtenha uma solução geral (real) das equações a seguir. Que regra y E y 6y = 6x? — 3x2 + 12x 
você estará usando para isso? (Mostre cada etapa de seus cálculos.) 

1. y” + 3y' + 2y = 30e” 


—-2x 
2. y” + 4y' + 3,75y = 109 cos 5x 


sen 2x 


y” +4y +4y=e 
y” + 6y' + 73y = 80e* cos 4x 
y 


E E a a 


là 


" + 10y' + 25y = 100 senh 5x 
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9. y” — 0,16y = 32 cosh 0,4x 


10. 


f 


y” + 4y 6,25y = 3,125(x + 1) 


11. y” + 1,44y = 24 cos 1,2x 


12. 


y” + 9y = 18x + 36 sen 3x 


13. y” + 4y 5y = 25x? + 13 sen 2x 
14. y" + 2y' + y = 2x sen x 
15-20 | PROBLEMAS DE VALOR INICIAL PARA EDOS 


NÃO-HOMOGÊNEAS 


Resolva o problema de valor inicial. Enuncie as regras que você estiver 


usando. Mostre detalhadamente cada etapa de seus cálculos. 
15. y” + 4y = 16 cos 2x, y(0)=0, y'(0)=0 
16. y” — 3y’ + 2,25y = 27(22 — x), 
y(0) = 20, y'(0) = 30 
17. y” + 0,2y' + 0,26y = 1,22eº%, 
y(0) = 3,5, y'(0) = 0,35 
18. y” — 2y' = 12e% — 8e-2, 
y(0) = —2, y'(0) = 12 
19. y” — y' — 12y = 144x? + 12,5, 
y(0) = 5, y"(0) = —0,5 
20. y” + 2y' + 10y = 17 sen x — 37 sen 3x, 
y(0) = 6,6, y'(0) = —2,2 


21. PROJETO ESCRITO. Problema de Valor Inicial. Tente des- 


crever por escrito e com suas próprias palavras todos os detalhes 
do Exemplo 3. Discuta a Fig. 51 em mais detalhes. Por qual moti- 
vo algumas das “meias-ondas” não atingem as curvas tracejadas, 
enquanto outras que estão na sua frente (e, naturalmente todas as 
que lhe sucederem) excedem as curvas tracejadas? 


22. PROJETO DE EQUIPE. Extensões do Método dos Coeficien- 


tes a Determinar. (a) Estenda esse modelo a produtos de funções 
da Tabela 2.1. (b) Estenda-o às equações de Euler-Cauchy. Comen- 
te a significância prática dessas extensões. 


23. PROJETO DE ÁLGEBRA COMPUTACIONAL. Estrutura 


de Soluções de Problemas de Valor Inicial. Usando o presen- 
te método, obtenha, faça um gráfico e discuta as soluções y de 
problemas de valor inicial de sua própria escolha. Investigue os 
efeitos sobre as soluções causados pelas mudanças nas condições 
iniciais. Faça um gráfico separadamente para y,, y € y — y, para 
ver os efeitos distintos. Encontre um problema em que (a) a parte 
de y resultante de y, diminui em direção a zero, (b) aumenta e (c) 
náo se encontra presente na resposta y. Estude um problema com 
y(0) = 0, y' = 0. Considere um problema em que você precise usar 
a Regra de Modificação: (a) para obter uma raiz simples e (b) para 
uma raiz dupla. Certifique-se de que seus problemas cobrem todos 
os três casos I, II, III (veja a Seção 2.2). 


2.8 Modelagem: Oscilações Forçadas. Ressonância 


Na Seção 2.4, consideramos os movimentos verticais de um sistema massa—mola (vibração de uma massa m numa 
mola elástica, como mostrado nas Figs. 32 e 52) e fizemos sua modelagem pela EDO linear homogênea 


(1) my” +cy' + ky =0. 


Aqui, y(t) como função do tempo t é o deslocamento do corpo de massa m a partir do repouso. Tratava-se de 
movimentos livres, ou seja, movimentos ocorrendo na ausência de forças externas; portanto, eles eram causados 
somente por forças internas, de dentro do sistema. Estas últimas eram a força da inércia my”, a força de amor- 
tecimento cy' (se c > 0) e a força da mola ky agindo como uma força restauradora. 

Estenderemos agora nosso modelo, com a inclusão de uma força externa, que chamaremos de r(t), no lado 


direito da equação. Então, temos 


(2*) 


my” + cy” + ky = rÑ. 


Mecanicamente, isso significa que, a cada instante t, a resultante das forças internas está em equilíbrio com 
r(t). O movimento resultante é chamado de movimento forçado com uma função de força r(t), que também é 
conhecida como input ou força motriz, ao passo que a solução a ser obtida é chamada de output ou resposta 


do sistema à força motriz. 


De interesse especial são as forças periódicas externas, e consideraremos uma força motriz da forma 


k 


r(t) = Fo cos wt 


(F, > 0, œ > 0). 


Mola 


Corpo [o = Focos qt 


Amortecedor 


Fig. 52. Massa numa mola 
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Então, temos a EDO não-homogênea 
(2) my” + cy! + ky = F, cos ot. 


Sua solução irá nos familiarizar com mais alguns fatos fundamentais e de interesse na matemática para engenharia, 
em particular os relacionados à ressonância. 


Resolvendo a EDO Não-homogênea (2) 


Da Seção 2.7, sabemos que uma solução geral de (2) é a soma de uma solução geral y, da EDO homogênea (1) 
mais uma solução qualquer y, de (2). Para obtermos y,, usamos o método dos coeficientes a determinar (Seção 
2.7), começando de 


(3) Y(t) = a cos wt + b sen ot. 


Derivando essa função (regra da cadeia!) obtemos 
Yp = —wa sen wt + wb cos wt, 
yy = —w?a cos wt — w*b sen wt. 
Substituindo y,, y”, y” em (2) e juntando os termos de senos e de cossenos, temos 
[(k — moda + wcb] cos wt + [—wca + (k — ma?)b] sen wt = Fy cos wt. 
Os termos de cossenos em ambos os lados devem ser iguais, e o coeficiente dos termos dos senos no lado esquerdo 


deve ser zero, visto que não há termo de senos no lado direito. Isso nos dá duas equações 


k — moa + b =F 
(4) ( mw?) a wc 0 
—wca + (k — mo?)b = 0 


para determinarmos os coeficientes desconhecidos a e b. Trata-se de um sistema linear, que pode ser resolvido 
pelo método da eliminação. Para eliminarmos b, multiplicamos a primeira equação por k — mw? e a segunda por 
—wc, e fazemos a soma dos resultados, obtendo assim, 
(k — mua + vicia = Folk — mo?). 
Similarmente, para eliminarmos a, multiplicamos a primeira equação por wc e a segunda por k — mw?, fazendo 
a soma para obtermos 
w2c2b + (k — mw?)2b = Fywc. 
Se o fator (k — mw?) + wc? não for igual a zero, podemos fazer uma divisão por esse fator e resolver para a e b, 
be F wc 
E A A = Po a 
(k — ma?) + wee? (k — ma?) + wc? 


Se fizermos V k/m = wo (> 0), como na Seção 2.4, então k = m œw e obtemos 


mw — a) wc 


> b=F E 
mA? = 2)? O 0 mo? = 2)? TE 


(5) a Ep 


Portanto, obtemos a solugáo geral da EDO náo-homogénea (2) na forma 


(6) YA = YÀ + YÀ. 


Aqui, y; é uma solução geral da EDO homogénea (1) e y, é dada por (3) com os coeficientes (5). 

Discutiremos agora o comportamento do sistema mecânico, fazendo uma distinção entre dois casos, o de 
c = 0 (não-amortecido) e o de c > 0 (amortecido). Esses casos corresponderão basicamente a dois tipos diferentes 
de saída. 


Caso 1. Oscilações Náo-amortecidas Forçadas. Ressonância 


Se o amortecimento do sistema físico for tão pequeno que se pode desprezar seu efeito durante o intervalo de 
tempo considerado, podemos então fazer c = O. Dessa forma, (5) se reduz a a = Fy/ [mo = w?)] e b = 0. Por- 
tanto, (3) torna-se (use w = k/m) 
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Fo F 
() WO = mw? — o) COS = 1 — (w/w?) OS O 


Aqui precisamos assumir que œw? 4 wọ”; fisicamente, a fregiiência w/(277) [ciclos/s] da força motriz é diferente da 
fregiiência natural wy/(27) do sistema, que é a frequência do movimento livre não-amortecido [veja (4) na Seção 
2.4]. De (7) e de (4*) na Seção 2.4, temos a solução geral do sistema “não-amortecido” 


Fo 


(8) y(t) = Ccos (wt — 6) 4 CET cos wt. 
o 


Vê-se que essa saída é uma superposição de duas oscilações harmônicas das fregiiências recém-mencionadas. 


Ressonância. Discutamos (7). Vemos que a amplitude máxima de y, é (fazendo cos wt = 1) 

Fo 1 
(9) da = — onde = —— 

p” P= T Colo) 
ay depende de w e wo. Se w — wo, então p e ay tendem ao infinito. Essa excitação das grandes oscilações, obtida 
pelo casamento da freqüência de entrada com a freqüência natural (w = wọ), é chamada de ressonância. p é o 
fator de ressonância (Fig. 53) e, a partir de (9), vemos que p/k = ay/F, é a razão entre as amplitudes da solução 
particular y, e da saída Fọ cos wt. Veremos posteriormente nesta seção que a ressonância se reveste de uma 
importância básica no estudo dos sistemas vibratórios. 

No caso da ressonância, a EDO não-homogênea (2) torna-se 


F, 
(10) y” + oy = — cos ot. 
m 


Então, (7) deixa de ser válida e, baseando-nos na Regra da Modificação vista na Seção 2.7, concluímos que uma 
solução particular de (10) é da forma 


yo) = t(a cos wt + b sen woô). 


Fig. 53. Fator de ressonância p(w) 


Fazendo a substituição em (10), obtemos os valores a = 0 e b = Fy/(Qmw,). Portanto (Fig. 54), 


(11) Yp) = 


t sen wot. 
Mwg 


Vemos que, devido ao fator t, a amplitude do sistema vibratório torna-se cada vez maior. Falando em termos 
práticos, sistemas com um amortecimento muito pequeno podem sofrer grandes vibrações, capazes de destruí-los. 
Voltaremos a esse aspecto prático da ressonância mais adiante nesta seção. 


y 


p A 


Fig. 54. Solução particular no caso de ressonância 
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TEOREMA 


Batimentos. Outro tipo interessante e altamente importante de oscilação é obtido se w estiver próximo de wọ. 
Tomemos, por exemplo, a solução particular [veja (8)] 


Fo 


(12) XD = mw? — a?) (Cos wi — cos wt) 


(w + w). 


Usando (12) no Apêndice 3.1, podemos escrever essa expressão como 
2Fo 


mw — w?) 


wo + w wo — w 


=i 


Como w está próximo de wọ, a diferença wọ — w é pequena. Logo, o período da última função senoidal é longo e 
obtemos uma oscilação do tipo mostrado na Fig. 55, com a curva pontilhada resultando do primeiro fator senoidal. 
Isso é o que os músicos ouvem quando afinam seus instrumentos. 


yt) = sen t| sen 


y 


Fig. 55. Oscilações forçadas não-amortecidas quando a diferença entre as freqüências de entrada e a natural é 
pequena (“batimentos”) 


Caso 2. Oscilações Amortecidas Forcadas 


Se o amortecimento do sistema massa—mola não for desprezivelmente pequeno, temos c > O e um termo de amor- 
tecimento cy” em (1) e (2). Então, a solução geral y, da EDO homogénea (1) se aproxima de zero à medida que t 
tende ao infinito, conforme sabemos da Segáo 2.4. Na prática, ela é igual a zero após um tempo suficientemente 
longo. Portanto, a “solução transiente” (6) de (2), dada por y = yp + y, aproxima-se da “solução de regime 
permanente” y,. Isso prova o seguinte. 


Solucáo de Regime Permanente 


Após um tempo suficientemente longo, a saída de um sistema vibratório amortecido submetido a uma forca 
motriz puramente senoidal [ver (2)] será praticamente igual a uma oscilação harmônica cuja fregiiência 
é igual à da entrada. 


Amplitude da Solução de Regime Permanente. Ressonância Prática 


Enquanto no caso náo-amortecido a amplitude de y, tende ao infinito à medida que w se aproxima de wọ, isso 
não ocorrerá quando houver amortecimento, caso em que a amplitude será sempre finita. Porém, ela pode ter um 
máximo para algum valor de w, dependendo da constante de amortecimento c. Isso é o que se chama de res- 
sonância prática, que é de grande importância, visto que, se c não for muito grande, então uma certa intensidade 
de entrada pode excitar as oscilações de modo forte o suficiente para danificar ou mesmo destruir o sistema. 
Casos assim já ocorreram, em particular antigamente, quando a ressonância era um fenômeno menos conhecido. 
Máquinas, automóveis, navios, aviões, pontes e arranha-céus são sistemas mecânicos vibratórios, sendo às vezes 
um tanto difícil encontrar construções que sejam completamente livres dos indesejáveis efeitos da ressonância, 
que podem ser causados, por exemplo, por um motor ou por ventos fortes. 


Para estudar a amplitude de y, como função de w, escrevemos (3) na forma 
(13) Yp) = C* cos (wt — n). 


C* é chamada de amplitude de y, e y é o ángulo de fase ou defasagem, devido ao fato de que ele mede a 
defasagem da saída em relação à entrada. De acordo com (5), essas grandezas são 
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F, 
C*(w) = Va? + b? = 2 ; 


V mw? = 2)? + re 
(14) 
tan yn(w) = = a 
n a mwg — 03) ` 


Vejamos se C*(w) possui um máximo e, em caso afirmativo, encontremos sua localização e seu valor. Chamemos 
de R o radicando na segunda raiz em C*. Igualando a derivada de C* a zero, obtemos 


dC* 
do 


1 
= Fo - 2 RP] [2mo — 0-20) + 20c?]. 


A expressão entre colchetes [. . .] é nula se 
(15) c? = Imdwy — q?) (w = kim). 


Rearranjando os termos, temos 


2 2 


2mo = 2mo — e = 2mk — e?. 


O lado direito dessa equação torna-se negativo se c? > 2mk, de modo que (15) não possui solução real e C* 
decresce monotonicamente à medida que w aumenta, conforme mostra a curva inferior na Fig. 56. Se c for menor, 
c? < 2mk, então (15) tem uma solução real w = Wax, onde 


15* ni = = 
( ) w Vo 2m? 


De (15%) vemos que essa solução aumenta à medida que c diminui e aproxima-se de wọ à medida que c se 
aproxima de zero. Veja também a Fig. 56. 

O valor de C*(Wmax) é obtido a partir de (14), com w? = w?máx dado por (15%). Para esse valor de «w?, obtemos 
no segundo radicando em (14) a partir de (15*) 


4 


2 
E 2 = lo? G 


ES, 


2.2 2 32 
mw” — Umas)” = Wo” — 
Am? 2m? 


A soma dos lados direitos dessas duas fórmulas é 
(ct + 4m2wm)c? — 204) (4m?) = emo — cA (4m2). 


Substituindo essa expressão em (14), obtemos 


2mFo 
ma = e” l 


Vemos que C*(wmáx) é sempre finito quando c > O. Além disso, desde que a expressão 


c24m?wm)? — ct = cU4mk — c?) 


(16) CH0máx) = 


no denominador de (16) diminui monotonicamente para zero à medida que c? (< 2mk) vai a zero, a amplitude 
máxima (16) aumenta monotonicamente para o infinito, em concordáncia com o resultado que obtivemos no Caso 
1. A Fig. 56 mostra a amplificação C*/F, (a razão entre as amplitudes da saída e da entrada) como função de w 
para m = 1, k = 1 (e, portanto, wy= 1) e para diversos valores da constante de amortecimento c. 

A Fig. 57 mostra o ángulo de fase (a defasagem da saída em relação à entrada), que é menor que 7/2 quando 
w < w e maior que 7/2 para w > wọ. 


SE 


(0) (0) 
Fig. 56. Amplificação C*/F, como função de Fig. 57. Defasagem y como função de w para 
w para m = 1, k = 1 e diversos valores da m = 1, k = 1, portanto, w, = 1, e diversos 


constante de amortecimento c valores da constante de amortecimento c 
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PROBLEMAS PROPOSTOS 2.8 


1-8 SOLUÇÕES DE REGIME PERMANENTE 


Encontre a oscilação de regime permanente do sistema massa-mola 
através da EDO fornecida. Mostre os detalhes do que fizer. 
1. y” + 6y' + 8y = 130 cos 3t 
. 4y" + 8y' + 13y = 8 sen 1,5t 
y” + y" + 4,25y = 221 cos 4,51 
y” + 4y’ + 5y = cos t — sent 
(D? + 2D + I)y = —sen 2t 
(D? + 4D + 3I)y = cost + à cos 3t 
(D? + 6D + 181)y = cos 3t — 3 sen 3t 
(D? + 2D + 107)y = —25 sen 4t 


9-14| SOLUÇÕES TRANSIENTES 


Encontre o movimento transiente do sistema massa-mola modelado 
pela EDO dada. Mostre os detalhes do que fizer. 


9. y” + 2y" + 0,75y = 13 sent 

10. y” + 4y' + 4y = cos 4t 

11. 4y” + 12y' + 9y = 75 sen 31 

12. (D? + 5D + 4D)y = sen 2t 

13. (D? + 3D + 3,251)y = 13 — 39 cos 2t 
14. (D? + 2D + 5Dy = 1 + sent 


15-20| PROBLEMAS DE VALOR INICIAL 


Encontre o movimento do sistema massa-mola modelado pela EDO e 
pelas condições iniciais. Faça um esboço ou gráfico da curva-solugáo. 
Além disso, faça também um esboço ou gráfico da curva de y — yp, para 
ver quando o sistema praticamente atingirá o regime permanente. 


15. y” +2y' + 26y = 13 cos 31, y0)=1, y(0)=0,4 
16. y” + 64y = cos t, y(0) = 0, y'(0) = 1 

17. y” + 6y' + 8y = 4 sen 2t, y(0) = 0,7, y'(0) = —11,8 
18. (D? + 2D + I)y = 75(sent — E sen 2t + 3 sen 30), 


PANAN E 


y0) = 0, y'(0) =1 
19. (4D? + 12D + 13))y = 12 cost — 6 sen t, 
y(0) = 1, y'(0) = —1 


20. y” + 25y = 99 cos 4,91, y(0)=2, y(0)=0 
21. (Batimentos) A partir de (12), derive a fórmula que vem logo após 
ela. Pode haver batimentos caso o sistema seja amortecido? 


22. (Batimentos) De que modo o gráfico da solugáo do Problema 20 
se altera quando se muda a fregiiência da força motriz? 


23. PROJETO ESCRITO. Vibracóes Livres e Forcadas. Escreva 
um relatório conciso de duas a trés páginas sobre os fatos mais 
importantes a respeito das vibrações livres e forçadas. 

24. EXPERIMENTO DE ÁLGEBRA COMPUTACIONAL. Vibra- 
ções Não-amortecidas. 

(a) Resolva o problema de valor inicial y” + y = cos wt, œ? + 1, 
y(0) = 0, y'(0) = 0, mostrando que é possível escrever a solução 
como 


y(t) = 


1 
o tia o x 


sen 
w 


1 — 
17) 


sen 


la 
z< — wt š 


(b) Faça experiências com (17), alterando w para ver a mudança 
ocorrida nas curvas, passando das que têm um pequeno valor de w 
(> 0) para os batimentos, depois para a ressonância e para valores 
grandes de w (veja a Fig. 58). 


25. 


26. 


10 


-10 


0,04 | 


-0,04 


0=6 
Fig. 58. Curvas-solucáo típicas no experimento de álgebra 
computacional 24 


PROJETO DE EQUIPE. Ressonáncia Prática. (a) Apresente 
uma derivação detalhada da fórmula (6), de extrema importância. 


(b) Considerando dC*/dc, mostre que C*(wmáx) aumenta à medida 
que c (= V2mk) diminui. 

(c) Ilustre o caso de ressonância prática com uma EDO de sua esco- 
lha, na qual você varie c; faça também um esboço ou um gráfico 
das curvas correspondentes, como as que aparecem na Fig. 56. 


(d) Tome agora sua EDO com um valor fixo de c e uma entrada 
consistindo em dois termos, um com uma frequência próxima da 
freqiiéncia de ressonância prática, e o outro, não. Discuta e faça 
um esboço ou gráfico da saída. 


(e) Forneça outras aplicações (que não estejam mencionadas neste 
livro) nas quais a ressonância é importante. 
(Cano de uma arma de fogo) Resolva 

1 — Plim? se0sts 7 

y” e y = 
0 set > 7, 
y(0) = y'(0) = 0. 

Essa equação modela um sistema não-amortecido no qual uma 
força F atua durante um certo intervalo de tempo (veja a Fig. 59), 
por exemplo, a força sobre o cano de uma arma de fogo quando 
uma cápsula é disparada, com o cano sendo freado por molas duras 
(e então refreado por um amortecedor, que ignoraremos por simpli- 
cidade). Sugestão. em m, tanto y quanto y” devem ser contínuos. 


Fig. 59. Problema 26 
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2.9 Modelagem: Circuitos Elétricos 


Obter bons modelos é uma tarefa que os computadores náo sáo capazes de fazer, razáo pela qual ela se tornou 
uma importante tarefa na matemática aplicada nos dias de hoje. A melhor maneira de ganhar experiéncia nessa 
atividade é considerar o modelo a partir de diversas áreas de interesse. Nessa linha, a modelagem de circuitos 
elétricos que iremos discutir será útil para todos os estudantes, e náo apenas para os de engenharia elétrica ou 
de ciência da computação. 

Acabamos de ver que as EDOs possuem importantes aplicações em mecânica (veja também a Seção 2.4). 
Similarmente, elas também servem de modelos para circuitos elétricos, retratando o modo como eles se apre- 
sentam como partes de grandes redes de computadores e outros aparelhos. Os circuitos que consideraremos aqui 
são os blocos básicos de construção dessas redes. Eles contêm três tipos de componentes, a saber, resistores, 
indutores e capacitores. A Fig. 60 mostra um desses circuitos RLC, como eles são chamados. Nele, um resistor 
de resistência R O (ohms), um indutor de indutância L H (henrys) e um capacitor de capacitância C F (farads) 
são dispostos em série, conforme mostrado, e conectados a uma força eletromotriz E(t) V (volts) (um gerador, 
por exemplo) senoidal, como na Fig. 60, ou de algum outro tipo. R, L, Ce E são dados e desejamos encontrar a 
corrente /(t) A (ampères) no circuito. 


E(t) = E, senwt 


Fig. 60. Circuito RLC 


Uma EDO para a corrente (t) no circuito RLC da Fig. 60 é obtida a partir da seguinte lei (análoga à segunda 
lei de Newton, conforme veremos mais tarde). 


Lei da Voltagem de Kirchhoff (KVL).” A voltagem (a força eletromotriz) imprimida num circuito fechado é 
igual à soma da queda de tensão ao longo dos outros elementos do circuito. 

Na Fig. 60, o circuito é um caminho fechado e a voltagem fornecida E(t) é igual à soma das quedas de vol- 
tagem ao longo dos três elementos R, L e C do circuito. 


Quedas de Tensão. Experimentos mostram que uma corrente 7 passando por um resistor, indutor ou capacitor 
causa uma queda de tensão (diferença de tensão, medida em volts) nas duas extremidades; essas quedas são 


RI (Lei de Ohm) Queda de tensão num resistor de resistência R (Q), 
dl 

Lr =L E: Queda de tensão num indutor de indutância L henrys (H), 

Q 

T Queda de tensão num capacitor de capacitância C farads (F). 


Aqui, Q coulombs é a carga no capacitor, relacionada com a corrente por 


dQ ; 
Kt) = aF equivalentemente, Q) = f KA) dt. 


Isso está resumido na Fig. 61. 


7 GUSTAV ROBERT KIRCHHOFF (1824-1887), físico alemão. Posteriormente, também necessitaremos da lei da corrente de Kirchhoff 
(KCL): 

Num ponto qualquer de um circuito, a soma das correntes que chegam é igual à soma das correntes que saem. 

As unidades de medida das grandezas elétricas receberam os nomes de ANDRÉ MARIE AMPÈRE (1775-1836), físico francês, CHAR- 
LES AUGUSTIN DE COULOMB (1736-1806), físico e engenheiro francês, MICHAEL FARADAY (1791-1867), físico inglês, JOSEPH 
HENRY (1797-1878), físico norte-americano, GEORG SIMON OHM (1789-1854), físico alemão, e ALESSANDRO VOLTA (1745-1827), 
físico italiano. 
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Nome Símbolo Notação Unidade Queda de Tensão 


Resistor ôhmico —AAAMA— R Resistência óhmica ohms (Q) 
Indutor 1% ~ L Indutância henrys (H) 


Capacitor — — C Capacitância farads (F) 


Fig. 61. Elementos de um circuito RLC 


De acordo com KVL, temos, portanto, na Fig. 60, para um circuito RLC com uma força eletromotriz E(t) = 
E, sen wt (E, constante) como um modelo para “equações na forma integral e diferencial” 


1 
(1) LI +RI+G fid = EO = E, sen wt. 


Para ficarmos livres dessa integral, derivamos (1') com relação a t, obtendo 
n 1 1 , 
(1) LI” + RI +FGI=EO) = Ew cos wt. 


Isso mostra que a corrente num circuito RLC é obtida como a solução dessa EDO não-homogênea de segunda 
ordem com coeficientes constantes (1). 
De (1”), usando Z = O”, obtemos 7' = Q"; também obtemos diretamente 


1 
a”) LO” + RQ' + T 2 = Essen ot. 


Porém, na maioria dos problemas práticos, a corrente /(t) é mais importante do que a carga Q(t), e por essa razão, 
iremos nos concentrar em (1) ao invés de (1”). 


Resolvendo a EDO (1) para a Corrente. Discussáo da Solucáo 


Uma solução geral de (1) é a soma Z = 1, + L,, onde 1, é uma solução geral da EDO homogênea correspondente 
a (1) e J, é uma solução particular de (1). Primeiro, encontramos o valor de 7, pelo método dos coeficientes a 
determinar, procedendo como na seção anterior. Substituímos 


(2) I, 


p = a cos œt + b sen wt 


I, = œ(—a sen wt + b cos wt) 
Ip = œ(—a cos wt — b sen wf) 


em (1). Então, agrupamos os termos com os cossenos e os igualamos a Ey cos wt no lado direito, fazendo ao 
mesmo tempo os termos com os senos serem iguais a zero, visto que não há termo senoidal no lado direito, 


Lo(—a) + Rob + alC = Ew (Termos de cossenos) 
LoU(—b) + Ro(—a) + bIC=0 (Termos de senos). 


Para resolver esse sistema para a e b, primeiro introduzimos uma combinação de L e C, chamada de reatáncia 


1 
= ab = —. 
(3) Fado wC 


Dividindo as duas equações anteriores por w, ordenando os termos e substituindo S, temos 
— Sa + Rb = Eo 
—Ra — Sb = 0. 


Agora, eliminamos b multiplicando a primeira equação por $ e a segunda por R, e fazendo a soma. Então, elimi- 
namos a multiplicando a primeira equação por R e a segunda por —S, e somando. Isso fornece 


—(S2 F Ra UN Eos, (R? + $2 b = ER. 


Em qualquer situação prática, a resistência R é diferente de zero, de modo que podemos resolver as equações 
para a e para b, 
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EXEMPLO 1 


-ES ER 
(4) a= RS. D= ers 
A Equação (2) com coeficientes a e b dados por (4) é a solução particular desejada 1, da EDO não-homogênea 
(1) que governa a corrente 7 num circuito RLC com uma força eletromotriz senoidal. 


Utilizando (4), podemos escrever 7, em termos de grandezas “fisicamente visíveis”, a saber, a amplitude 1 e 
a defasagem 0 da corrente em relação à força eletromotriz, ou seja, 


(5) D = h sen (wt — 0) 
onde [veja (14) no Apêndice A3.1] 


E a S 
lh = Va + bB = —2 , tan 0 = -> = —. 
VR? + Ss b R 
A quantidade VR? + S? é chamada de impedância. Nossa fórmula mostra que a impedância é igual à razão 
Ey I,. Isso é algo análogo à razão E/I = R (lei de Ohm). 
Uma solução geral da equação homogênea correspondente a (1) é 


= Mt Mat 
lI, = ce + ce 


onde A, e A, são as raízes da equação característica 


A R 1 
A? + L À + LC 7 O. 
Podemos escrever essas raízes na forma A; = —a + Be À, = —a — B, onde 
R R? 1 1 2 4L 
& = —, B = 3 == R 
2L 4L EC 2L C 


Agora, num circuito real, R nunca é zero (logo, R > 0). Disso, segue-se que /, se aproxima de zero, teoricamente 
à medida que t —> œ, mas, na prática, após um tempo relativamente curto. (Ocorre algo semelhante com o movi- 
mento visto na seção anterior.) Daí, a corrente transiente Z = 1, + I, tende a se igualar à corrente de regime 
permanente /, e, após algum tempo, a saída será praticamente uma oscilação harmônica, que é dada por (5) e 
cuja freqiiéncia é a mesma da entrada (da força eletromotriz). 


Circuito RLC 


Encontre a corrente I(t) num circuito RLC com R = 11 Q (ohms), L = 0,1 H (henry) e C = 10? F (farad), que está conectado a uma fonte de 
voltagem E(t) = 100 sen 4001 (logo, 63% Hz = 63% ciclos/s , pois 400 = 63% - 277). Suponha que a corrente e a carga sejam zero quando 
t=0. 


Solução. Etapa 1. Solução geral da EDO homogênea. Substituindo R, L, C e a derivada E'(t) em (1), obtemos 
0,11” + 117” + 1007 = 100 - 400 cos 4001. 
Logo, a EDO homogênea é 0,17” + 117' + 1007 = 0. Sua equação característica é 
0,12 + 11A + 100 = 0. 
As raízes são À = — 10 e Ag = — 100. A solução geral correspondente da EDO homogênea é 
h = eje a cge 100%, 
Etapa 2. Solução particular 1, de (1). Calculamos a reatância S = 40 — 1/4 = 39,75 e a corrente de regime permanente 
l(t) = a cos 400t + b sen 4001 


com os coeficientes obtidos de (4) 
—100 - 39,75 100 - 11 
= = —2,3368, b = 7 = 0,6467. 
112 + 39,75? 112 + 39,75? 


Logo, no presente caso, uma solugáo geral da EDO náo-homogénea (1) é 


(6) KA = cye Tt + coe100t — 2,3368 cos 4001 + 0,6467 sen 400+. 


Etapa 3. Solução particular satisfazendo as condições iniciais. Como usar Q(0) = 0? Finalmente, determinamos c; e c3 a partir das condições 
iniciais /(0) = O e Q(0) = 0. Da primeira condição e de (6), temos 


(7) K0) = cy + co — 2,3368 = 0, logo, ca = 2,3368 — c}. 


Além disso, usando (1') com t = O e observando que a integral se iguala a O(t) (veja a fórmula antes de (1'), obtemos 


1 
LI (0) + R:0 + T -0=0, logo T'(0) =0. 
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Derivando (6) e fazendo t = 0, obtemos, portanto, 


T0) 10c; — 100c + O + 0,6467 - 400 = 0, logo, —10c, = 100(2,3368 — cı) — 258,68. 
A solução desta equação e de (7) é cı = —0,2776, cy = 2,6144. Daí, a resposta é 
KA = -0,2776e 1% + 2,6144e-100% — 2,3368 cos 4001 + 0,6467 sen 4001. 


A Fig. 62 mostra /(1) e também 1,(t), que praticamente coincidem, excetuando-se num curto período de tempo próximo de t = 0, porque os 
termos exponenciais vão a zero muito rapidamente. Portanto, após um intervalo de tempo muito curto, a corrente praticamente executará 
oscilações harmônicas com a freqüência de entrada 63 Hz = 63% ciclos/s. Sua amplitude máxima e de sua defasagem podem ser vistas por 
meio de (5), que aqui toma a forma 


If) = 2,4246 sen (4001 — 1,3008). a 


Fig. 62. Correntes transiente e de regime permanente, no Exemplo 1 


Analogia entre as Grandezas Elétricas e Mecânicas 


Sistemas inteiramente diferentes, de natureza física ou outra, podem ter esse mesmo modelo matemático. Por 
exemplo, vimos isso nas diversas aplicações da EDO y” = ky no Cap. 1. Outra demonstração de grande impacto 
desse poder unificador da matemática é dada pela EDO (1), referente aos circuitos RLC, e pela EDO (2) da 
última seção, referente ao sistema massa-mola. Ambas as equações 


1 
LI" + RI' + = I = Ew cos œt e my" + cy' + ky = Focos wt 


são da mesma forma. A Tabela 2.2 mostra a analogia entre as diversas grandezas envolvidas. A indutância L cor- 
responde à massa m e, de fato, um indutor se opõe a uma alteração na corrente, exercendo um “efeito de inércia” 
similar ao que ocorre com uma massa. A resistência R corresponde à constante de amortecimento c, e um resistor 
provoca perda de energia, do mesmo modo que um amortecedor o faz. E assim por diante. 

Essa analogia é estritamente quantitativa, no sentido em que, para um dado sistema mecânico, é possível 
construir um circuito elétrico cuja corrente dará os mesmos valores do deslocamento no sistema mecânico, desde 
que se introduzam fatores de escala adequados. 

A importância prática dessa analogia é quase óbvia. A analogia pode ser utilizada para construir um “modelo 
elétrico” de um dado modelo mecânico, resultando numa considerável economia de tempo e dinheiro, visto que 
os circuitos elétricos são fáceis de montar e as grandezas elétricas podem ser mensuradas de modo muito mais 
rápido e acurado do que as grandezas mecânicas. 


Tabela 2.2 Analogia entre Grandezas Elétricas e Mecânicas 


Sistema Elétrico Sistema Mecânico 
Indutância L Massa m 
Resistência R Constante de amortecimento c 
Recíproco 1/C da capacitância Constante elástica da mola k 


Derivada Eçw cos wt da força eletromotriz } Força motriz Fo cos wt 


Corrente I(t) Deslocamento y(t) 
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PROBLEMAS PROPOSTOS 2.9 


1. 


Fig. 65. Corrente típica | = e! + sen (t 


(Circuito RL) Modele o circuito RL mostrado na Fig. 63. Obtenha a 
solução geral quando R, L, E são constantes quaisquer. Faça um gráfico 
ou esboço das soluções quando L = 0,1 H, R = 5 Q, E = 12 V. 


. (Circuito RL) Resolva o Problema 1 quando E = E, sen wtf e R, 


L, Ep, w são arbitrários. Faça um esboço de uma solução típica. 


. (Circuito RC) Modele o circuito RC da Fig. 66. Obtenha a corrente 


devida a uma constante E. 


. (Circuito RC) Encontre a corrente no circuito RC da Fig. 66 com 


E = E, sen wt e valores arbitrários de R, C, Eye œw. 
R 


E(t) 


L 
Fig. 63. Circuito RLC 


Corrente I(t) 


=. NU A O 
T 


i l i | l 
0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1 t 


Fig. 64. Correntes do Problema 1 


Corrente I(t) 
2 = 
1,5 | 
IF | | A N 
0,5 
| Bla be | 
4r 8r 12r t 
-0,5} 
AE 


im) do Problema 2 


R 


Fig. 66. Circuito RC 


Corrente I(t) 


CR 


Fig. 67. Circuito 1 do Problema 3 


5. (Circuito LC) Este é um circuito RLC com uma resistência R 
desprezivelmente pequena (o que é análogo a um sistema mas- 
sa-mola não-amortecido). Obtenha a corrente quando L = 0,2 H, 
C = 0,05 F e E = sen t V, supondo que a corrente e a carga tenham 
valores iniciais nulos. 


6. (Circuito LC) Encontre a corrente quando L = 0,5 H, C = 8- 
107* F, E = 1? V e a corrente e a carga possuem valores iniciais 
nulos. 


7-9 CIRCUITOS RLC (FIG. 60) 


7. (Sintonia) Ao sintonizarmos um aparelho de som em uma estação 
de rádio, ajustamos o controle de sintonia (giramos um botáo) 
que altera C (ou talvez L) num circuito RLC de tal modo que a 
amplitude da corrente de regime permanente (5) torna-se máxima. 
Para qual C isso ocorrerá? 


S. (Corrente transiente) Prove o que dizemos no texto — que se 
R %F0 (logo, R > 0), então a corrente transiente se aproxima de 1, 
à medida que t — oo, 

9. (Casos de amortecimento) Quais são as condições para que um 
circuito RLC seja: (I) superamortecido, (II) criticamente amorteci- 
do e (III) subamortecido? Qual é a resistência crítica Roy; (análoga 
à constante de amortecimento crítico 2NV my? 


10-12 | Obtenha a corrente de regime permanente no circuito RLC da 
Fig. 60, para os dados fornecidos. (Mostre os detalhes do que fizer.) 


10. R = 8 Q, L = 0,5 H, C = 0,1 F, E = 100 sen 2t V 
11. R = 1 Q, L = 0,25 H, C = 5 ; 10° F, E = 110 V 
12. R = 2 Q, L = 1 H, C = 0,05 F, E = +8 sen 31 V 
13-15 | Encontre a corrente transiente (uma solução geral) no cir- 


cuito RLC da Fig. 60 para os dados fornecidos. (Mostre os detalhes 
do que fizer.) 


13. R = 6 Q, L = 0,2 H, C = 0,025 F, E = 110 sen 101 V 
14. R = 0,2 Q, L = 0,1 H, C = 2 F, E = 754 sen 0,5t V 
15. R = 1/10 QO, L = 1/2 H, C = 100/13 F, 

E = e (1,932 cos $1 + 0,246 sen $1) V 


Resolva o problema de valor inicial para o circuito RLC 

da Fig. 60 com os dados fornecidos, supondo que a corrente e a carga 

iniciais sejam nulas. Faça um gráfico ou esboço da solução. (Mostre 

os detalhes do que fizer). 

16. R = 4 Q, L = 0,1 H, C = 0,025 F, E = 10 sen 101 V 

17. R = 6 Q, L = 1 H, C = 0,04 F, E = 600 (cos £ + 4 sen 1) V 

18. R = 3,6 Q, L = 0,2 H, C = 0,0625 F, E = 164 cos 10t V 

19. PROJETO ESCRITO. Analogia entre os Circuitos RLC e os 
Sistemas Massa-Mola Amortecidos. (a) Escreva um texto de 
duas a três páginas baseado na Tabela 2.2. Descreva mais deta- 
lhadamente a analogia e indique sua significância prática. 


(b) Qual circuito RLC com L = 1 H é o análogo de um sistema 
massa-mola com uma massa de 5 kg, uma constante de amorteci- 
mento de 10 kg/s, uma constante elástica de 60 kg/s? e uma forca 
motriz igual a 220 cos 107? 


(c) Ilustre a analogia com um outro exemplo de sua escolha. 


20. PROJETO DE EQUIPE. Método Complexo para Soluções 
Particulares. (a) Encontre uma solução particular da EDO com- 
plexa 


a Ds 
LI” ae RI af o Eqwe'* (i=V-1) 


(8) 
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substituindo E = Ke'* (K desconhecida) e suas derivadas em (8), 
e então tome a parte real 7, de Ke mostrando que 7, concorda com 
(2) e (4). Sugestão. use a fórmula de Euler e'* = cos wt + i sen 
wt [(11) na Seção 2.2 com wtf no lugar de t]. Observe que Eçw cos 
æt é a parte real de Ejwe*** em (8). Use 2 = —1. 
(b) A impedância complexa Z é definida como 


1 
Z=R+iS=R Hilo). 


wC 
Mostre que K obtido em (a) pode ser escrito como 
_ Lo 
iZ ` 


Observe que a parte real de Z é R, a parte imaginária é a reatância 


S e o valor absoluto é a impedância |Z| = V R? + S2, conforme 
definida anteriormente. Veja a Fig. 68. 


(c) Encontre a solução de regime permanente da EDO /” + 
2I' + 31 = 20 cos t, primeiro pelo método real e depois pelo 
método complexo, e compare os dois métodos. (Mostre os detalhes 
do que fizer.) 

(d) Aplique o método complexo a um circuito RLC de sua esco- 
lha. 


Eixo imaginário 


| Reatância S 


R Eixo real 


Fig. 68. Impedância complexa Z 


2.10 Solução por Variação de Parâmetros 


Continuemos nossa discussão das EDOs lineares não-homogêneas 


(1) y” + py + qy = rx). 


Na Seção 2.6, vimos que uma solução geral de (1) é a soma de uma solução geral y, da EDO homogênea corres- 
pondente e uma solução particular y, de (1). Para obtermos y, quando r(x) não for uma função muito complicada, 
freqüentemente utilizamos o método dos coeficientes a determinar, conforme mostramos na Seção 2.7 e fizemos 
a aplicação a modelos básicos de engenharia nas Seções 2.8 e 2.9. 

Entretanto, desde que esse método se restringe a funções r(x) cujas derivadas têm uma forma similar à própria 
r(x) (potências, funções exponenciais etc.), é desejável haver um método válido para EDOs (1) mais gerais, que 
obteremos agora, e que se chama método da variação dos parâmetros, creditado a Lagrange (Seção 2.1). Aqui, 
pP, q, r em (1) podem ser variáveis (funções dadas de x), porém supomos que sejam funções contínuas em algum 


intervalo aberto Z. 


O método de Lagrange fornece uma solução particular y, de (1) em Z na forma 


Jar Jar 
(2) voto) = 1 287 di + ya [ 55 dx 


onde y, yz formam uma base de soluções da EDO homogênea correspondente 


(3) y” + play" + qy = 0 


em I, e W é o wronskiano de y ya. 


(4) 


CUIDADO! 


W = yiya — yi 


(veja a Seção 2.6). 


A fórmula de solução (2) é obtida sob a suposição de que a EDO é escrita na forma-padráo, com 


y” como o primeiro termo, conforme mostrado em (1). Se a equação começar com f(x)y”, devemos primeiro 


dividi-la por f(x). 


Na integração em (2), freqüentemente pode haver dificuldades, o mesmo podendo ocorrer com a determinação 
de y, ya se (1) tiver coeficientes variáveis. Se você puder escolher, use o método anterior, que é mais simples. 
Antes de derivar (2), vamos nos deter num exemplo para o qual é necessário usar o novo método. (Tente resol- 


vê-lo pelo primeiro método.) 


EXEMPLO-1 Método da Variação dos Parámetros 


Resolva a EDO não-homogênea 


y” +y = secr 


1 


cosx ` 


Solução. Uma base de soluções da EDO homogênea num intervalo qualquer é y, = cos x, y, = sen x. Isso fornece o wronskiano 


W(Y1 Y2) = cos x cos x — sen x (—sen x) = 1. 
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De (2), escolhendo como zero as constantes de integração, obtemos a solução particular da EDO dada 


Yp = “cos x sen x sec x dx + sen x | cos x sec x dr 


= cos x In |cos x| + x sen x (Fig. 69). 


A Fig. 69 mostra y, e seu primeiro termo, que é pequeno, de modo que x sen x essencialmente determina a forma da curva de y,. (Lembre- 
se da Seção 2.8 que vimos x sen x em conexão com a ressonância, excetuando-se quanto à notação.) De y, e da solução geral y, = C1y1 + 
Cayo da EDO homogênea, obtemos a resposta 


Y =) + Yp = (cı + In [cos x|) cos x + (cg + x) sen x. 


Se tivéssemos incluído as constantes de integração —c,, cz em (2), então (2) teria fornecido a equação adicional c} cos x + cy sen x = 


C1)1 + coy2, Ou seja, uma solução geral da EDO dada, diretamente a partir de (2). Isso sempre ocorrerá. El 
y 
10 F 
- / 
EA | | 
o EL da paia 
8 10 12 x 


-10 


Fig. 69. Solução particular y, e seu primeiro termo do Exemplo 1 


A Idéia do Método. Derivação de (2) 


Qual foi a idéia de Lagrange? E por que o método recebeu esse nome? Onde usamos as suposições de continui- 
dade? 
A idéia é começar a partir de uma solução geral 


Y (Xx) = colo) + Caya(x) 


da EDO homogênea (3) num intervalo aberto / e substituir as constantes (“os parámetros”) c, e cz, por funções 
u(x) e v(x); isso sugere o nome do método. Determinaremos u e v de modo que a função resultante 


(5) Yp) = uay) + UE) y) 


seja uma solução particular da EDO não-homogênea (1). Observe que y, existe pelo Teorema 3 da Seção 2.6, 
devido à continuidade de p e q em /. (A continuidade de r será utilizada posteriormente.) 
Determinamos u e v substituindo (5) e suas derivadas em (1). Derivando (5), obtemos 


Yp = Uy, + Uyi + Uy + Uy». 


Agora, y, deve satisfazer (1), o que é uma condição para as duas funções u e v. Parece plausível que possamos 
impor uma segunda condição. Com efeito, nossos cálculos mostraram que podemos determinar u e v de tal modo 
que y, satisfaga a (1) e u e v satisfaçam como uma segunda condição à equação 


(6) u'yi + uv y, = 0. 

Isso reduz a primeira derivada Yp à forma mais simples 

(7) Yp = UY] + Vya 
Derivando (7), obtemos 

(8) Yp = uy + Uyi + 0'y2 + Vya. 


Substituímos agora y, e suas derivadas em (1), conforme (5), (7) e (8). Agrupando os termos em u e os termos 
em v, obtemos 


uy + pyi + gy) + vlys + PY2 + gy) + u'yi +u'yo=r 
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Como y, e y, são soluções da EDO homogênea (3), isso se reduz a 


(9a) u'yi + v'ys =y, 
A Equação (6) é 
(9b) u'y + uyy = 0. 


Trata-se de um sistema linear de duas equações algébricas envolvendo as funções desconhecidas u’ e v'. Podemos 
resolvé-lo por eliminação do seguinte modo (ou pela regra de Cramer da Seção 7.6). Para eliminarmos v”, mul- 
tiplicamos (9a) por —y, e (9b) por y», e somamos, obtendo 
u'(Y1y2 — Y1) = Jar, portanto, u'W = —yor. 
Aqui, W é o wronskiano (4) de y,, yọ. Para eliminarmos u', multiplicamos (9a) por y, e 9(b) por —y; e somamos, 
obtendo 
U'(Y1Y2 — Y1) = Dir, portanto, v'W = yrr. 


Como y4, ya formam uma base, temos que W + O (pelo Teorema 2 da Seção 2.6) e podemos fazer a divisão por W, 
(10) u ===> v = 


Por integração, 


Y2 


u=-—|— dx, v=) 


yr 


W 


dx. 


Essas integrais existem, pois r(x) é contínua. Inserindo-as em (5), temos (2), o que completa a demonstração. E 


PROBLEMAS PROPOSTOS 2.10 


1-17| SOLUÇÃO GERAL 13. (12D? — 2xD + 21)y = x? sen x 


Resolva a EDO não-homogênea dada, usando o método da variação 14. (17D? + xD — 4D)y = 1/x? 
dos parámetros ou o dos coeficientes a determinar. Forneça uma solu- 15. (D? + I)y = sec x — 10 sen 5x 


ção geral. (Mostre os detalhes do que fizer.) 16. (17D? + xD + x? — DDy = x?” cos x. 
1. y” +y = csc x Sugestão: para obter yı, yz faça y = ux7™™?, 
2. y” z 4y' + dy = xe 17. (x?D? + xD (x? DDy x?’ sen x. 
3. xy" — 2xy" + 2y = x? cos x Sugestáo: como no Problema 16. 
A eia 18. PROJETO DE EQUIPE. Comparacáo dos Métodos. O método 

a E dos coeficientes a determinar deve ser usado sempre que possível, 

S. y +y=tanx pois ele é mais simples. Compare-o com o método que estamos 
6. xy" — xy" + y = xn lx] vendo agora, da seguinte maneira. 
7. y” + y = cos x + sec x (a) Resolva y” + 2y' — 15y = 17 sen 5x por ambos os métodos 
8. y" = 4y' + 4y = 12e%/x4 mostrando todos os detalhes e compare os dois. 
9. (D? — 2D + Iy = x? + x7e (b) Resolva y” + 9y = 1, + ra, r, = sec 3x, rą = sen 3x aplicando 


cada método a uma função adequada no lado direito. 


2 — = 
10. 9 D eoria (c) Invente um método de coeficientes a determinar para as equa- 


11. (D? + 4D)y = cosh 2x ções de Euler-Cauchy náo-homogéneas, por meio de experimen- 
12. (x? D? + xD — y = 3x7! + 3x tação. 
QUESTOES E PROBLEMAS DE-REVISAO DO CAPITULO 2 
1. Quais propriedades gerais fazem as EDOs lineares serem particu- 4. Como se parece um problema de valor inicial para uma EDO de 
larmente interessantes? segunda ordem? 


2. O que é uma solução geral de uma EDO linear? E uma base de 


E 5. O que é uma solução particular, e por que, na forma de resposta aos 
soluções? 


A > 2 . x problemas práticos, ela é mais comum que uma solução geral? 
3. Como você obteria uma solução geral de uma EDO linear não- 


homogênea se conhecesse uma solução geral da EDO homogênea 6. Por que as EDOs de segunda ordem são mais importantes em 
correspondente? modelagem do que as EDOs de ordem superior? 
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7. Descreva as aplicações das EDOs nos sistemas mecânicos vibra- 
tórios. Quais são as analogias elétricas com esses sistemas? 


8. Se uma construção, por exemplo, uma ponte, apresentar efeitos 
indesejáveis de ressonância, o que poderia ser feito? 


9-18| SOLUÇÃO GERAL 


Obtenha uma solução geral das equações a seguir. Indique o método 
que vocé está utilizando e mostre os detalhes de seus cálculos. 


9. y” — 2y' — 8y = 52 cos 6x 


28. 


29. 


1 kg/s? e uma força motriz de 15 cos 0,5t — 7 sen 1,51 N, supondo 
que o deslocamento e a velocidade iniciais sejam nulos. Para qual 
freqiiéncia da força motriz haveria ressonância? 

No Problema 26, encontre a solução correspondente a um deslo- 
camento inicial de 10 e a uma velocidade inicial de O. 

Mostre que o sistema da Fig. 70 com m = 4, c = 0, k = 36 e uma 
força motriz de 61 cos 3,1t apresenta batimentos. Sugestão: escolha 
como zero as condições iniciais. 


f ; dl 7 30. Na Fig. 70, considere que m = 2, c = 6, k = 27 e r(t) = 10 cos wt. 
10. y 6y 9y = e — 27x Para qual w haverá a vibração de regime permanente de máxima 
11. y” + 8y' + 25y = 26 sen 3x amplitude possível? Determine essa amplitude. Então, utilize esse 


12. yy” = 2y"? 
13. (12D? + 2xD — 12Dy = 1/x? 
14. (xºD? + 6xD + 6Dy = x? 


-3,% 


31. 


w e o método dos coeficientes a determinar para ver se você obtém 
a mesma amplitude. 

Encontre um análogo elétrico do sistema massa-mola da Fig. 70 
com uma massa de 0,5 kg, uma constante elástica de 40 kg/s?, uma 


20 i = M 

15. 2D + Iy =x n constante de amortecimento de 9 kg/s e uma força motriz de 102 

16. (D? — 4D + 5I)y = e” cossec x cos 6t N. Resolva o sistema análogo, supondo que a corrente e a 

17. (D? — 2D + 2I)y = e” cossec x carga iniciais sejam nulas. 

18. (4x2D? 24xD + 49Dy = 36x? 32. Encontre a corrente no circuito RLC da Fig. 71 quando L= 0,1 H, 
És -9. 104 = . 

19-25 | PROBLEMAS DE VALOR INICIAL R=200,C=2-10*F e E(t = 110 sen 415t V (66 ciclos/s). 


Resolva os problemas de valor inicial propostos. Faça um esboço ou 
gráfico da solução. (Mostre os detalhes do que fizer.) 


33. 


34. 


Encontre a corrente no circuito RLC quando L = 0,4 H, R = 40 Q, 
C=10*F e E(t) = 220 sen 314t V (50 ciclos/s). 


Encontre uma solugáo particular no Problema 33 usando o método 


moy rn SE E = d = q 
19. y , y 14y =0, y0) = 6, o (0) 6 complexo. (Veja o Projeto de Equipe 20 da Seção 2.9). 
20. y" + 6y + 18y=0, y(0)=5, y(0)= -21 
21. xy" — xy" — 24y=0, y(1)=15, 9(1)=0 
22. xy" + 15xy" +49y=0, AD=2, y'(1)= -11 
23. y” + 5y' + 6y = 108x2, y(0) = 18, y'(0) = —26 a 
24. y” + y' + 2,5y = 13 cos x, y(0) = 8,0, y'(0) = 4,5 k <> Mola 
25. (12D? + xD — 4Dy = 23, y(1) = -4/5, y'(1) = 93/5 
26-34 APLICACOES R L 
26. Encontre a solução de regime permanente do sistema da Fig. 70 
quando m = 4, c = 4, k = 17 e a força motriz for de 202 cos 3t. Ho 


27. Encontre a equação de movimento do sistema da Fig. 70 com uma 
massa de 0,25 kg, sem amortecimento, uma constante elástica de 
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Fig. 70. Sistema massa-mola 
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Fig. 71. Circuito RLC 


As EDOs lineares de segunda ordem são particularmente importantes nas aplicações em matemática, por exemplo, em 
mecânica (Seções 2.4 e 2.8) e em engenharia elétrica (Seção 2.9). Uma EDO de segunda ordem é chamada de linear 
quando ela pode ser escrita como 


(1) 


(Se o primeiro termo for, digamos, f(x)y”, devemos dividi-lo por f(x) para obtermos a “forma-padrão” (1), que tem 
y” como o primeiro termo.) A Equação (1) é chamada de homogênea quando r(x) é zero para todo x considerado, 
usualmente em algum intervalo aberto; escreve-se então r(x) = 0. Logo, 


(2) y” + pay’ + qQ) = 0. 


A Equação (1) é chamada de não-homogênea quando r(x) + O (significando que r(x) é diferente de zero para algum 
valor de x considerado). 

Para a EDO homogênea (2), temos o importante princípio da superposição (Seção 2.1), pelo qual uma combinação 
linear y = ky, + ly, de duas soluções y, ya é também uma solução. 

Duas soluções linearmente independentes yı, yz de (2) num intervalo aberto 1 constituem uma base (ou um sistema 
fundamental) de soluções em 7, e y = cıyı + c,y, com constantes arbitrárias cı, C é uma solução geral de (2) em Z. 


y” + po) + qlo)y = ro) (Seção 2.1). 
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Disso, obtemos uma solução particular se especificarmos valores numéricos (quantidades) para c, e c,, usualmente 
pelo estabelecimento de duas condições iniciais 


(3) Vo) = Ko y'o) = K (xo Ko, K, são números dados; Seção 2.1). 


As Equações (2) e (3) juntas formam um problema de valor inicial, e algo similar ocorre em relação a (1) e (3). 
Para uma EDO não-homogênea (1), uma solução geral é da forma 


(4) Y = Y +) (Secáo 2.7). 


Aqui, y, é uma solução geral de (2) e y, é uma solução particular de (1). Essa função y, pode ser determinada por um 
método geral (variacáo dos parámetros, Segáo 2.10) ou, em muitos casos práticos, pelo método dos coeficientes a 
determinar. Este último se aplica quando (1) tem coeficientes constantes p e q, e r(x) é uma poténcia de x, ou um 
seno, cosseno etc. (Segáo 2.7). Entáo, escrevemos (1) como 


(5) y” + ay' + by = r(x) (Seção 2.7). 
A EDO homogênea correspondente y' + ay’ + by = 0 possui soluções y = e*”, onde A é uma raiz de 
(6) 2 +ai+tb=0. 


Logo, há três casos possíveis (Seção 2.2): 


Caso Tipo de Raízes Solução Geral 
I Raízes reais Ay, Az y = Ge + ce” 
H Duplas —5a y = (c, + cox) e 
HI Complexas -ła + iw* y = e™™P{A cos w*x + B sen w*x) 


Nas Seções 2.4, 2.7 e 2.8 são discutidas importantes aplicações de (5) a problemas mecânicos e elétricos, em conexão 
com as vibrações e a ressonância. 
Outra grande classe de EDOs resolvíveis “algebricamente” consiste nas equações de Euler-Cauchy 


(7) xy" + axy + by=0 (Seção 2.5). 
Essas equações têm soluções da forma y = x”, onde m é uma solução da equação auxiliar 
(8) m+(a- Dm+b=0. 


A existência e a unicidade das soluções de (1) e (2) são discutidas nas Seções 2.6 e 2.7, e a redução de ordem na 
Seção 2.1. 


Neste capítulo, estenderemos os conceitos e os métodos apresentados no Capítulo 2, passando das EDOs 
lineares de ordem n = 2 para as de ordem arbitrária n. Isso se dará de uma maneira direta e náo necessitará 
de nenhuma idéia nova. Entretanto, agora as fórmulas ficam mais complexas, a diversidade de raízes da 
equação característica (na Seção 3.2) torna-se muito maior com o aumento de n e o wronskiano passa a 
desempenhar um papel mais importante. 


Pré-requisitos: Seções 2.1, 2.2, 2.6, 2.7 e 2.10. 
Referéncias e Respostas dos Problemas: Parte A do Apéndice 1 e Apéndice 2. 


3.1 EDOs Lineares Homogéneas 


Lembremos da Seção 1.1 que uma EDO é de n-ésima ordem quando a n-ésima derivada y” = d"y/dx” da função 
desconhecida y(x) é a derivada de maior ordem existente. Portanto, a EDO é da forma 


d” 
Fæ, y, y’, e ed (y E | 


em que as derivadas de menor ordem e o próprio y podem ou não aparecer na equação. Uma EDO desse tipo é 
chamada de linear quando ela pode ser escrita na forma 


(1) YA e RD) pao = 


(Para n = 2, essa equação corresponde a (1) na Seção 2.1 com p, =p e po = q.) Os coeficientes po, ..., Pn € A 
função r no lado direito da equação são funções quaisquer dadas de x, e y é desconhecida. y” tem o coeficiente 
1. É prático escrever a equação nessa forma, chamada de forma-padráo. (Se tivermos p,(x)y”, devemos dividir 
essa expressão por p,(x) para chegarmos à forma-padrão.) Uma EDO de n-ésima ordem que não pode ser escrita 
na forma (1) é chamada de não-linear. 

Se r(x) for identicamente nula, r(x) = 0 (zero para todos os valores de x considerados, usualmente em algum 
intervalo aberto 7), então (1) torna-se 


(2) YO E ep o pia) de po) = 


e é chamada de homogênea. Se r(x) não for identicamente nula, então a EDO é chamada de não-homogênea, 
um tipo de equação que abordamos na Seção 2.1. 

Uma solução de uma EDO (linear ou não-linear) de n-ésima ordem num certo intervalo aberto 1 é uma função 
y = h(x) que é definida e n vezes diferenciável em /, e é tal que a EDO torna-se uma identidade quando substi- 
tuímos a função desconhecida y e suas respectivas derivadas por h e suas derivadas correspondentes. 


EDO Linear Homogênea: Princípio da Superposição, Solução Geral 


As Seções 3.1-3.2 tratarão das EDOs lineares homogéneas, e a Seção 3.3, das EDOs lineares não-homogêneas. 
O princípio básico da superposição ou linearidade apresentado na Seção 2.1 estende-se para as EDOs lineares 
homogêneas de n-ésima ordem da seguinte maneira. 
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TEOREMA 


DEFINIÇÃO 


DEFINIÇÃO 


EXEMPLOS 


EXEMPLO-2 


Teorema Fundamental das EDOs Lineares Homogêneas (2) 


Para uma EDO linear homogênea da forma (2), as somas e as multiplicações por constantes das soluções 
num intervalo aberto I são também soluções em I. (Entretanto, isso não se verifica para as EDOs não- 
homogêneas ou não-lineares!) 


Essa prova é uma generalização simples da apresentada na Seção 2.1 e preferimos deixá-la para os estudantes 
fazerem. 

A discussão que faremos agora seguirá paralelamente e depois se estenderá para além da apresentada na Seção 
2.1, em relação às EDOs de segunda ordem. Assim, nosso próximo passo é definir o que é uma solução geral de 
(2), o que requererá uma extensão do conceito de independência linear de duas para n funções. 


Solução Geral, Base, Solução Particular 


Uma solução geral de (2) num intervalo aberto 1 é uma solução de (2) em Z da forma 
(3) YO) = col) + + co) (cp * * *, Cn arbitrários) 


onde y;, ..., Y, é uma base (ou um sistema fundamental) de soluções de (2) em I; ou seja, essas soluções 
são linearmente independentes em /, conforme definidas a seguir. 

Obtemos uma solução particular de (2) em / se atribuirmos valores específicos às n constantes cy, ..., 
cn em (3). 


Independência e Dependência Linear 


Dizemos que n funções y,(x), ..., yn(x) são linearmente independentes em algum intervalo I onde elas são 
definidas, caso a equação 


(4) kn) + + ky(0)=0 emi 


implique que todos os k, ..., k, sejam iguais a zero. Essas funções são chamadas de linearmente depen- 
dentes em 1 caso essa equação também seja válida em / para determinados valores de k,, ..., kp, desde que 
nem todos esses valores sejam nulos. 


(Do mesmo modo que já ocorreu nas Seções 1.1 e 2.1, as constantes arbitrárias c4, ..., C, precisam às vezes se 
restringir a um certo intervalo.) 
Se e somente se y1, ..., y, São linearmente dependentes em /, podemos expressar (pelo menos) uma dessas 


funções em 7 como uma “combinação linear” das demais n — 1 funções, ou seja, expressá-la como uma soma 
dessas funções, cada uma multiplicada por uma constante (nula ou não). Isso justifica o uso da expressão “line- 
armente dependente”. Por exemplo, caso (4) seja válida para k, + 0, podemos dividi-la por kı e expressar yı 
como a combinação linear 


1 
Yi = — (koya + + ko). 
Observe que, quando n = 2, esses conceitos se reduzem aos já definidos na Segáo 2.1. 


Dependéncia Linear 


Mostre que as funções y, = 1?, ya = 5x, yg = 2x são linearmente dependentes num intervalo qualquer. 


Solução. Y2 = Oy, + 2,5y3. Isso prova que a dependência linear se verifica em qualquer intervalo. a 


Independéncia Linear 


Mostre que y, = x, ya = X, yz = X são linearmente independentes em qualquer intervalo, por exemplo, em 1 S x = 2. 


Solução. A equação (4) é kıx + kax? + kgx3 = 0. Fazendo (a) x=-1, (b) x = 1 e (c) x = 2, obtemos 
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EXEMPLO=3 


TEOREMA 


EXEMPLO-4 


(2) —=k, + kh — k; = 0, (b) kı + ka + kg = 0, (c) 2k, + 4ky + 8k; = 0. 


e de (a) + (b) segue-se que k, = 0. Então, de (c) — 2(b), kz = 0. Dessa forma, de (b) kı = 0. Isso prova a independência linear. 
Um método melhor para testar a independência linear de soluções de EDOs será discutido logo adiante. E 


Solução Geral. Base 
Resolva a EDO de quarta ordem 


yy — 5y" + 4y =0 (onde y" = d*y/dx?*). 
Solucáo. Como na Seção 2.2, por tentativa, substituímos y = e`”. Omitindo o fator comum e**, obtemos a equação característica 
AM —512+4=0, 


Essa equação é quadrática em uu = A?, a saber, 


p=54u+4=(u- lu - 4) =0. 
cujas raízes são u = 1 e 4. Logo, À =-2, —1, 1, 2. Isso nos fornece quatro soluções. Uma solução geral num intervalo qualquer é então 


-2x 4 1 fi 2x 


y = Cie F Cge 7? + cze” + cze 


desde que essas quatro soluções sejam linearmente independentes. E isso é o que de fato se verifica, embora só iremos mostrá-lo mais 
adiante. El 


Problema de Valor Inicial. Existéncia e Unicidade 


Um problema de valor inicial para a EDO (2) consiste em (2) e em n condicóes iniciais 
(5) YO) = Ko, y (xo) = K, CRS yx) = si 


considerando-se um dado x, no intervalo aberto / e valores dados de Ko, ..., Kn- 
Estendendo o teorema da existência e unicidade apresentado na Seção 2.6, temos o seguinte. 


Teorema da Existência e Unicidade para Problemas de Valor Inicial 


Se os coeficientes p(x), ... Pa (X) de (2) são contínuos em algum intervalo aberto I e x, pertence a I, então 
o problema de valor inicial dado por (2) e (5) possui uma solução única y(x) em I. 


A existência da solução é provada na Ref. [A11] do Apêndice 1. A unicidade pode ser demonstrada fazendo-se 
uma ligeira generalização da prova da unicidade apresentada no início do Apêndice 4. 


Problema de Valor Inicial para uma Equação de Euler-Cauchy de Terceira Ordem 


Resolva o seguinte problema de valor inicial para um intervalo aberto qualquer 7 no eixo x positivo, que contém x = 1. 


xy” — 3x?y" + 6xy" — 6y =0, yd) =2, yO =1, y") = —4. 


Solução. Etapa 1. Solução geral. Como na Seção 2.5, por tentativa, fazemos y = x”, após o que, derivando e substituindo, temos 


m(m — Dm — Dx” — 3m(m — Dx” + 6mx” — 6x” = 0. 


Omitindo x” e ordenando os termos, chegamos a m? — 6m? + 11m — 6 = 0. Se percebermos que uma das raízes é m = 1, podemos dividir a 
expressão por m — 1 e encontrarmos as outras raízes 2 e 3, obtendo assim as soluções x, x? e xë, que são linearmente independentes em 1 (veja 
o Exemplo 2). [Em geral, precisaremos usar um método de obtenção de raízes, como o de Newton (Seção 19.2), e que também é possível 
encontrar num SAC (Sistema de Álgebra Computacional).] Portanto, uma solução geral é 


y=cx+ cx + cê 


que é válida num intervalo qualquer 7, mesmo quando esse intervalo inclui x = 0, onde os coeficientes da EDO divididos por xë (para termos 
a forma-padrão) não são contínuos. 


Etapa 2. Solução particular. As derivadas são y' = cy + 2cx + 3cgx? e y” = 2c, + 6c;x. Com base nelas, em y e nas condições iniciais, 
podemos obter, fazendo x = 1 


() yA) = + + c 2 
(b) yd) = c, + 2c + 3c3 1 


(c) y") = 2c, + 60; = —4. 
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TEOREMA-3 


PROVA 


EXEMPLO-5 


Esse sistema pode ser resolvido pela regra de Cramer (Segáo 7.6), ou por eliminacáo, o que é simples de ser feito, senáo vejamos. Fazendo 
(b) — (a), obtemos (d) c, + 2c = —1. Então, (c) — 2(d) fornece cz = —1. Logo, (c) faz com que c, = 1. Finalmente, de (a) c, = 2. 
Resposta: y = 2x + xX — 28. E 


Independência Linear de Soluções. O Wronskiano 


A independência linear das soluções é crucial para se obter soluções gerais. Embora frequentemente a independén- 
cia possa ser verificada por inspeção, seria útil termos um critério para isso. Agora, expandiremos o Teorema 2 
da Seção 2.6, passando da ordem n = 2 para uma ordem n qualquer. O critério utilizado nessa expansão utiliza o 
wronskiano W de n soluções y), ..., Yn, que se define como o determinante de n-ésima ordem 


Yi Ya T Da 
1 4 os , 
yı Ya Yn 
(6) WO, Ea Yn) = 
pe ypu ... y =D 
Observe que W depende de x, uma vez que yı, ..., y, também dependem. Segundo esse critério, essas soluções 


constituem uma base se e somente se W for diferente de zero; ou, mais precisamente: 


Dependência e Independência Linear das Soluções 


Consideremos que a EDO (2) tenha coeficientes contínuos py(x), ... Pr a(X) num intervalo aberto I. Então, n 
soluções yı, ..., y, de (2) em I são linearmente dependentes em I se e somente seu wronskiano for zero para 
algum x = x em I. Além disso, se W for zero para x = x, então W é identicamente nulo em I. Dessa forma, 
se em I existir um x, para o qual W for diferente de zero, então y, ..., y, São linearmente independentes 
em l, de modo que eles formam uma base de soluções de (2) em I. 


(a) Consideremos que y4, ..., y, Sejam soluções linearmente dependentes de (2) em Z. Portanto, por definição, 
existem constantes k,, ..., k,, nem todas iguais a zero, tais que, para todo x em J, 


(7) kiyi dec + ka = 0. 


Derivando (7) n — 1 vezes, obtemos para todo x em 1, 
, , 
kiss Y =0 
(8) 


A o, 


(Mm-1) 
1 


kıy 


(7) e (8) constituem um sistema linear homogéneo de equações algébricas com uma solução náo-trivial k,, ..., k,. 
Daí, segundo o teorema de Cramer (Seção 7.7), o determinante de seus coeficientes precisa ser zero para todo x 
em Z. Porém, esse determinante é o wronskiano W, que vimos em (6). Logo, W é nulo para todo x em /. 


(b) Inversamente, se W for nulo para um dado x, em 1, então, segundo o mesmo teorema, o sistema formado por 
(7) e (8), com x = xp, possui uma solução k,*, ..., k,*, nem todos iguais a zero. Com essas constantes, definimos 
a solução y* = k,*y, + ... + k,*y, de (2) em Z. Por (7) e (8), essa solução satisfaz as condições iniciais y*(xp) = 0, 
«o y FOD( xp) = 0. Porém, uma outra solução que satisfaz essas mesmas condições é y = 0. Logo, y* = y segundo 
o Teorema 2, que se aplica desde que os coeficientes de (2) sejam contínuos. Juntas, y* = k*y +... + k,*y, = 
O em Z. Isso significa uma dependência linear de y,, ..., y, em Z. 


(c) Se W for nulo para um x, em Z, segundo (b) temos uma dependência linear e então W = O segundo (a). Con- 
segientemente, se W não for nulo para um certo x, pertencente a /, as soluções y,, ..., y, precisam ser linearmente 
independentes em Z. a 


Base, Wronskiano 


Agora, temos condições de provar que, no Exemplo 3, possuímos de fato uma base. Ao avaliar W, exclua todas as funções exponenciais 
comuns aos termos de uma mesma coluna. Na matriz resultante, subtraia a coluna 1 das colunas 2, 3 e 4 (sem alterar a coluna 1). Então, 
faça a expansão pela linha 1. No determinante resultante de terceira ordem, subtraia a coluna 1 da coluna 2 e faça a expansão pela linha 2, 
para chegar ao resultado: 
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el to ¿e e l l 1 1 
1 3 4 
Ze E e? DE <z =i Ë 2 
W= E £ =|-3 -3 0| = 72. E 
Get Et 44 4 1 1 4 
7 9 16 
ge eT” ge -8 -1 D- 48 


Uma Solução Geral de (2) Inclui Todas as Soluções 


Mostremos primeiro que as soluções gerais sempre existem. De fato, é possível expandir o Teorema 3 da Seção 
2.6 do seguinte modo. 


TEOREMA-4 | Existência de uma Solução Geral 


Se os coeficientes p(x), ... Pn (x) de (2) são contínuos em algum intervalo aberto I, então (2) possui uma 
solução geral em I. 


PROVA Fixemos um x, qualquer em Z. Segundo o Teorema 2, a EDO possui n soluções yı, ..., y, onde y; satisfaz as con- 
dições iniciais (5) com K;, , = 1, e todos os outros K”s iguais a zero. Seu wronskiano em x, é igual a 1. Por exem- 
plo, quando n = 3, então y, (xp) = 1, ya(xo) = 1, y”¿(%p) = 1, e os outros valores iniciais são nulos. Portanto, conforme 
dissemos, 


y1(%0) YalXo) Ya(Xo) 1 0 
WO (Lo), Ya(Xo), Y3(X0) = y1(%0) ya(Xo) y3(Xo) = j0 1 


yio ye eo o o 1 


Daí, para um n qualquer, as soluções yı, ..., y, São linearmente independentes em /, conforme o Teorema 3. Elas 
constituem uma base em /, e y = cy + ...+ C,y, é uma solução geral de (2) em Z. El 


Podemos agora provar a propriedade básica pela qual, a partir de uma solução geral de (2), qualquer solução de 
(2) pode ser obtida escolhendo-se valores adequados para as constantes arbitrárias. Desse fato decorre que uma 
EDO linear de n-ésima ordem não possui soluções singulares, ou seja, não é possível obter soluções singulares 
a partir de uma solução geral. 


TEOREMA 5 | A Solução Geral Inclui Todas as Soluções 


Se a EDO (2) possui coeficientes contínuos py(x), ... Paa(X) em algum intervalo aberto 1, então toda solução 
y = Y(x) de (2) em I é da forma 


(9) Ya) = Cy) + +++ + Coya) 


onde y, ..., y, constituem uma base de soluções de (2) em I, e Cy, ..., C, são constantes adequadas. 


PROVA Consideremos que Y seja uma solução dada e y = C;y; + ...+ CnYn uma solução geral de (2) em Z. Fixemos um xy 
em / e mostremos que é possível encontrar constantes c;, ..., c, para as quais y e suas n — 1 primeiras derivadas 
concordam com Y e suas derivadas correspondentes em xp. Ou seja, devemos ter em x = xo, 


Cy tiee + CnYn = Y 
Mad 1! Zy 
C1Y1 Can =Y 
(10) 
2 -1 2 
5 é RR eya a A 
Porém, este é um sistema de equações lineares com as incógnitas c,, ..., Cn. O determinante de seus coeficientes 


é o wronskiano W de y,, ..., y, em xy. Uma vez que y,, ..., y, constituem uma base, elas são linearmente indepen- 
dentes, de modo que, segundo o Teorema 3, W é diferente de zero. Portanto, (10) possui uma solução única c; = 
Ci, ..., Cn = Cn (segundo o teorema de Cramer na Seção 7.7). Com esses valores, obtemos a solução particular 
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y) = Col) + +++ + Coy) 


em Z. A equação (10) mostra que y* e suas n — 1 primeiras derivadas em xy concordam com Y e suas derivadas 
correspondentes. Ou seja, y* e Y satisfazem as mesmas condições iniciais em xy. O teorema da unicidade (Teorema 
2) agora implica que y* = Y em /. Isso prova o teorema. a 


O que acabamos de ver completa nossa teoria das EDOs lineares homogéneas (2). Observe que, para n = 2, o 
que dissemos fica idêntico ao que foi visto na Seção 2.6, como era de se esperar. 


PROBLEMAS PROPOSTOS 3.1 


1-5 


EXEMPLOS TÍPICOS DE BASES 


Para ter uma melhor compreensão das EDOs de ordem superior, mos- 
tre que as seguintes funções são soluções das EDOs e que constituem 
bases num intervalo qualquer. Utilize os wronskianos. (No Problema 


2,x> 0.) 

1. 1,x,x2 2º, yv=0 

DAA, xy” — 3xy" + 3y' = 0 

3. e”, xe”, x2e”, y” — 3y” +3y' —- y=0 
4. e?” cos x, e?” sen x, e7% cos x, e7? sen x, 


Sh a 


. 1, x, cos 3x, sen 3x, 
. PROJETO DE EQUIPE. Propriedades Gerais das Solucóes 


yY — 6y” + 25y = 0. 


DAM SE 9y” = 


das EDOs Lineares. Essas propriedades são importantes para se 
obter novas soluções a partir de soluções dadas. Portanto, esten- 
demos aqui o Projeto de Equipe 34 da Seção 2.2 para as EDOs 
de n-ésima ordem. Analise sistematicamente os enunciados e as 
provas referentes às somas e às multiplicações por constantes das 
soluções de (1) e (2). Tente deixar claro para você mesmo que não 
é necessária qualquer idéia nova quando se passa de n = 2 para 
um valor geral de n. 


7-19 


DEPENDÊNCIA E INDEPENDÊNCIA LINEAR 


Diga se as funções seguintes são linearmente dependentes ou inde- 
pendentes no eixo x positivo. (Justifique.) 


7. 
9. 


S.x+1,)x+2x 
10. e”, e”, senh 2x 


1, e”, en? 
In x, In x?, (In x)? 


11. 
13. 
15. 
17. 
19. 


20. 


12. 
14. 
16. 
18. 


x, 1/x, 0 

cos? x, sen? x, cos 2x 

(x — 1% (x + 1D? x 
cosh x, senh x, cosh? x 


x2, xlxl, x 
sen 2x, sen x, COS x 
tan x, cot x, 1 

sen x, sen Lx 

cos? x, sen? x, 27 
PROJETO DE EQUIPE. Dependência e Independência Line- 
ar. (a) Investigue as questões apresentadas referentes a um con- 
junto S de funções num intervalo Z. Forneça um exemplo e uma 
prova para cada uma de suas respostas. 

(1) Se S contém a função nula, pode S ser linearmente indepen- 
dente? 

(2) Se S é linearmente independente num subintervalo J de /, S é 
linearmente independente em 1? 

(3) Se S é linearmente dependente num subintervalo J de T, S é 
linearmente dependente em 7? 

(4) Se S é linearmente independente em /, S é linearmente inde- 
pendente num subintervalo J? 

(5) Se S é linearmente dependente em /, S é linearmente indepen- 
dente num subintervalo J? 

(6) Se S é linearmente dependente em / e se T contém S, T é 
linearmente dependente em 7? 

(b) Em quais casos é possível utilizar o wronskiano para testar a 
independência linear? De que outras maneiras é possível fazer esse 
teste? 


3.2 EDOs Lineares Homogêneas com 


Coeficientes Constantes 


Nesta seção, consideraremos as EDOs lineares homogéneas de n-ésima ordem com coeficientes constantes, que 


podem ser escritas na forma 


(1) 


o a O 


onde y" = d'y/dx” etc. Veremos que temos aqui uma extensão do caso de n = 2 que discutimos na Seção 2.2. 
Substituindo y = e** (como na Seção 2.2), obtemos a equação característica 


(2) 


AO ap NS ap Bo ae aà T do = 0 


de (1). Se A for uma raiz de (2), então e*” é uma solução de (1). Para encontrarmos essas raízes, podemos utilizar 
um método numérico como o de Newton, que é mostrado na Seção 19.22, além de usualmente termos disponível 
algum Sistema de Álgebra Computacional. Para um valor n geral, existirá um número maior de casos do que para 
n = 2. Discutiremos todos eles e ilustrá-los-emos com alguns exemplos típicos. 
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EXEMPLO 


TEOREMA 


Raízes Complexas Simples 


Se todas as n raízes A;, ..., À, são reais e diferentes entre si, então as n soluções 
(3) y — e”, 508, Yn = On 


constituem uma base para todo x. A solução geral correspondente de (1) é 
(4) y = Gel” ++ een. 


Com efeito, as soluções em (3) são linearmente independentes, conforme ficará claro após o exemplo a seguir. 


Raízes Complexas Simples 
Resolva a EDO y” - 2y" - y +2y=0 
Solução. A equação característica é à?— 2A? — À + 2 = 0. Ela possui as raízes —1, 1, 2; se você encontrasse uma dessas raízes por inspeção, 


também poderia obter as outras duas resolvendo uma equação de segundo grau (explique!). A solução geral correspondente (4) é y = cje* + 
Coe” + Cze”. 


Independência Linear de (3). Os estudantes familiarizados com os determinantes de n-ésima ordem podem 
verificar que, tirando da matriz todas as funções exponenciais das colunas e escrevendo seu produto como E, 
então, E = exp [(A, + ... + À,)x] e o wronskiano das soluções em (3) torna-se 


eur rr por 
Aer” Ager Pre Age 
W= A e^ Ào et LES Anel 
(5) Ap lenr Ago lerr RNP ANO lent 
1 1 1 
A Az An 
2 2 2 
SE) ho An 
n-1 n-1 n-1 
AM As ELOS A 


A função exponencial E nunca é nula. Daí, W = O se e somente se o determinante do lado direito for igual a zero. 
Este é o chamado determinante de Vandermonde ou de Cauchy!. Pode-se provar que isso equivale a 


(6) (— 1) "0-DRYy 


onde V é o produto de todos os fatores A¿— A, com j < k (= n); por exemplo, quando n = 3, obtemos —V = 
(A — A2MA¡— As)(A o — Ag). Isso mostra que o wronskiano não é nulo se e somente se todas as n raízes de (2) são 
diferentes entre si, o que nos leva ao seguinte. 


Base 


as Mx N E A 5 
As soluções y, = e, -+> , y, = €" de (1) (com valores quaisquer reais ou complexos para os À; s) 
constituem uma base de soluções de (1) num intervalo aberto qualquer se e somente se todas as n raízes 
de (2) forem diferentes entre si. 


Com efeito, o Teorema 1 é um importante caso especial do resultado mais geral obtido de (5) e de (6): 


1 ALEXANDRE THÉOPHILE VANDERMONDE (1735-1796), matemático francês, que estudou o método de solução de equações por meio 
de determinantes. Informações sobre CAUCHY são fornecidas na nota de rodapé 4 da Seção 2.5. 


90 Parte A « Equações Diferenciais Ordinárias (EDOs) 


FEOREMA-2 


EXEMPLEO-2 


EXEMPLO-3 


Independéncia Linear 


As soluções de (1), existentes numa quantidade qualquer e assumindo a forma e”, são linearmente inde- 
pendentes num intervalo aberto I se e somente se os valores correspondentes de A forem todos diferentes 
entre si. 


Raízes Complexas Simples 


Quando surgem raízes complexas, elas necessariamente ocorrem em pares conjugados, visto que os coeficientes 
de (1) são reais. Portanto, se À = y + iw for uma raiz simples de (2), então seu conjugado também será uma raiz e 
duas soluções correspondentes linearmente independentes são (como na Seção 2.2, excetuando-se pela notação) 


y, = e cos wx, y, = e” sen wx. 


Raízes Complexas Simples. Problema de Valor Inicial 


Resolva o problema de valor inicial 


y” — y” + 100y' — 100y = 0, y(0) = 4, y'(0) = 11, y"(0) = —299. 


Solução. A equação característica é A? — A? + 100A — 100 = 0. Uma de suas raízes é 1, o que talvez possa ser encontrado por inspeção. 
Então, dividindo essa equação por A — 1, verificamos que as outras raízes são +10i. Logo, uma solução geral da equação com suas respectivas 
derivadas (obtidas por derivação) corresponde a 


y = cre” + A cos 10x + B sen 10x, 
y = ce” — 10A sen 10x + 10B cos 10x, 
y” = ce” — 1004 cos 10x — 100B sen 10x. 
Disso e das condições iniciais, obtemos, fazendo x = O 
(a) q+A=4, (b) c + 10B = 11, (c) cı — 1004 = —299. 


Resolvemos então esse sistema para as incógnitas A, B, c,. Subtraindo a Equação (c) da Equação (a), obtemos 1014 = 303, A = 3. Então, cı 
= 1 de (a) e B = 1 de (b). A solução é (Fig. 72) 


y = e” + 3 cos 10x + sen 10x. 


Isso fornece a curva-solução, que oscila em torno de e” (linha pontilhada na Fig. 72). a 


A 1 
d 1 2 


wi 


X 


Fig. 72. Solução do Exemplo 2 


Raízes Reais Múltiplas 


Se ocorrer uma raiz real dupla, digamos, A, = Àa, então em (3) y, = yo, e tomamos y, e xy, como soluções cor- 
respondentes linearmente independentes, do mesmo modo que fizemos na Segáo 2.2. 

De modo mais geral, se À for uma raiz real de ordem m, então as m soluções correspondentes linearmente 
independentes são 


(7) ext, xe, SEE, +. lijar 
Derivaremos essas soluções após o exemplo seguinte e indicaremos como provar sua independência linear. 


Raízes Reais Duplas e Triplas 
Resolva a EDO y? — 3yY + 3y” — y” =0 


Solução. A equação característica A? — 3A4 + 3A? — A? = 0 possui as raízes À; = Àz = 0 e Àz = À4 = À; = 1, de modo que a resposta é 


(8) y = Cy + Cox + (C3 + Cax + c5x?)e*, a 
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Derivação de (7). Escrevemos o lado esquerdo de (1) como 
Lly] = y® + apay" + -o + am. 
Façamos y = e`”. Então, fazendo as derivações, obtemos 
Lje] = (17 + anA! + ++ ae. 


Façamos agora com que A, seja uma raiz de n-ésima ordem do polinômio à direita da equação, onde m = n. Para 
m < n, chamemos de A,,.1, .... Àn as demais raízes, todas diferentes de A,. Escrevendo o polinômio na forma de 
um produto, temos então 


Lje] = (A — ADhe 


com h(A) = 1 se m =n, e h(A) = (A — Am+1) ... (A—A,) se m < n. Vem-nos agora uma idéia-chave: derivar ambos 
os lados em relação a À, o que fornece 


ð ð 
(9) Es Lje] = mA = ADTA e + (À — Agr SE [Ae]. 


As derivações em relação a x e À são independentes e as derivadas obtidas são contínuas, de modo que podemos 
alterar a ordem das diferenciações no lado esquerdo: 


(10) à res] = 1 Ê 


9A oÀ 
O lado direito de (9) é zero para À = A,, por causa dos fatores À — À, (e porque m = 2, já que a raiz é múltipla!). 
Daí e de (9) e (10), decorre que Lix] = 0. Isso prova que xe” é uma solução de (1). 

Podemos repetir esse passo e chegar a x2e*1, ..., "led, se fizermos outras m — 2 derivações desse tipo com 
relação a À. Se prosseguíssemos mais uma etapa, não teríamos mais zero no lado direito da equação, devido ao 
fato de que a menor potência de A — À, seria então (A — A;)º, multiplicada por m!h(A) e h(A,) + O, visto que h(A) 
não tem fatores iguais a À — A,; dessa forma, temos precisamente as soluções que aparecem em (7). 

Finalmente, mostremos que as soluções (7) são linearmente independentes. Para um n específico, pode-se 
verificar isso calculando seu wronskiano, cujo valor vem a ser diferente de zero. Para um m arbitrário, podemos 
deixar as funções exponenciais fora do wronskiano. Isso nos dá (e**)" = e" multiplicando um determinante que, 
por meio de operações “em linhas”, pode ser reduzido ao wronskiano de 1, x, ..., "71, Este último é constante 
e diferente de zero [sendo igual a 1!2!...(m — 1)!]. Essas funções são soluções da EDO y” = 0, de modo que a 
independência linear decorre do Teorema 3 da Seção 3.1. El 


e = Le]. 


Raízes Complexas Múltiplas 


Neste caso, as soluções reais são obtidas da mesma maneira que para as raízes complexas simples vistas anterior- 
mente. Conseqüentemente, se A = y + iw for uma raiz complexa dupla, então o conjugado A = y — iw também 
o é. As soluções linearmente independentes correspondentes são 


(11) e” cos wx, e” sen wx, xe” cos wx, xe”* sen wx. 


Como antes, as duas primeiras soluções resultam de e” e e^”, e as duas próximas soluções de xe*” e xe”, também 
como antes. Obviamente, a solução geral correspondente é então 


(12) y = eY[(A, + Ax) cos wx + (B, + Box) sen wx]. 


Para raízes complexas triplas (que dificilmente vêm a ocorrer nas aplicações), obteríamos mais duas outras 
soluções, xe? cos wx, x%e%* sen wx, e assim por diante. 


PROBLEMAS PROPOSTOS 3.2 


Encontre uma EDO para a qual as funções dadas constituem uma 


1-6 EDO PARA UMA BASE DADA 5. 1, x, cos 2x, sen 2x 


Zip p- 2 
6. ee, er, er 


base de soluções. 7-12| SOLUÇÃO GERAL 


1. er, e”, e?" 


3. e”, e”, cos x, sen x 
4. cos x, sen x, X COS x, x sen x 


-2x 


2. =28, RA 2 . 
ý dé q Resolva a EDO dada. (Mostre os detalhes do que fizer.) 


7. y” + y! == 0 
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8. y” — 29y” + 100y =0 

9.7" +y3"=y=y=0 

10. 16y — 8)" + y=0 

11. y” — 3y” — 4y' + 6y =0 

12. y" + 3y" — 4y=0 

13-18 | PROBLEMAS DE VALOR INICIAL 


Utilizando um sistema de álgebra computacional (SAC), resolva as 
equações que se seguem, dando-lhes uma solução geral, uma solução 
particular e também fazendo um gráfico. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


y" + 0,45y” — 0,165y” + 0,0045y' — 0,00175y = 0, 
y(0) = 17,4, y'(0) = —2,82, y”(0) = 2,0485, 
y”(0) = — 1,458675 

4y” + 8y” + 41y’ + 37y = 0, y(0) = 9, 
y'(0) = —6,5, y”(0) = —39.75 

y” + 3,29" + 4,81y' = 0, y(0) = 3,4, 
y'(0) = —4,6, y”(0) = 9,91 

y" + 4y = 0, y(0) = z y'(0) = —5, y"(0) = 
y"(0) = —3 

p= 9y” — 400y = 0, y(0) = 0, y'(0) = 0, 
y”(0) = 41, y”(0) = 0 

y” + 7,57" + 14,25y' — 9,125y = 0, 

y(0) = 10,05, y'(0) = —54,975, 

y”(0) = 257,5125 

PROJETO DE ÁLGEBRA COMPUTACIONAL. Wronskia- 
nos. Equações de Euler-Cauchy de Ordem Superior. Embora as 
equações de Euler-Cauchy possuam coeficientes variáveis (potên- 
cias de x), incluímo-las aqui porque elas se adéquam bastante bem 
aos métodos que estamos apresentando. 


> 


na 


(a) Escreva um programa para calcular os wronskianos. 


20. 


21. 


(b) Aplique esse programa a algumas bases de EDOs com coe- 
ficientes constantes de terceira e de quarta ordens. Compare os 
resultados com os obtidos através de um SAC que lhe estiver dis- 
ponível e que possibilite o cálculo de wronskianos. 


(c) Estenda o método de solução da Seção 2.5 para uma ordem n 
qualquer. Resolva xºy” + 2x2y” — 4xy' + 4y = 0 e uma outra 
EDO que você escolher. Para cada um desses casos, calcule o 


wronskiano. 


PROJETO. Redução de Ordem. A redução de ordem é um assun- 
to de interesse prático, visto que frequentemente é possível chegar, 
por palpite, a uma certa solução de uma EDO. Para as equações 
de segunda ordem, veja o Exemplo 7 da Seção 2.1. 


(a) Como seria possível reduzir a ordem de uma EDO linear de 
coeficientes constantes caso se conheça uma de suas soluções? 
(b) Estenda esse método para uma EDO de coeficientes variá- 
veis 


y” + pol)” + py! + Poy = 0. 
Supondo que uma solução y, seja conhecida, mostre que uma outra 
solução é ya(x) = u(x)y1(x) com u(x) = fz(x) e z sendo obtida resol- 
vendo-se 


yaz” + Gyi + pod + Gyr + 2pəy1 + pop = 0. 
(c) Reduza a equação 
xy” — 3x2y" + (6 — x2)xy" — (6 — 12)y = 0, 


usando y, = x (que talvez se possa obter por inspeção). 


EXPERIMENTO DE ÁLGEBRA COMPUTACIONAL. Redu- 
ção de Ordem. Começando com uma base, encontre EDOs de 
terceira ordem com coeficientes variáveis para as quais seja pos- 
sível fazer a redução à segunda ordem de um modo relativamente 
simples. 


3.3 EDOs Lineares Não-homogêneas 


Passemos agora das EDOs lineares homogéneas para as não-homogêneas de ordem n. Iremos para isso escrevé- 


las na forma-padrão: 


(1) 


YO + PrO E -o CR ED = rE) 


com y” = d*y/dx" como o primeiro termo, o que é prático, e r(x) + 0. Do mesmo modo que com as EDOs de 
segunda ordem, uma solução geral de (1) num intervalo aberto 7 do eixo x é da forma 


(2) 


yo) = Yn) E Yp). 


Aqui, yp(x) = c1y1(x) +... + Cay (x) é uma solução geral da EDO homogênea correspondente 


(3) 


YP + Pasto D+ == py” + poy = O 


em 1. Além disso, y, é uma solução qualquer de (1) em Z, não contendo nenhuma constante arbitrária. Se (1) 
possui coeficientes contínuos e se r(x) for contínua em /, então uma solução geral de (1) existe e inclui todas as 
soluções. Portanto, (1) não possui soluções singulares. 

Um problema de valor inicial para (1) consiste em (1) juntamente com n condições iniciais 


(4) y (xo) = Ko, 


A tis, 


YD) = Ki 


com x, em Z. Segundo essas suposições de continuidade, este problema possui uma solução única. As idéias usadas 
para provar isso são as mesmas apresentadas para n = 2 na Seção 2.7. 
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EXEMPLO 


Método dos Coeficientes a Determinar 


A Equação (2) mostra que, para resolvermos (1), temos que determinar uma solução particular de (1). Para uma 
equação de coeficientes constantes 


(5) y qu cs a 00 (a) 


(ao. -.., 4,1 constantes) e uma função r(x) especial como a apresentada na Seção 2.7, é possível determinar uma 
função u,(x) pelo método dos coeficientes a determinar, do mesmo modo que fizemos na Seção 2.7, utilizando 
as seguintes regras. 


(A) Regra Básica, como na Seção 2.7. 

(B) Regra da Modificação. Se um termo de sua escolha para y,(x) for uma solução da equação homogénea 
(3), então multiplique y,(x) por x*, onde k é o menor inteiro positivo tal que nenhum termo de x*y (x) seja 
uma solução de (3). 

(C) Regra da Soma, como na Seção 2.7. 


A aplicação prática desse método é a mesma já mostrada na Seção 2.7. É aqui suficiente ilustrar as etapas 
típicas de solução de um problema de valor inicial e, particularmente, a nova Regra da Modificação, que inclui 
a Regra da Modificação anteriormente usada como um caso particular (para k = 1 ou k = 2). Veremos que os 
detalhes técnicos são os mesmos que para n = 2, excetuando-se talvez o fato de a determinação das constantes 
ser um procedimento mais complexo. 


Problema de Valor Inicial. Regra da Modificação 


Resolva o problema de valor inicial 


(6) y" + 3y" E 3y + y= 30e*, y(0) = 3, y'(0) Es, —3, y") = —47. 


Solução. Etapa 1. A equação característica é Aé + 32? + 3A + 1 = (A + 1} = 0, que possui uma raiz tripla A = —1. Daí, uma solução 
geral para a EDO correspondente é 
Yn = Ge? + coxe” + coxo” 
=(c + cax + czx?)e™. 

Etapa 2. Se tentarmos fazer y, = Ce”, obteremos -C + 3C — 3C + C = 30, que não possui solução. Tentemos Cxe™ e Cale”. A Regra da 
Modificação exige que 

Yp = Cxře™. 
Então, Yp = CGx? — x5)e7*, 

yp = Cl6x — 6x2 + xe", 

yp = C(6 — 18x + 9x? — x°)e™. 


Substituindo essas expressões em (6) e omitindo o fator comum e*, chegamos a 


C(6 — 18x + 9x? — x3) + 3C(6x — 6x2 + x?) + 30(3x2 — xë?) + Cx? = 30. 
Eliminando então os termos linear, quadrático e cúbico, temos que 6C = 30. Logo, C = 5. Isso fornece y, = 5xºe”. 


Etapa 3. Escrevemos agora y = y, + Yp, que é a solução geral da EDO dada. Isso nos permite obter c, pela primeira condição inicial. Inse- 
rimos o valor, diferenciamos e determinamos cz pela segunda condição inicial; a seguir, inserimos o valor e finalmente determinamos cz a 
partir de y”(0) e da terceira condição inicial: 


Y = Yn + Yp = (01 + Cox + ce + Ser, y(0) =c,=3 
y =[-3 + ca + (~c + 2c3)x + (15 — cg)a? — 5x3] ezo, (0) 3+0 3, c2=0 
y” = [3 + 2c, + (30 — 4cg)x + (30 + caja? + Saber, — y"(0) = 3 + 2c, = —47, c=-25. 


Logo, a resposta ao nosso problema é (Fig. 73) 
y = (3 — 25x)" + Sxde=?, 


A curva de y começa no ponto (0,3) com uma inclinação negativa, conforme o esperado a partir dos valores iniciais, e aproxima-se de uma 
inclinação nula à medida que x => “o, A curva tracejada na Fig. 73 representa yp. El 
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EXEMPLO-2 


Fig. 73. y e y, (tracejada) do Exemplo 1 


Método da Variação dos Parâmetros 


O método da variação dos parâmetros (veja a Seção 2.10) também se estende para uma ordem n arbitrária. Isso 
fornece uma solução particular y, para a equação náo-homogénea (1) (na forma-padráo, com y” como o primeiro 
termo!) através da fórmula 
n Wi) 
1/0 =3 yo Wa ra) as 
k=1 
Wi) Wal) 
= 3140 | WO rey de +: + ya) | WO) ra) dx 


(7) 


num intervalo aberto 7 no qual os coeficientes de (1) e r(x) são contínuos. Em (7), as funções y4, ..., y, constituem 
uma base para a EDO homogénea (3), com o wronskiano W, e W; (; = 1, ..., n) sendo obtido de W substituindo- 
se a j-ésima coluna de W pela coluna [0 0 --- O 1]". Portanto, quando n = 2, essa expressão se torna idêntica à 
(2) da Seção 2.10, 
Y1 Ya 0 y y 0 
W=|, f WSI | = -ya w=], 
Y1 Ya Ya y 1 
A demonstração de (7) utiliza uma extensão da idéia apresentada na prova de (2) da Seção 2.10 e pode ser 
encontrada na Ref. [A11] do Apéndice 1. 


=) 


Variação de Parâmetros. Equação Náo-homogénea de Euler-Cauchy 


Resolva a equação não-homogênea de Euler-Cauchy 


xy” — 3x%" + 6xy' — 6y =x! ln x (x > 0). 


Solução. Etapa 1. Solução geral da EDO homogênea. Substituindo y = x” e as derivadas na EDO homogênea e excluindo o fator x”, 
ficamos com 


m(m — Dm — 2) — 3m(m — 1) + 6m — 6 = 0. 
As raízes são 1, 2, 3, que nos dão uma base igual a 
Y1= 4, Ya = 2, Ya = X. 
Daí, a solução geral correspondente da EDO homogênea é 
Yn = CX + cx + cx. 


Etapa 2. Obtenção dos determinantes necessários em (7), que são 


Xx x? x? 

W=|1 2x — 3| = 2? 
0 2 6x 
0 x2 x3 

W=|0 2x 3| =x! 
1 2 6x 
x 0 x 

W=|1 0 342] = 2x8 
0 1 6x 
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EXEMPLO-3 


0 2 1 


Etapa 3. Integração. Em (7), também precisamos do lado direito r(x) de nossa EDO na forma-padráo, que se obtém dividindo-se a equação 
dada pelo coeficiente xè de y”; portanto, r(x) = (x* In x) = x In x. Em (7), temos os quocientes simples W,/W = x/2, W/W =-1, Wy/W = 
1/(2x). Portanto, (7) torna-se 


= fix aa? fui aria d 
Yp Elo ión X XINXax XxX der 


y É 43 i 2 x2 =. 
=A 3 mx 9 x z Mx 4 Ey Glnx x). 


Simplificando, temos y, = lxt (In x —12). Logo, a resposta é 


Y = Yn t yp = CX + cox2 + coxê + Lx? (In x — 1h). 


A Fig. 74 mostra yp. Você consegue explicar a forma dessa curva? E seu comportamento perto de x = 0? A ocorrência de um ponto de mínimo? 


Sua subida acentuada? Por que não seria possível obter a solução através do método dos coeficientes a determinar? El 


Fig. 74. Solução particular y, da equação não-homogênea de Euler-Cauchy do Exemplo 2 


Aplicação: Vigas Elásticas 


Se, por um lado, as EDOs de segunda ordem possuem diversas aplicações (e já vimos algumas das mais impor- 
tantes), as EDOs de ordem superior ocorrem muito mais raramente nos problemas reais de engenharia. Entretanto, 
há uma importante EDO de quarta ordem que governa o envergamento de vigas elásticas, como as vigas de 
madeira ou ferro utilizadas em prédios e pontes. 

As vibrações das vigas serão consideradas na Seção 12.3. 


Envergamento de uma Viga Elástica Submetida a uma Carga 


Consideremos uma viga V de comprimento L e com uma seção transversal constante (p. ex., retangular), constituída de material elástico 
homogêneo (p. ex., aço); (veja a Fig. 75). Supomos que, sob seu próprio peso, a viga se deforma tão pouco que praticamente pode ser con- 
siderada como reta. Se aplicarmos uma carga a V num plano vertical passando por seu eixo de simetria (o eixo x na Fig. 75), V sofre uma 
curvatura. Seu eixo ficará então arqueado segundo a chamada curva elástica C (ou curva de deflexão). De acordo com a teoria da elastici- 
dade, pode-se provar que o momento da inclinação M(x) é proporcional à curvatura k(x) de C. Suponhamos que a curvatura seja pequena, de 
modo que a deflexão y(x) e sua derivada y'(x) (que determina a direção da tangente a C) também sejam pequenas. Então, através do cálculo, 
Mm 123/2 m z 
obtemos k = y (1 + y 9% = y”. Daí, 


MG) = Ely". 


Viga (simplesmente apoiada) 
deformada por uma 
carga unitorme 


Fig. 75. Viga elástica 
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El é a constante de proporcionalidade. O valor E corresponde ao módulo de elasticidade de Young do material constituinte da viga, e I é o 
momento de inércia da seção transversal em torno do eixo z (horizontal) na Fig. 75. 

Pela teoria da elasticidade, também é possível mostrar que M” (x) = f(x), onde f(x) é a carga por unidade de comprimento. Juntando essas 
informações, temos que: 


(8) Ely" = fœ). 


Os tipos de apoio de maior importância prática para essas estruturas, com suas correspondentes condições de contorno, são os seguintes 
(veja a Fig. 76). 


(A) Simplesmente apoiada y=y"=0emx=0eL 
(B) Engastada em ambas as extremidades y=y' =0emx=0eL 
(C) Engastada em x = 0, livre em x = L y(0) y'(0) 0, y" y”) 0. 


A condição de contorno y = O significa que não ocorre nenhum deslocamento nesse ponto; y' = O significa que a tangente é horizontal; y” = 
O quer dizer que não há momento fletor e y”” = O indica que não há força de cisalhamento. 

Apliquemos isso ao caso da viga simplesmente apoiada e com carga uniforme, mostrada na Fig. 75. A carga é f(x) = fo = const. Então, 
(8) é 
de 
EI ` 


Trata-se de uma equação que pode ser facilmente resolvida através do cálculo. Duas integrações fazem-nos chegar a 


(9) yY =k, k= 


k 
3" = 7” + cx + Co. 


y” = (0) resulta em c, = 0. Então, y” (L) = L($kL + c,) = 0, c, = —kL/2 (desde que L + 0). Portanto, 


n 


ka? Lx) 
= (a? — Lx). 
2 


Integrando essa expressão duas vezes, obtemos 


k(1 i L a 
E a" + (gx + Ca 
com c, = O de y(0). Então, 
pa + [E Er ) A 13 
yL) 2 Un 67% > =" 
Inserindo a expressão para k, chegamos à solução 
fo 4 3 3 
y= 24EI (x 2Lxº + ESX). 


Uma vez que as condições de contorno em ambas as extremidades são as mesmas, esperamos que a deflexão y(x) seja “simétrica” em relação 
a L/2, ou seja, y(x) = y(L — x). Verifique isso diretamente ou faça x = u + L/2 e mostre que y torna-se uma função par de u. 


= 
24EI 


Mito 2 
ny u 4 L 4 


5 
eq. 


Com base no que obtivemos, podemos ver que a máxima deflexão ocorrendo no meio da viga, em u = 0 (x = L/2), é igual a 5fL“/(16 -24ED. 
Lembre-se de que a direção positiva neste caso aponta para baixo. 


: 
É À (A) Simplesmente apoiada 
x=0 x=L 
=> (B) Engastada em ambas 
as extremidades 
x=0 = E 
== (C) Engastada na extremidade 
esquerda, com a 
x=0 x=L extremidade direita livre 


Fig. 76. Suportes de uma viga 
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PROBLEMAS PROPOSTOS 3.3 


1-8 SOLUÇÃO GERAL 

Resolva as seguintes EDOs. (Mostre os detalhes do que fizer.) 
1. y” — 2y" —-4y' + 8y = e + 8x2 

2. y” + 3y" — 5y' 39y = 30 cos x 

3. y" + 0,5y” + 0.0625y = e" cos 0,5x 

4. y” + 2y" — 5y' — 6y = 100e73% + 18e7" 
5. x3y" + 0,75xy" — 0,75y = 9155 

6. (xD? + 4D?) y = 8e* 

7. (Dt + 10D? + 97)y = 13 cosh 2x 

8. (D? — 2D? — 9D + 181)y = e” 

9-14| PROBLEMAS DE VALOR INICIAL 


Resolva os seguintes problemas de valor inicial. (Mostre os detalhes 
do que fizer.) 


1 


1 


1 


1 


9 


0. 


1. 


2. 


3. 


. y” — 9y" + 27y' — 27y = 54 sen 3x, y(0) = 
3,5, y'(0) = 13,5, y”(0) = 38,5 
yi" — 16y = 128 cosh 2x, y(0) = 1, y'(0) = 24, 
»“(0) = 20, y”(0) = —160 
(xD? — x?D? — 7xD + 161)y = 9x In x, 
yA) = 6, Dy(1) = 18, D?y(1) = 65 
(Dt — 26D? + 251)y = 50(x + 1)2, (0) = 
12,16, Dy(0) = —6, D?y(0) = 34, D3y(0) = —130 
(D3 + 4D? + 85D)y = 135xe*, y(0) = 10,4, 
Dy(0) = —18,1, D?y(0) = —691,6 


14 


15. 


16. 


. (2D? — D? — 8D + 4Dy = senx, y(0) = 1, 
Dy(0) = 0, D*y(0) = 0 
PROJETO ESCRITO. Comparacáo de Métodos. Escreva um 


relatório sobre os métodos dos coeficientes a determinar e da 
variacáo dos parámetros, discutindo e comparando as vantagens 
e as desvantagens de cada um. Ilustre as informações que encon- 
trar através de exemplos típicos. Tente mostrar que o método dos 
coeficientes a determinar, digamos, para uma EDO de terceira 
ordem com coeficientes constantes e uma função exponencial 
no lado direito, pode ser derivado do método da variação dos 
parâmetros. 


EXPERIMENTO DE ÁLGEBRA COMPUTACIONAL. Coe- 
ficientes a Determinar. Uma vez que o método da variação dos 
parâmetros é geralmente complicado, parece valer a pena tentar- 
mos fazer uma extensão do método dos coeficientes a determinar. 
Constate experimentalmente para quais EDOs é possível e para 
quais não é possível fazer isso. Sugestão: trabalhe de trás para 
frente, resolvendo primeiro as EDOs com o auxílio de um pro- 
grama de computador, para depois verificar se a solução poderia 
ser obtida por meio dos coeficientes a determinar. Por exemplo, 
considere as equações 
n 


12y” + 48y' 


BM 0 
T 


1/2,4x 


64y = xe 
6y = 


x In x. 


6xy' 4 


QUESTÕES- EF- PROBEEMAS- -DE REVISÃO DO CAPÍTULO 3 


1. O que é o princípio da superposição ou linearidade? Em quais 
EDOs de n-ésima ordem ele se aplica? 

2. Liste alguns outros teoremas básicos que podem ser estendidos das 
EDOs de segunda ordem para as de ordem superior. 

3. Caso você conheça uma solução geral de uma EDO linear homo- 
gênea, o que lhe seria necessário para dela obter uma solução geral 
de uma EDO linear não-homogênea correspondente? 

4. Em que consiste um problema de valor inicial para uma EDO linear 
de n-ésima ordem? 

5. O que é um wronskiano? Para que ele é utilizado? 

6-15 SOLUÇÃO GERAL 

Resolva as EDOs dadas. (Mostre os detalhes do que fizer.) 

6. y” + 6y” + 18y' + 40y = 0 

7. 4x%y"” + 12xy” + 3y' = 0 

8. y" + 10y” +9y=0 

9. 8y” + 12y” — 2y' — 3y=0 
10. (D? + 3D? + 3D + Dy = x? 


11. (xD* + D3)y = 150x* 
12. (D* — 2D? — 8D?)y = 16 cos 2x 
13. (D? + Dy = 9e”? 
14. (19D? — 3x?D? + 6xD — 6Dy = 30x7? 
15. (D? - D?- D + Iy = e” 
16-20 | PROBLEMAS DE VALOR INICIAL 
Resolva os problemas dados. (Apresente os detalhes.) 
16. y” — 2y" + 4y' — 8y = 0, y(0) = -—1, 
y’ (0) = 30, y”(0) = 28 
17. x3y” +7x2y” — 2xy' — 10y = 0, y(1)= 1, 
y'a) = -7, y") =44 
18. (D? + 25D)y = 32 cos? 4x, y(0) = 0, 
Dy(0) = 0, P*y(0) =0 
19. (Dt + 40D? — 441))y = 8 cosh x, y(0) = 1,98, 
Dy(0) = 3, D?y(0) = —40,02, D*y(0) = 27 
20. (19D? + 5x2D? + 2xD — 2Dy = 7x2, 
y(1) = 10,6, Dy(1) = -3,6, D?y(1) = 31,2 
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RESUMO DO CAPÍTULO 3 


EDOs Lineares de Ordem Superior 


Compare este Resumo com o do Capítulo 2 (referente ao caso em que n = 2). 
No Capítulo 3, faz-se uma extensão do assunto visto no Capítulo 2 sobre as EDOs de ordem n = 2 para as de ordem 
arbitrária n. Uma EDO linear de n-ésima ordem é aquela que pode ser escrita como 


(1) YP + Palo ++ + py" + pay = ra) 


com y” = d"y/dx" como seu primeiro termo; de novo, chamamos isso de forma-padrão. A equação (1) é chamada de 
homogénea se r(x) = 0 num dado intervalo aberto 7 considerado, e é chamada de náo-homogénea se r(x) 4 O em Z. 
Para a EDO homogênea 


(2) YP + Pal) + +++ + pi) + pol) = 0 


vale o princípio da superposição (Seção 3.1), do mesmo modo em que no caso de n = 2. Uma base ou um sistema 
fundamental de soluções de (2) em 1 consiste em n soluções linearmente independentes yı, ..., y, de (2) em Z. Uma 
solução geral de (2) em 1 é uma combinação linear dessas funções, 


(3) Y = Gute tc (cy *** , Cn constantes arbitrárias). 
Uma solução geral da EDO náo-homogénea (1) em / é da forma 
(4) Y = Ya + Yo (Secáo 3.3). 


Aqui, y, é uma solução particular de (1), podendo ser obtida através de dois métodos (o dos coeficientes a determinar 
ou o da variacáo dos parámetros), explicados na Segáo 3.3. 

Um problema de valor inicial para (1) ou (2) consiste em uma dessas EDOs e em n condições iniciais (Seções 
3.1 e 3.3) 


(5) y (0) = Ko, y) = Kı, O YODA) = Km 


com x, dado em 7 e dados Ko, ..., K, 4. Se Pg, -.. Pp, r São contínuas em /, então as soluções gerais de (1) e (2) existem 
em / e os problemas de valor inicial (1), (5) ou (2) têm uma solução única. 


< capPítTuLo 4 


| Sistemas de EDOs. O Plano de Fase. 
” ua Métodos Qualitativos 


Os sistemas de EDOs possuem diversas aplicações (veja, por exemplo, as Seções 4.1 e 4.5). Na Seção 4.2, 
faremos um esboço da teoria desses sistemas, que inclui a teoria para uma só EDO. A Seção 4.1 mostrará 
a importância prática da conversão de uma EDO única de ordem n num sistema. 

Os sistemas lineares (Seções 4.3, 4.4 e 4.6) são melhor tratados com o uso de vetores e matrizes, sobre 
os quais, entretanto, apenas umas poucas informações elementares serão necessárias aqui. Essas informações, 
apresentadas na Seção 4.0, provavelmente são familiares à maioria dos estudantes. 

Métodos qualitativos. Além de realmente resolvermos os sistemas (nas Seções 4.3 e 4.6), o que fre- 
quentemente é difícil ou mesmo impossível, explicaremos um método totalmente diferente, a saber, o 
poderoso método de investigar o comportamento geral de famílias inteiras de soluções no plano de fase 
(Segáo 4.3). Esse modo de tratamento dos sistemas de EDOs é chamado de método qualitativo, porque 
não precisa obter soluções verdadeiras (em contraste com os “métodos quantitativos”, que usamos para de 
fato resolvermos os sistemas). 

Esse método do plano de fase, como é chamado, também fornece informações sobre a estabilidade das 
soluções, o que é de importância geral em teoria de controle, teoria de circuitos, dinâmica populacional 
etc. Aqui, a estabilidade de um sistema físico significa que, grosso modo, uma pequena alteração ocorrida 
em algum instante causa somente alterações pequenas no comportamento do sistema em instantes poste- 
riores. 

É possível estender os métodos do plano de fase aos sistemas não-lineares, nos quais eles são parti- 
cularmente úteis. Mostraremos isso na Seção 4.5, que inclui uma discussão da equação do pêndulo e o 
modelo populacional de Lotka—Volterra. Finalmente, na Seção 4.6, discutiremos os sistemas lineares náo- 
homogéneos. 


NOTAÇÃO. Analogamente aos Capítulos 1-3, continuaremos a nos referir às funções desconhecidas por 
y; usaremos, portanto, termos como y,(t), ya(t). Achamos preferível fazer isso a subitamente passarmos a 
usar x para nos referirmos às funções, o que nos levaria a escrever x,(?), xa(f), como ás vezes ocorre nos 
sistemas de EDOs. 


Pré-requisito: Capítulo 2. 
Referências e Respostas dos Problemas: Apêndice 1 da Parte A e Apêndice 2. 


4.0 Aspectos Básicos de Matrizes e Vetores 


Ao discutirmos os sistemas lineares de EDOs, utilizaremos matrizes e vetores, pois isto simplifica as fórmulas e 
deixa as idéias mais claras. Mas, para fazermos isso, tudo de que precisaremos são uns poucos elementos desse 
assunto (o que de forma alguma corresponde ao conteúdo dessa matéria, que é apresentado nos Capítulos 77 e 8). 
Muito provavelmente, a maioria dos estudantes tem acesso a esse material. Logo, essa seção serve apenas como 
referência e você deve começar a leitura na Seção 4.1, consultando 4.0 quando precisar. 

A maioria de nossos sistemas lineares consistiráo em duas EDOs com duas funções desconhecidas y;(t), ys(?), 


Yi = Gy + 4122 Y = -5y + Y 
(1) por exemplo, 


Ya = Go) + a22 y = y + ly 


(talvez com funções adicionais dadas g,(t) e g(t), no lado direito das duas EDOs). 
Similarmente, um sistema linear de n EDOs de primeira ordem com n funções desconhecidas y;(t)... y,(t) tem 
a forma 
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, 
SM F Aayo + F ind 


y2 = Gy) + Aay + ` + am 
(2) 


, 
Yn T Andi + An2Y2 tds UnnYn 


(talvez com uma função adicional dada no lado direito das duas EDOSs). 


Algumas Definições e Termos 


Matrizes. Em (1), os coeficientes (constantes ou variáveis) formam uma matriz A 2 X 2, ou seja, uma lista 
ordenada 


dy 12 —5 2 
(3) A = far] = 5 por exemplo, A = NIE 
da1 Ao 13 2 
Similarmente, os coeficientes em (2) formam uma matriz n X n 
411 412 Ex Ain 
a21 a22, A2n 
(4) A = [a] = 
nı Ang a Ann 


411, 419, ... São chamados de elementos, as linhas horizontais são chamadas de linhas e as linhas verticais de 
colunas. Portanto, em (3) a primeira linha é [ay 413], a segunda linha é [a,, as] e a primeira e segunda 


colunas são 
411 AD) 
e . 
431 a22 


Em relação aos elementos, adota-se uma “notação duplamente subscrita”, com o primeiro número subscrito 
referindo-se à linha e o segundo número indicando a coluna onde o elemento se encontra. Algo similar ocorre 
em (4). A diagonal principal é composta dos elementos a, as» *** a, em (4); logo, em (3) a diagonal 
principal corresponde aos elementos a, do. 

Precisaremos somente de matrizes quadradas, ou seja, matrizes com o mesmo número de linhas e de colunas, 
como em (3) e (4). 


Vetores. Um vetor-coluna x com n componentes x,, ..., x, tem a forma 


X1 
Xa Xi 
X=|. |, portanto, se n = 2 x= 
: Xo 
Xn 
Similarmente, um vetor-linha v tem a forma 
v= [ùr *** Uab portanto, se n = 2, então, v = [U,, vs. 


Cálculos com Matrizes e Vetores 


Igualdade. Duas matrizes n X n são iguais se e somente se seus elementos correspondentes forem iguais. 
Portanto, para n = 2, consideremos 


aii 412 by D12 


a21 a22 ba Do» 


Então, A = B se e somente se 
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Ay = by, Gp = by 
421 = Day, az = Dag. 


Dois vetores-coluna (ou dois vetores-linha) são iguais se e somente se ambos tiverem n componentes e seus 
elementos correspondentes forem iguais entre si. Portanto, consideremos 


Vi Xı v =X 
k e X — $ Então vV Xx se e somente se 
U3 X9 Uz = Xo. 


A adição é feita somando-se os elementos (ou componentes) correspondentes; aqui, as matrizes devem ser ambas 
do tipo n X n e os vetores precisam ambos ter o mesmo número de componentes. Portanto, para n = 2, 


an + by mo + by Vi + x 
(5) A+ B= 5 v+tx= z 
421 + ba a22 + Daz Vo + Xa 


A multiplicação escalar (multiplicação por um número c) é feita multiplicando-se cada elemento (ou componente) 
por c. Por exemplo, se 


O! 3 —63 —21 
A = g então, —7A = ` 
-2 0 14 0 
Se 
0,4 4 
v= A entáo, 10v = ` 
—13 —130 


Multiplicação de Matrizes. O produto C = AB (nessa ordem) de duas matrizes n X n, A = [a] e B = [b] é 
a matriz C = [c] do tipo n X n e cujos elementos são 


j=1l,:::,n 
(6) Cu = 2 amb 
m=1 k=1L,-:-,n, 


ou seja, multiplicamos cada elemento da j-ésima linha de A pelo elemento correspondente na k-ésima coluna 
de B, e então somamos esses n produtos. Pode-se dizer resumidamente que se trata da “multiplicação das linhas 
dentro das colunas”. Por exemplo, 


9 3 1 —4 914322 9:(-4)+3:5 
E a Bl el an 
15 —21 
o la i 
CUIDADO! A multiplicação de matrizes não é comutativa, ou seja, em geral, AB + BA. Em nosso exemplo, 
1 —4 9 3 1:9 + (+4): (22) 1-3+(-4):0 
; ' E Al ate, 2:3+5:0 | 
17 3 
E | 8 T 


A multiplicação de uma matriz A n X n por um vetor x com n componentes é definida pela mesma regra: v = 
Ax é o vetor com n componentes 


n 
v=> AjmAm j=1-ccn. 
me 


12 7 X1 12x, + 7x, 
—8 3 X2 —8x + 3x5 


Por exemplo, 
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Sistemas de EDOs como Equações Vetoriais 


Derivação. A derivada de uma matriz (ou vetor) com elementos (ou componentes) variáveis é obtida derivando- 
se cada elemento (ou componente). Portanto, se 


yA a RAO) —2e7% 
y = = % entáo, y'O = = ; 
yat) sen 1 yal0) cos t 
Usando a multiplicação e a derivação de matrizes, podemos agora escrever (1) como 


yi 411 Gy] [Y1 23 27 [y 
(7) = = Ay = y pex, y = ] 
7 y3 y lo do) | Y2 R y 13 E Ya 


Algo similar ocorre com (2), levando-se em conta uma matriz A n X n e um vetor-coluna y com n componentes, 
a saber, y’ = Ay. A equação vetorial (7) é equivalente a duas equações para os componentes e essas são precisa- 
mente as duas EDOs de (1). 


Mais Alguns Termos e Operações 


Chama-se de transposição a operação de escrever as colunas como linhas e vice-versa, o que é indicado por T. 
Portanto, a matriz transposta A! da matriz 2 X 2 é 


d11 019 =5 2 dy da1 =5 13 

À= = é AT = = 
1 1 
a21 22 13 2 di2 dog 2 2 


A transposta de um vetor-coluna, digamos, 
U1 
= 4 : T_ 
v= : é um vetor-linha, v = [Vi vo) 
U2 
e vice-versa. 


Inversa de uma Matriz. A matriz unitária I n X n* corresponde à matriz n X n onde a diagonal principal é 
composta de 1, 1, ..., 1, e todos os outros elementos são iguais a zero. Se para uma determinada matriz A n X n 
houver uma matriz B n X n tal que AB = BA = I, então A é chamada de não-singular e B é chamada de matriz 
inversa de A, sendo indicada por A~}; portanto, 


(8) AA“! = ATÍA = I. 
Se A não possuir uma matriz inversa, ela é chamada de singular. Para n = 2, 
1 a22 “Aza 


(9) A“! = E 
det A — 491 411 


onde o determinante de A é 


411 012 


(10) det A = 


= (11499 T 4A12đ21. 


a21 a22 


(Para um valor geral de n, veja a Seção 7.7, embora não necessitaremos disso neste capítulo.) 


Independência Linear. Dizemos que r vetores dados v®, - - - , v” com n componentes formam um conjunto 
linearmente independente ou, mais resumidamente, são linearmente independentes, se 


(11) av? +e te? =0 


implicando que todos os escalares c,, © * +, c, são nulos; aqui, O denota o vetor nulo, cujos n componentes são 
todos iguais a zero. Se (11) também se verificar para escalares nem todos iguais a zero (de modo que pelo menos 
um desses escalares seja não-nulo), então dizemos que esses vetores formam um conjunto linearmente dependente, 
ou, mais resumidamente, são linearmente dependentes, pois pelo menos um deles pode ser expresso como uma 
combinação linear dos demais; ou seja, se, por exemplo, cı + 0 em (11), então podemos obter 


*Também conhecida como matriz unidade. (N. T.) 
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EXEMPLO 


1 
YD = — — (ev? + +ev?). 
C1 


Autovalores, Autovetores 


Os autovalores e os autovetores seráo bastante importantes neste capítulo (e, a bem dizer, em toda a matemática). 
Tomemos uma matriz n X n A = [aj]. Considere a equação 


(12) Ax = Ax 


onde À é um escalar (um número real ou complexo) a ser determinado e x é um vetor também a ser determinado. 

Agora, para todo A, uma solução é x = 0. Um escalar À tal que (12) se verifica para algum vetor x 0 é chamado 

de um autovalor de A, e dizemos que esse vetor é um autovetor de A, correspondente a esse autovalor À. 
Podemos escrever (12) como Ax — Ax = 0, ou 


(13) (A — ADx = 0. 


Isso corresponde a n equações algébricas lineares nas n incógnitas x;, ..., x, (as componentes de x). Para essas 
equações terem uma solução x + 0, é preciso que o determinante da matriz A — AI dos coeficientes seja igual a 
zero. Isso se prova como um fato básico da álgebra linear (Teorema 4 da Seção 7.7). Neste capítulo, precisaremos 
disso somente para n = 2. Então, (13) é 


a A a x 0 
(14) 11 12 1 ; 
d21 dog — A Xa 0 
em componentes, 
an + =0 
(14%) (411 = A) A19Xo 
A91X1 + (a22 — Ajxz = 0. 


Agora, A — AI é singular se e somente se seu determinante [A — AI], chamado de determinante característico 
de A (também para um valor n geral), for igual a zero. Isso fornece 


det (A — AD = 


a21 da — À 


(15) = (a — Aa — À) 12091 
=M -— (am + as)A + 411433 — A1242; = 0. 


Essa equação quadrática em A é chamada de equação característica de A. Suas soluções são os autovalores À, 
e A, de A. Determinamos primeiro esses autovalores. Então, usamos (14*) com À = A, para determinarmos um 
autovetor xP de A correspondente a A,. Finalmente, usamos (14%) com A = A, para obtermos um autovetor x? 
de A correspondente a Az. Observe que, se x for um autovetor de A, o mesmo ocorre com kx para um k + 0 
qualquer. 


Um Problema de Autovalores 


Encontre os autovalores e os autovetores da matriz 


—4,0 40 
(16) A= ; 
-1,6 1,2 
Solução. A equação característica é a equação quadrática 
—4 -À 4 


det [A — AI] = = 22 + 2,8À + 1,6 = 0. 


-1,6  12-—A 


Ela possui as soluções A, = —2 e A, = —0,8. Estes são os autovalores de A. 
Os autovetores são obtidos de (14*). Para À = À, = —2, temos de (14*), 


(—4,0 + 2,0)x, + 4,0x =0 
—1,6x + (1,2 + 2,0)x, = 0. 
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Uma solução da primeira equação é x, = 2, x, = 1. Isso também satisfaz a segunda equação. (Por quê?) Logo, um autovetor de A correspon- 
dente a A, = -2,0 é 


2 1 
(17) xD = z Similarmente, x® = 
1 0,8 


é um autovetor de A correspondente a A, = —0,8, conforme obtido a partir de (14*) com À = Às. Verifique isso. a 


4.1 Sistemas de EDOs como Modelos 


EXEMPLO 


Nesta seção, primeiro apresentaremos alguns exemplos típicos de situações onde as EDOs podem servir como 
modelos em diversas aplicações. Depois, mostraremos que uma EDO de ordem superior (com a derivada de maior 
ordem estando isolada num lado da equação) pode ser reduzida a um sistema de primeira ordem. Ambos esses 
fatos confirmam a importância prática desses sistemas. 


Problema de Mistura Envolvendo Dois Tanques 


Um problema de mistura envolvendo um único tanque pode ser modelado por uma única EDO, algo que se pode observar no Exemplo cor- 
respondente de número 3 na Seção 1.3, sendo que o princípio da modelagem será o mesmo para os dois tanques. O modelo será um sistema 
de duas EDOs de primeira ordem. 

Na Fig. 77, os tanques T, e T, inicialmente contêm cada um 100 galões de água. Em T}, a água é pura, ao passo que há 150 libras de 
fertilizante dissolvidas em T,. Fazendo uma circulação do líquido a uma taxa de 2 galões/min e revolvendo a mistura (para mantê-la uniforme), 
as quantidades de fertilizante y,(t) em T; e ya(1) em T, se alteram com o tempo t. Por quanto tempo deveremos deixar o líquido circular de 
tal modo que 7, conterá pelo menos a metade da quantidade de fertilizante que restará em T,? 


Solução. Etapa 1. Elaboração do modelo. Como para um único tanque, a taxa temporal de alteração y1(1) de y,(1) é igual ao fluxo de 
entrada menos o fluxo de saída e algo similar ocorre para o tanque T,. Da Fig. 77, vemos que 


2 2 
yi = Entrada/min — Saída/min = 100% 7 100% (Tanque Ty) 
» : E $ 2 2 
ya = Entrada/min — Saída/min 100% 7 10072 (Tanque T3). 


Logo, em nosso problema de mistura, o modelo matemático corresponde ao sistema de EDOs de primeira ordem 


yi = —0,02y, + 0,02y5 (Tanque 7) 
ya = 0,02y, — 0,02y (Tanque T3). 
yı 
Assumindo a forma de uma equação vetorial com o vetor-coluna y = e a matriz A, isso se torna 
Ya 
—0,02 0,02 
, 
y = Ay onde A= e 
f 0,02 —0,02 


Etapa 2. Solução geral. Como no caso de uma equação única, tentemos uma função exponencial de t. 


(1) y = xe". Entáo, y = Axe! = Axel. 


Dividindo a última equação Axe! = Axe*! por e^% e trocando os lados direito e esquerdo, obtemos 


vtd) 
150 


T 


100F pe 
| 

TO fo = maes e POZAS PAP 
t 

50 — y, (0 
| 
| 

0 = fi 
Sistema de tanques o 27,5 50 100 1! 


Fig. 77. Conteúdo de fertilizante nos Tanques T, (curva inferior) e T, 
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Precisamos de soluções não-triviais (soluções que não sejam identicamente nulas). Logo, temos que procurar os autovalores e os autovetores 
de A. Os autovalores são as soluções da equação característica 


—0,02 — A 0,02 
(2) det (A — AD = (—0,02 — AY? — 0,022 = A(A + 0,04) = 0. 
0,02 —0,02 — A 


Vemos que À; = O (algo que pode perfeitamente acontecer — não se confunda —, pois são os autovetores que não podem ser nulos) e A, = 
—0,04. Os autovetores são obtidos de (14*) na Seção 4.0 com À = 0 e À = —0,04. Para nossa matriz A deste caso, isso fornece [precisamos 
somente da primeira equação em (14*)] 


—0,02x, + 0,02x, = 0 e (0,02 + 0,04)x, + 0,02x, = 0, 


respectivamente. Logo, x, = x, € xy = —Xz, respectivamente, e podemos fazer x, = xy = le x; xo = 1. Isso fornece dois autovetores 
correspondentes a, respectivamente, A, = 0 e A, = —0,04, a saber, 


1 1 
¿Ds ë 9 = f 
1 -1 


De (1) e do princípio da superposição (que continua a vigorar nos sistemas de EDOs lineares homogéneas), obtemos então uma solução 


1 1 
t t 
(3) y= ax” + coxe? =c | | + Ca | | e7004 


onde c, e c, são constantes arbitrárias. Mais tarde, chamaremos isso de uma solução geral. 


Etapa 3. Uso das condições iniciais. As condições iniciais são y,(0) = O (nenhum fertilizante no tanque T,) e ya(0) = 150. Disso e de (3) 


com t = 0, obtemos 
1 1 ci + Ca 0 
0) = +e = = ; 
e] | 0115180 


Em componentes, isso corresponde a cy + cy = 0, cy — cy = 150. A solução é cy = 75, ca = —75. Isso fornece a resposta 
1 1 
y = 75x? — 75H 27008 = 75 -75 ¿00 
1 =1 


Em componentes, 


yı = 75 — 7507004 (Tanque T}, curva inferior) 


Ya = 75 + 7507004 (Tanque T, curva superior). 


A Fig. 77 mostra o aumento exponencial de y, e o decréscimo exponencial de y, ao limite comum de 75 libras. Vocé esperava que isso acon- 
tecesse por razões físicas? E conseguiria explicar fisicamente por que as curvas parecem “simétricas”? O limite se alteraria se inicialmente 
T, contivesse 100 libras de fertilizante e T, contivesse 50 libras? 


Etapa 4. Resposta. T, conterá a metade da quantidade de fertilizante de T, se T} contiver 1/3 da quantidade total, ou seja, 50 libras. Por- 
tanto, 


yı = 75 — 750 0 = 50, es 3i t = (In 3)/0,04 = 27,5. 


Logo, o fluido deve circular pelo menos por cerca de meia hora. a 


EXEMPLO-2 Circuito elétrico 


Encontre as correntes 1,(t) e 1,(t) no circuito elétrico mostrado na Fig. 78. Suponha que todas as correntes e cargas sejam nulas em f = 0, 
instante em que a chave é ligada. 


Chave 
1=0 


E = 12 volts = 


R, = 6 ohms 


Fig. 78. Circuito elétrico do Exemplo 2 


Solucáo. Etapa 1. Elaboracáo do modelo matemático. O modelo desse circuito é obtido da lei da voltagem de Kirchhoff, conforme 
vimos na Seção 2.9 (onde consideramos os circuitos de uma única malha). Chamemos de /,(£) e L(t) as correntes nas malhas esquerda e 
direita, respectivamente. Na malha esquerda, as quedas de tensão correspondem a L74 = 1 [V] no indutor e a R¡(1, — 6) = 44 — h) [V] no 
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resistor, havendo o sinal negativo porque 1,(t) e I(t) fluem através do resistor em sentidos opostos. Segundo a lei da voltagem de Kirchhoff, 
a soma dessas quedas é igual à voltagem da bateria; ou seja, 14 + 41 — 1) = 12, logo, 


(4a) I = AL, + 4h + 12. 


Na malha direita, as quedas de tensão correspondem a Ral, = 61 [V] e Ri — h) = 44 — h) [V] nos resistores, e a (1/C)f 6 dt = 
4 $ I, dt [V] no capacitor, sendo sua soma igual a zero, 


6h + 4-1) +4 | hdt=0 ou 10h = 4h +4 | bdt=0. 
Dividindo por 10 e derivando, obtemos 15 — 0,41] + 0,46 = 0. 


Para simplificarmos o processo de solução, primeiro eliminamos 0,417 E o que, por (4a), se iguala a 0,4(—41, + 41 + 12). A substituição 
na EDO existente fornece 


I} = 044 — 0,45 = 04(—4h + 41 + 12) — 0,45 
e, por simplificação, 
(4b) b=-16h+ 1,21, + 4,8. 


Em forma matricial, (4) é (escrevemos J, visto que I se refere à matriz unitária) 


40 450 12,0 
p Á= > 85 . 
-16 12 4,8 


Etapa 2. Resolução de (5). Devido ao vetor g, trata-se de um sistema não-homogêneo, de modo que tentamos proceder como fizemos para 


h 


(5) J =AJ+g, onde J- | 

h 

uma EDO única, resolvendo primeiro o sistema homogéneo J' = AJ (portanto, J' — AJ = 0), substituindo J = xe**. Isso fornece 
J! = Axe = Axe”, logo, AX = AX. 


Logo, para obtermos uma solução não-trivial, de novo precisamos dos autovalores e dos autovetores. Para a matriz A que temos agora, estes 
são obtidos da mesma forma que no Exemplo 1 da Seção 4.0: 


2 1 
A = -2, xD = É A, = —0,8, x® = ; 
1 0,8 


Portanto, uma “solução geral” do sistema homogêneo é 
J, = cxDel + coxde DB 


Para uma solução particular do sistema não-homogêneo (5), visto que g é constante, fazemos uma tentativa com um vetor-coluna constante 
J, = a com componentes a, a,. Então, J, = 0, e fazendo uma substituição em (5), obtemos Aa + g = 0; em componentes, 


40a, + 4,04, + 12,0 = 0 


1,64, + 1,2a + 4,8 = 0. 
A E ad aa = “13 
A solução é ay = 3, a, = 0; portanto, a = o! Logo, 
(6) J= Jn, + Jp = cxde + cxde NE + a; 


em componentes, 


h=2gel+ cett+3 


l= ce + 0,8030 0%, 


As condições iniciais fornecem 


(0) =24+ o +3=0 


(0) = cy + 0,8c5 = 0. 
Logo, cı = —4 e c3 = 5. Portanto, obtemos como solução de nosso problema: 
(7) J = —4xDe2% + 5xDp-08t + a, 
Em componentes (Fig. 79b), 

lh ge + 50708 + 3 

h = —4e"% + 40708 


Agora, vem-nos uma idéia importante, que detalharemos mais tarde, a partir da Seção 4.3. A Fig. 79a mostra 1,(t) e 1,(t) como duas curvas 
distintas. A Fig. 79b mostra essas duas correntes como uma única curva [1,(t),15(1)] no plano 1,-1,. Trata-se de uma representação paramétrica, 
com o tempo f sendo o parâmetro. Freqiientemente, é importante saber em que sentido uma curva como essa é traçada. Isso pode ser indicado 
por uma seta no sentido de t crescente, como mostra a figura. O plano 1,-1, é chamado de plano de fase do nosso sistema (5) e a curva na 
Fig. 79b é chamada de trajetória. Veremos que essas “representações do plano de fase” são, de longe, mais importantes que os gráficos 
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2} 
0,5} 
1H LD 
0 L L LA = of 1 L 1 L L 
0 1 2 3 4 K t 0 1 2 3 4 5 I 
(a) Correntes 7, (b) Trajetória LI (8, LV 
(curva superior) no plano LL 
e L (o “plano de fase") 


Fig. 79. Correntes do Exemplo 2 


como os mostrados na Fig. 79a, porque elas sáo muito mais eficientes em nos dar uma impressáo geral qualitativa do comportamento geral 
de famílias inteiras de soluções, em vez de simplesmente mostrarem uma solução, como no caso presente. H 


Conversão de uma EDO de n-ésima Ordem num Sistema 


Mostraremos agora que uma EDO de n-ésima ordem com a forma geral (8) (veja o Teorema 1) pode ser convertida 
em um sistema de n EDOs de primeira ordem. Isso se reveste de uma importância tanto prática quanto teórica — tem 
uma importância prática porque permite o estudo e a solução de EDOs únicas através de métodos de sistemas; e tem 
uma importância teórica porque possibilita a inclusão da teoria das EDOs de ordem superior na teoria dos sistemas 
de primeira ordem. Essa conversão é um outro motivo da importância dos sistemas, além de sua utilização como 
modelos em diversas aplicações básicas. A idéia da conversão é simples e direta, como podemos ver a seguir. 


TEOREMA 1 Conversão de uma EDO 


Pode-se converter uma EDO de n-ésima ordem 
(8) yP = (DAS da cd 


num sistema de n EDOs de primeira ordem fazendo-se 
Es re f A n 23 
(9) a T O O SS E E Y T 


Esse sistema é da forma 


Ya = Ya 
(10) Ya = Ys 
, = 
Yn-1 = Yn 
Wo = P DeD SO ad 


PROVA Asn- 1 primeiras equações dessas n EDOs são obtidas imediatamente de (9) por derivação. Além disso, de (9) 
temos que y, = y”, de modo que a última equação em (10) resulta da EDO (8) dada. E 


EXEMPLO-3 Massa numa Mola 


Para nos certificarmos de que o método da conversão realmente funciona, vamos aplicá-lo a um caso velho conhecido nosso, modelando os 
movimentos livres de uma massa presa a uma mola (veja a Seção 2.4) 


k 
my" + cy +ky=0 ou 5 == £y = —y. 


Para essa EDO (8), o sistema (10) é linear e homogéneo, 


N 
| 
| 
| 

tes 

x 
| 
| 

7 

N 
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Y1 
Fazendo y = | | obtemos, na forma matricial, 
Ya 
0 1 yı 
y =Ay=| | 7 
Ea -> | | y2 
m m 
A equação característica é 
=A 1 
2 le k 
det (A — AD = k c =+=A+—=0. 
agem = SMA m m 
m m 


Ela concorda com o que vimos na Seção 2.4. Ilustremos um cálculo, fazendo m = 1, c = 2, e k = 0,75. Portanto, 


A2 + 2A + 0,75 = (A + 0,5) + 1,5) = 0. 


Isso nos fornece os autovalores A, = —0,5 e A, = —1,5. Os autovetores são obtidos da primeira equação em A — AI = 0, que é —Axy + 
xo = O. Para Ay, isso fornece 0,5x, + x = 0, digamos, xı = 2, x, = —1. Para Às = —1,5, isso nos fornece 1,5x, + x = 0, digamos, x, = 
1, x = —1,5. Esses autovetores 


2 1 2 1 
xD = À = dão 40 Ue et 
| -1,5 KoA E 


Essa solugáo vetorial tem o primeiro componente 


y = y, = 2ce 9% + cye 19% 


que é a solugáo esperada. O segundo componente é sua derivada 


-0,5t 


, , ao 
Y =y Fy cie 1,5coe 18, E 


PROBLEMAS PROPOSTOS 4.1 


1-6 PROBLEMAS DE MISTURA 


1. Sem fazer cálculos, descubra se, no Exemplo 1, dobrar a taxa de 
fluxo tem o mesmo efeito que diminuir pela metade o tamanho 
dos tanques. (Dé uma razão para isso.) 


2. No Exemplo 1, o que acontece se substituirmos T, por um tanque 
contendo 500 galóes de água e 150 libras de fertilizante nele dis- 
solvidas? 

3. No Exemplo 1, obtenha os autovetores sem consultar este livro. 

4. No Exemplo 1, obtenha uma “solugáo geral” para uma razáo qual- 
quer a = (taxa de fluxo)/(tamanho do tanque), com os tanques 
sendo de tamanhos iguais. Comente o resultado. 

5. Se você estender o Exemplo 1 para um tanque T} do mesmo tama- 
nho que os outros e conectá-lo a T, através de dois tubos com taxas 
de fluxo como as verificadas entre T} e T,, qual sistema de EDOs 
vocé obteria? 


6. Obtenha uma “solugáo geral” do sistema do Problema 5. 


7-10| CIRCUITOS ELÉTRICOS 


7. Encontre as correntes no Exemplo 2, considerando que as correntes 
iniciais valem 0 e -3 A (com o sinal negativo indicando que o 
sentido de /,(0) é contrário ao da seta). 


8. No Exemplo 2, encontre as correntes considerando que as resis- 
téncias de R, e R, foram duplicadas (forneça somente a solução 
geral). Responda primeiro por palpite. 

9. Quais são os limites das correntes no Exemplo 2? Explique-os em 
termos físicos. 


10. Encontre as correntes no Exemplo 2 considerando que a capaci- 


tância foi alterada para C = 1/5,4 F (farad). 


11-15| CONVERSÃO PARA SISTEMAS 


Obtenha uma solução geral da EDO dada: (a) convertendo-a primeiro 

num sistema e (b) diretamente como ela foi dada. (Mostre os detalhes 

do que fizer.) 

1. y” —-4y=0 

13. y”"-y'=0 

15. 64y” — 48y' — Ty=0 

16. PROJETO DE EQUIPE. Duas Massas com Molas. (a) Obtenha 
o modelo para o sistema (náo-amortecido) da Fig. 80. (b) Resolva 
o sistema de EDOs obtido. Sugestão: tente y = xe” e faça œw? = 
A e continue como no Exemplo 1 ou 2. (c) Descreva a influência 
das condições iniciais sobre o possível tipo de movimento. 


12. y” +2y' — 24y = 0 
14. y” + 15y" + 50y = 0 


(y, = 0) m,=1 
yA 
Sistema em 
equilíbrio Sistema em 
estático movimento 


Fig. 80. Sistema mecânico do Projeto de Equipe 16 


Capítulo 4: Sistemas de EDOs. O Plano de Fase. Métodos Qualitativos 109 


4.2 Teoria Básica dos Sistemas de EDOs 


TEOREMA 


Nesta seção, discutiremos alguns conceitos e fatos básicos sobre os sistemas de EDOs, que se assemelham bas- 
tante aos relativos às EDOs únicas. 
Os sistemas de primeira ordem da última seção eram casos especiais do sistema mais geral 


yı = filt, yi do > Yn) 

O a) 
(1) 

Yn Er falt, V ea à Voe 
Podemos escrever o sistema (1) como uma equação vetorial, introduzindo os vetores-coluna y = [y *** Jal 
ef = [fı ->> fa] (onde T significa transposição e poupa-nos o espaço que seria necessário para escrevermos 
y e f na forma de colunas). Isso nos dá 
(1) y' = f(t, y). 


Esse sistema (1) inclui quase todos os casos de interesse prático. Para n = 1, ele se torna y; = fi(t, yı), ou 
simplesmente y” = f(t, y), que conhecemos bem do Capítulo 1. 
Uma solução de (1) num intervalo qualquer a < t < b é um conjunto de n funções deriváveis 


Bd hi(®), ST Yn 7 h(t) 


ema < t< b que satisfaz (1) ao longo desse intervalo. Em forma vetorial e introduzindo o “vetor solução” h = 
[hi ++- h|" (um vetor-coluna!), podemos escrever 


y = hð. 
Um problema de valor inicial para (1) consiste em (1) e em n condições iniciais dadas 


(2) Yilto) = Kı, Volto) = Kə, Eg Yulto) = Kn, 


em forma vetorial, y(t4) = K, onde tọ é um valor especificado de £ no intervalo considerado e os componentes de 
K=[K, +++ K,] são números dados. As condições suficientes para a existência e unicidade de uma solução 
de um problema de valor inicial (1) e (2) sáo enunciadas no teorema a seguir, que é uma extensáo dos teoremas 
apresentados na Seção 1.7 referentes a uma única equação. (Provas desses teoremas podem ser encontradas na 
Ref. [A7].) 


Teorema da Existência e Unicidade 


Consideremos que fı, `+ , f, sejam funções contínuas e que tenham as derivadas parciais contínuas 
Ofi/dy,, or Of /0y,, *** , 0f,/0y, em algum domínio R de um espaço ty,y»...Yn contendo o ponto (ty, 
Kı, ***,K,). Então, (1) possui uma solução em algum intervalo tọ — a < t < tọ + a que satisfaz a (2), 


e essa solução é única. 


Sistemas Lineares 


Estendendo a noção de uma EDO linear, diremos que (1) é um sistema linear se ele for linear em y4, ..., y»; OU 
seja, se ele puder ser escrito como 


yı = ar (6)y; ar in a DY ar g) 
(3) ; 


Yn z Any E Ann ar Enlt). 
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TEOREMA 2 


TEOREMA-3 


PROVA 


Em forma vetorial, isso se torna 


(3) y =Ay +8 


411 E Ain yı 81 


onde A= . Aaa 5 y = 


anı Fla Ann Yn &n 


Esse sistema é chamado de homogêneo se g = 0, de modo que ele se torna 
(4) F aiy 


Se g + 0, então (3) é chamado de não-homogêneo. O sistema do Exemplo 1 na última seção é homogêneo e o 
do Exemplo 2 é não-homogêneo; já o sistema do Exemplo 3 é homogéneo. 

Para um sistema linear (3), temos 9f,/0y, = ay (0), © ** , 0f,/0y, = Ann(t) no Teorema 1. Portanto, para um 
sistema linear, obtemos simplesmente o seguinte. 


Existéncia e Unicidade no Caso Linear 


Consideremos que os aj; se gj s em (3) sejam funções contínuas de t num intervalo aberto a < t < B contendo 
o ponto t = to. Então, neste intervalo, (3) possui uma solução que satisfaz a (2), e esta solução é única. 


Como no caso de uma única EDO linear homogênea, temos 


Princípio da Superposição ou Princípio da Linearidade 


Se, em algum intervalo, y2 e y? forem soluções do sistema linear homogêneo (4), então o mesmo ocorre 
com uma combinação linear qualquer y = cy + coyº. 


Derivando e usando (4), obtemos 


y = ley? $ cy]! 
= cyD' + cy? 
Ay + Ay? 


= A(cyD + cy?) = Ay. E 


A teoria geral dos sistemas lineares de EDOs é bastante similar à teoria das EDOs lineares únicas, apresentada 
nas Seções 2.6 e 2.7. Para vermos isso, explicaremos os fatos e conceitos mais básicos. As provas podem ser 
consultadas em textos mais avançados, como na Ref. [A7]. 


Base. Solução geral. Wronskiano 


Dizemos que uma base ou um sistema fundamental de soluções do sistema homogêneo (4) em algum intervalo 
aberto J corresponde a um conjunto linearmente independente de n soluções y%, - - +, y” de (4) nesse intervalo. 
(Escrevemos J porque já estamos usando I para nos referirmos à matriz unitária.) Dizemos que uma combinação 
linear correspondente 


(5) y= oy? + ey” (Cis + ** , cy arbitrários) 


é uma solução geral de (4) em J. Pode-se mostrar que se, em (4), a;,(t) for contínua em J, então (4) possui uma 
base de soluções em J, possuindo, portanto, uma solução geral que inclui qualquer solução de (4) em J. 
Podemos escrever n soluções y®, - - -, y” de (4) em algum intervalo J como colunas de uma matriz n X n. 


(6) Kaye Ser y 


O determinante de Y é chamado de wronskiano de y%, ++ +, y”, e é escrito como 
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a) (2) m) 


Y1 Y1 EA Y1 
o 2) es w 

7) wg? "e y0D) £ Y2 Y2 y2 
E å 


As colunas são essas soluções, cada qual expressa em termos de componentes. Essas soluções formam uma base 
em J se e somente se W não for nulo num t, qualquer desse intervalo. Ou W é identicamente nulo ou é diferente 
de zero em todo J. (Isso é similar ao que foi mostrado nas Seções 2.6 e 3.1.) 

Se as soluções y”, - + +, y" em (5) formarem uma base (um sistema fundamental), então (6) é freqüentemente 
chamada de matriz fundamental. Introduzindo um vetor-coluna € = [c, cy *** cy], podemos agora escrever 
(5) simplesmente como 


(8) y = Ye. 


Além disso, podemos relacionar (7) à Seção 2.6, da seguinte maneira. Se y e z são soluções de uma EDO linear 
homogênea de segunda ordem, seu wronskiano é 


Z 
WO3 =], À 
y Z 
Para escrevermos essa EDO como um sistema, temos que fazer y = y}, y” = y¡ = Yə escrevendo também algo 


similar para z (veja a Seção 4.1). Porém, então W(y, z) torna-se (7), exceto pela notação. 


4.3 Sistemas de Coeficientes Constantes. 
Método do Plano de Fase 


Continuando, supomos agora que o sistema linear homogêneo 
, 
(1) y = Ay 


que estamos discutindo possua coeficientes constantes, de tal modo que a matriz A = jaj] n X n possui elemen- 
tos que não dependem de t. Desejamos resolver (1). Agora, uma EDO única y” = ky possui a solução y = Ce. 
Dessa forma, façamos a tentativa: 


(2) y = xe”, 


Substituindo em (1), obtemos y” = Axe! = Ay = Axe”. Dividindo por e", chegamos ao problema de autovalor 


(3) Ax = Ax. 


Portanto, as soluções náo-triviais de (1) (soluções diferentes de vetores nulos) têm a forma (2), onde A é um 
autovalor de A e x é um autovetor correspondente. 
Supomos que A tenha um conjunto linearmente independente de n autovetores. Isso se verifica na maioria das 


aplicações, em particular se A for simétrica (apj = a;,) ou anti-simétrica (a;; = —a;;), ou se tiver n autovalores 
diferentes. 
Chamemos esses autovetores de x, - - - , x? e façamos com que eles correspondam aos autovalores Ay, + **, 


A, (que podem ser todos diferentes, ou então serem alguns — ou mesmo todos eles — iguais entre si). Então, 
as soluções correspondentes (2) são 


Mt Ant 
(4) yo = xe"! ; e. yo = xx" 


Seu wronskiano W = W(y%, - + - , yW) [(7) na Seção 4.2] é dado por 
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TEOREMA 


EXEMPLOS 


àt At 
Do xPe n xP 10 
Dt GO Ant ad) m) 
-nD T PE x2 € L att tant |72 x2 
W= (y, y”) =e 
OD Mt GU Ant 1) (mn) 
ne Xp € Xi Xn 


No lado direito, a função exponencial nunca é nula e tampouco o determinante é nulo, visto que suas colunas 
correspondem aos n autovetores linearmente independentes. Isso prova o seguinte teorema, cuja suposição se 


verifica se a matriz A for simétrica ou anti-simétrica, ou se os n autovalores de A forem todos diferentes. 


Solução Geral 

Se, no sistema (1), a matriz constante A possuir um conjunto linearmente independente de n autovetores, 
então em (4) as soluções correspondentes yD, + +, y® constituem uma base de soluções de (1) e a solução 
geral correspondente é 


At Ant 
= qn oo ras. 


(5) 


Como Obter Soluções Gráficas no Plano de Fase 


Concentrar-nos-emos agora nos sistemas (1) com coeficientes constantes consistindo em duas EDOs 


Yi = Ay) + ap)» 


(6) 


y' = Ay; em componentes, 


= d21Y1 + d29)Y2. 


Naturalmente, podemos obter soluções gráficas de (6), 


(7) 
yalt) 

como duas curvas sobre o eixo t, uma para cada componente de y(t). (A Fig. 79a na Seção 4.1 mostra um exemplo 
disso.) Porém, também podemos fazer o gráfico de (7) como uma curva única no plano y;yo. Trata-se de uma 
representação paramétrica (equação paramétrica) com o parámetro t. (Veja um exemplo disso na Fig. 79b. Muitos 
outros se seguirão. As equações paramétricas também ocorrem no cálculo.) Uma curva como essa é chamada de 
trajetória (ou ás vezes de órbita ou caminho) de (6). O plano y,y, é chamado de plano de fase.' Se enchermos 
o plano de fase com trajetórias de (6), obtemos o chamado retrato de fase de (6). 


Trajetórias no Plano de Fase (Retrato de Fase) 


Para vermos o que está se passando, iremos obter e representar as soluções gráficas do sistema 


, —3 
y = Ay = 
1 


y1=73y1 + y2 


(8) 


1 
E portanto, 
= 


Ya Y1 7 3a: 


Solucáo. Substituindo y = xe™ e y’ = Axe* e omitindo a função exponencial, obtemos Ax = AX. A equação característica é 
-3-A 1 5 
det (A — AD = =M+614+8=0. 
1 SIA 
Isso fornece os autovalores À, = —2 e À, = —4. Os autovetores são então obtidos a partir de 


(23 — à)x + x = 0. 


! Este é um nome que vem da física, onde ele se refere ao plano y(mv) usado para representar graficamente um movimento em termos de 
posição y e de velocidade y’ = v (m = massa); porém, esse nome é agora usado de modo bastante geral para o plano y,y,. 

O uso do plano de fase é um método qualitativo, ou seja, um método de obter, em soluções, informações qualitativas gerais sem de fato 
resolver uma EDO ou um sistema. Esse método foi criado por HENRI POINCARÉ (1854-1912), grande matemático francês, cujo trabalho 
foi também fundamental em análise complexa, séries divergentes, topologia e astronomia. 
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EXEMPLO 


EXEMPLO2 


Para Az 2 isso é —x, + x, = 0. Portanto, podemos fazer xD = [1 1]T. Para A, = —4, isso se torna x, + x, = 0 e um autovetor é 
x® = [1 —1]T. Isso nos fornece a solução geral 


yı 1 1 
y ciy? | coy? q et + Ca e 
Ya 1 —1 


A Fig. 81 mostra um retrato de fase de algumas das trajetórias (às quais poderíamos acrescentar mais trajetórias se assim o desejássemos). 
As duas trajetórias retilíneas correspondem a c; = 0 e c3 = 0, e as outras trajetórias, a outros valores escolhidos de c4 e cz. E 


Os estudos sobre as soluções no plano de fase vêm recentemente adquirindo grande importância, acompanhando 
os avanços de computação gráfica, pois um retrato de fase é capaz de dar uma boa impressão qualitativa geral de 
uma família inteira de soluções. Esse método torna-se particularmente importante nos casos frequentes em que a 
resolução de uma EDO ou de um sistema é inconveniente ou impossível. 


Pontos Críticos do Sistema (6) 


Na Fig. 81, o ponto y = 0 parece ser um ponto comum de todas as trajetórias e desejamos investigar a razão desse 
fato notável. A resposta para isso será obtida pelo cálculo. Com efeito, a partir de (6), obtemos 


dyz ya dt ya Amy + Ay 


(9) 
dy yi dt yi Ai + Ayə 


Isso associa a cada ponto P: (y1, Y2) uma única direção tangente dy,/dy, da trajetória passando por P, exceto para 
o ponto P = Py: (0, 0), onde o lado direito de (9) torna-se 0/0. Esse ponto Po, no qual dy,/dy, torna-se indeter- 
minado, é chamado de ponto crítico de (6). 


Cinco Tipos de Pontos Críticos 


Há cinco tipos de pontos críticos, dependendo da forma geométrica das trajetórias próximas a eles. Eles recebem 
os nomes de nós impróprios, nós próprios, pontos de sela, centros e pontos espirais. Suas definições e ilus- 
trações serão dadas nos Exemplos 1-5. 


(Continuação) Nó Impróprio (Fig. 81) 
Um nó impróprio é um ponto crítico P, no qual todas as trajetórias, excetuando-se duas delas, têm o mesmo limite para a direção da tangente. 
As duas trajetórias excepcionais possuem também uma direção-limite da tangente em P,, que, entretanto, é diferente da primeira. 

O sistema (8) possui um nó impróprio em 0, como mostra seu retrato de fase na Fig. 81. A direção-limite comum em 0 é a do autovetor 
xD =[1 1], pois e7* vai a zero mais rapidamente que e?! à medida que t aumenta. As duas direções-limite das tangentes excepcionais 
são dadas por x? = [1 1] e -x2 = [-1 1]. El 


Nó Próprio (Fig. 82) 


Um nó próprio é um ponto crítico P, onde toda trajetória tem uma diregáo-limite definida e, para uma direção d qualquer dada em P,, existe 
uma trajetória que tem d como sua direção-limite. 


vo) 


yA 


Fig. 81. Trajetórias do sistema (8) (nó impróprio) Fig. 82. Trajetórias do sistema (10) (nó próprio) 
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EXEMPLO-3 


EXEMPLO-4 


O sistema 
1 0 = 
(10) y' = y, portanto, } 
0 1 Ya = Ya 


possui um nó próprio na origem (veja a Fig. 82). Com efeito, a matriz é a unitária. Sua equação característica (1 — A)? = 0 tem a raiz A = 
1. Qualquer x # 0 é um autovetor e podemos tomar [1 0]" e [0 1]. Portanto, uma solução geral é 


1 0 y1 = ce 

t t 

y=<C e + cs e ou E ou C1Y2 = Cay]. E 
0 1 Ya = Cae 


Ponto de Sela (Fig. 83) 


Um ponto de sela é um ponto crítico Po no qual há duas trajetórias entrando, duas trajetórias saindo e todas as outras trajetórias numa vizi- 
nhança de P, desviam-se de Po. 


O sistema 
no A= o» 
(1) y = y, portanto, - 
0 —1 Ya = TYa 
possui um ponto de sela na origem. Sua equação característica (1 — A(—1 — A) = O tem as raízes A, = 1 e A, = —1. Para À = 1, um 


autovetor [1 0]' é obtido da segunda linha de (A — ADx = 0, ou seja, 0x, + (—1 — Dx, = 0. Para A, = —1, a primeira linha dá [0 11”. 
Portanto, uma solução geral é 


No, 0 E y = ce! 
y=C1 e + Ca e ou E ou Yo = const. 
0 1 Ya = Cat 
Esta é uma família de hipérboles (com os eixos coordenados); veja a Fig. 83. El 


Centro (Fig. 84) 


Um centro é um ponto crítico encerrado por um número infinitamente grande de trajetórias fechadas. 


O sistema 
, 0 1 y1 = Ya 
(12) y. y, portanto, : 
—4 0 Ya = —4y1 

tem um centro na origem. A equação característica A? + 4 = 0 fornece os autovalores 2i e —2i. Para 2i, um autovetor provém da primeira 
equação —2ix, + x, = 0 de (A — ADx = 0, digamos, [1 2i]”. Para A = —2i, essa equação é —(—2)x + xa = 0 e fornece, digamos, 
[1 —2i]". Portanto, uma solução geral complexa é 

1 1 y, = cet + eye 
(12%) y=C et + Ca ete portanto, . RE 

2i -2i ya = 2icje?” — 2icge PR 


O próximo passo seria passar essa solução para a forma real, usando a fórmula de Euler (Seção 2.2). Porém, dá-nos uma certa curiosidade ver 
que tipo de autovalores podemos obter quando existe um centro. Dessa forma, em vez de prosseguirmos, partiremos de novo do princípio e 
usaremos um atalho. Reescrevemos as equações dadas na forma y] = yə, 4y, = —ya; então, os produtos nos lados esquerdos das equações 
têm que se igualar aos produtos nos lados direitos. 


pi = —yoy3. Por integração, 2? + he = const. 


Esta é uma família de elipses (veja a Fig. 84) envolvendo o centro na origem. a 


Fig. 83. Trajetórias do sistema (11) (Ponto de sela) Fig. 84. Trajetórias do sistema (12) (Centro) 
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EXEMPLO-5 Ponto Espiral (Fig. 85) 


Um ponto espiral é um ponto crítico P) em torno do qual as trajetórias espiralam, aproximando-se de P) à medida que t => œ% (ou, nos casos 
em que essas espirais são traçadas no sentido oposto, afastando-se de P,). 


O sistema 
, 
> e i y1 5 y1 t Ya 
(13) y = y, portanto, ; 
=i oed jam 1172 
tem um ponto espiral na origem, como se pode ver. A equação característica é A2 + 2A + 2 = 0. Ela fornece os autovalores —1 + i e -1 — i. 
Os autovetores correspondentes são obtidos a partir de (—1 — A)xı + x, = O. Para à = —1 + i, isso se torna —ix, + x, = 0 e podemos 
tomar [1 ¿]' como um autovetor. Similarmente, um autovetor correspondente a —1 — i é [1 —i]T. Isso fornece a solução geral complexa 


1 ; 1 ; 
Eb | l ¿ADE 4 eg l l ¿id 
i =i 


O próximo passo seria passar essa solução complexa para uma solução geral real pela fórmula de Euler. Porém, como no último exemplo, 
apenas desejamos ver quais autovalores são esperados no caso da ocorrência de um ponto espiral. Dessa forma, partimos novamente do 
princípio e, em vez de fazermos os cálculos sistemáticos um tanto extensos, usaremos um atalho. Em (13), multiplicamos a primeira equação 
por yı, a segunda equação por yz e somamos, obtendo 


pi t y2 = O + y). 


. . . . Ex f , , 
Agora, introduzimos as coordenadas polares r, t, onde r? = y,? + y52. Derivando isso em relação a t, obtemos 2rr' = 2y,y] + 2y5y5. Portanto, 
é possível escrever a equação anterior como 


rr = —r?, Portanto, r=or, drlr = —dt, In |r| = =1 + er, r= cet. 


Para cada c real, temos uma espiral, como já havíamos dito (veja a Fig. 85). E 


Fig. 85. Trajetórias do sistema (13) (Ponto espiral) 


EXEMPLO-6 Nenhuma Base de Autovetores Disponível. Nó Degenerado (Fig. 86) 


Isso não pode ocorrer se A em (1) for simétrica (ay; = aj, como nos Exemplos 1-3) ou anti-simétrica (ay; = —a;x, portanto a; = 0). E isso 
não acontece em muitos outros casos (veja os Exemplos 4 e 5). Portanto, é suficiente explicarmos, através de um exemplo, o método que 
será utilizado. 

Encontre e represente graficamente a solução geral de 


; 4 1 
(14) y =Ay= y. 
—1 2 
Solução. A não é antiassimétrica! Sua equação característica é 
4-14 1 
det (A — AD = M=61+9=(A- 3? =0. 
=} DA 


Ela possui uma raiz dupla À = 3. Logo, os autovetores são obtidos a partir de (4 — A)x, + x, = 0; portanto, de xy + x, = 0, digamos, xP = 


[1 æ —1]" e múltiplos não-nulos dela (o que não nos é util). O método agora consiste em substituir 
y = xte + ue” 


comu = [uy us)” constante em (14). (O termo em xt sozinho, que é o análogo do que fizemos na Seção 2.2 para o caso de uma raiz dupla, 
náo seria suficiente. Verifique.) Isso fornece 
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y = xet + Axtet + Que? = Ay? = Axtet + Aue". 


No lado direito, Ax = Ax. Portanto, os termos Axte' se cancelam e então a divisão por et dá 
x + Au = Au, portanto, (A — ADu = x. 
Aqu, A=3ex= [1 —1]', de modo que 
4-3 1 1 uy +u =1 
(A — 3Du = u = 5 portanto, 
—1 2=3 =1 Uy us ==; 


Uma solução, linearmente independente de x = [1 —1],éu = [0 1]. Isso nos fornece a resposta (Fig. 86) 


1 1 0 
y= ay F coy? =c | l e! + e(l l EF l J) est 
El —1 1 


O ponto crítico na origem é freqiientemente chamado de nó degenerado. c,y* corresponde à linha reta em negrito, com c; > O referindo-se à 
parte inferior e c, < O à sua parte superior. y” fornece a parte direita da curva em negrito, que, partindo de 0, vai para o segundo quadrante, 
depois para o primeiro quadrante e, finalmente, para o quarto. Por sua vez, —y® fornece a outra parte dessa curva. a 


Fig. 86. Nó degenerado do Exemplo 6 


Mencionamos que, para um sistema (1) com três ou mais equações e um autovalor triplo com somente um 
único autovetor linearmente independente, obteremos duas soluções, conforme acabamos de discutir, e uma terceira 
solução linearmente independente, a partir de 


yo = bxte + ute + ye com v de u + Av = Av. 


PROBLEMAS PROPOSTOS 4.3 


1-9 SOLUÇÃO GERAL 10-15 | PROBLEMAS DE VALOR INICIAL 
Encontre uma solução geral dos sistemas a seguir. (Mostre os detalhes Resolva os seguintes problemas de valor inicial. (Mostre os detalhes 
do que fizer.) do que fizer.) 
L yi = 3y, 2. yi = Sy 10. yi = y, + ya 11. y; = y, + 2y2 
y2 = 12y, y: = Sy y2 = 4y1 +yz y2 = Wi + ya 
3. yi = yi + Ya 4. yi = 9y; + 13,5y, y1(0) = 1, ya(0) = 6 y1(0) = 16, ya(0) = —2 
ya =y +) ya = 1,5y, + 9y, 12. y; = 3y, + 2y, 13.y; = Dı — 2; 
5. yi = 4ya 6. yi = 2y, — 2» ya = 2y, + 3y Ya 5 -Yı +2 
== E Y2 = 2 + 2yz y1(0) = 7, ya(0) = 7 y1(0) = 0,4, ya(0) = 3,8 
7. y1 = 2y1 + 8y2 — 4y3 14. y; = —y1 + 5y 15.y; = 2y, + Sy, 
y2 = —4yı — 10y, + 2y; yi = -yı + 3Y y} = Sy, + 12,5y2 
ya = 4y = Aya = Ays y1(0) = 7, ya(0) = 2 y1(0) = 12, ya(0) = 1 
8. y1 = 8), — y2 x 
y% = y, + 10y 16-17 | CONVERSAO 
9. y! = =y; + ya + 0,47 Encontre uma solução geral fazendo a conversão para uma EDO única. 
ya = yı — O,ly, + 1,4y3 16. O sistema do Problema 8. 
y3 = 0,4y, + 1,4y, + 0,235 17. O sistema do Exemplo 5. 
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18. (Problema de mistura, Fig. 87) Cada um dos dois tanques contém 
400 galões de água, em que inicialmente 100 libras (Tanque T;) 
e 40 libras (Tanque T,) de fertilizante são dissolvidas. A taxa de a 
entrada, a circulagáo e a taxa de saída sáo mostradas na Fig. 87. A Obtenha re solução geral, supondo que R = 20 Q, L = 0,5 H, 
mistura é mantida uniforme revolvendo-se o conteúdo. Determine CE ZIER , 
as quantidades de fertilizante y,(f) em T, e ys(f) em To. 20. PROJETO DE ALGEBRA COMPUTACIONAL. Retratos de 
Fase. Represente graficamente algumas das figuras mostradas nes- 
ta seção, em particular a Fig. 86, sobre o nó degenerado em que 
o vetor y % depende de t. Em cada figura, saliente uma trajetória 
que satisfaça a uma condição inicial de sua escolha. 


E dt + RU, — 1) = 0, LI; + Rd) — 1) = 0. 


Fig. 87. Tanques do Problema 18 


19. (Circuito) Mostre que um modelo para as correntes 1,(t) e (À na 
Fig. 88 é Fig. 88. Circuito do Problema 19 


4.4 Critérios para os Pontos Críticos. Estabilidade 


Continuemos nossa discussão dos sistemas lineares homogêneos com coeficientes constantes 


j 411 412 Yi = MD + mo) 
(1) y =Ay= y, em componentes, 


a21 a22 Ya = a21y1 + A22y2. 


Dos exemplos da última seção, constatamos que podemos obter uma visão geral das curvas-solução se as 
representarmos parametricamente como y(t) = [y (A ys(f)]" e se as representarmos graficamente como curvas 
no plano yy», chamado de plano de fase. Curvas assim são chamadas de trajetórias de (1) e a totalidade delas 
é conhecida como o retrato de fase de (1). 

Agora, vemos que as soluções são da forma 


y(i = xe, A substituição em (1) dá y (Ñ = Axe” = Ay = Axe”, 


Eliminando o fator comum e”, temos 


(2) Ax = Ax. 


Logo, y(t) é uma solução (náo-nula) de (1) se A for um autovalor de A e x for um autovetor correspondente. 
Nossos exemplos da última seção mostram que a forma geral do retrato de fase é em grande parte determinada 

pelo tipo de ponto crítico do sistema (1), definido como um ponto no qual dy,/dy, torna-se indeterminado, 0/0; 

aqui [veja (9) na Seção 4.3] 

dyz ya dt amy + dy» 


8) dy yidt A11Y1 + Mp)» 


Também devemos lembrar da Seção 4.3 que há diversos tipos de pontos críticos, e veremos agora como esses 
tipos se relacionam aos autovalores. Estes últimos são soluções À = A, e A, da equação característica 


a TA 012 


(4) det (A — AD = = 2 — (a, + as + det A =0. 


a21 a2 — À 


Esta é uma equação quadrática A? — pà + q = 0 com os coeficientes p, q e o discriminante A dados por 


(5) P = 411 + az, q = det A = ana» — 412492), A =p’ - 4q. 
Do cálculo, sabemos que as soluções dessa equação são 


(6) ài = Xp + VA), A = Xp — VA). 
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Além disso, fatorando essa equação, obtemos 


A = pà +q = (AAA — Az) = 22 — (A +A + Ao 


Logo, p é a soma e q é o produto dos autovalores. Também de (6), A, — A, = VA. Juntas, 
(7) PS Ai GP Ao, di AjA>, A == (Ài E Ao. 


Isso fornece os critérios apresentados na Tabela 4.1 para a classificação dos pontos críticos. Uma demonstração 
disso será indicada posteriormente nesta seção. 


Tabela 4.1 Critérios dos Autovalores para os Pontos Críticos (Conforme definidos na Tabela 4.2) 


Nome p=>AM+HAs, q = MAs À = (A, — A Comentários sobre À}, As 
(a) Nó 9>0 A=0 Reais de mesmo sinal 
(b) Ponto de sela q<0 Reais de sinais opostos 
(c) Centro p=0 a>0 Imaginários puros 
(d) Ponto espiral p*+O A<0 Complexos, porém náo- 
imaginários puros 


Estabilidade 


Os pontos críticos podem também ser classificados em termos de sua estabilidade. Os conceitos de estabilidade 
são de uma importância básica em engenharia e outras aplicações. Eles são sugeridos pela física, onde, grosso 
modo, estabilidade significa que uma pequena alteração (um pequeno distúrbio) de um sistema físico num certo 
instante altera o comportamento do sistema apenas ligeiramente em todos os instantes t futuros. Para os pontos 
críticos, é apropriado considerarmos os seguintes conceitos. 


DEFINIÇÕES | Pontos Estáveis, Instáveis, Estáveis e Atratores 


Um ponto crítico P, de (1) é chamado de estável? se, grosso modo, todas as trajetórias de (1) que em algum 
instante estejam próximas de Po permanecerem próximas de P) em todos os instantes futuros; de modo 
preciso: se, para qualquer disco D, de raio e > O com um centro em Po houver um disco D, de raio ô > O 
de tal modo que toda trajetória de (1) que possua um ponto P, (correspondente a, digamos, t = tj) em D; 
tenha todos os seus pontos correspondentes a t = t; em D.. Veja a Fig. 89. 

P, é chamado de instável se Po não for estável. 

Po é chamado de estável e atrator (ou assintoticamente estável) se Po for estável e toda trajetória que 
tiver um ponto em D; se aproximar de P, à medida que t —> œ. Veja a Fig. 90. 


Os critérios de classificação para os pontos críticos em termos da estabilidade são fornecidos na Tabela 4.2. 
Ambas as tabelas estão resumidas no quadro de estabilidade mostrado na Fig. 91. Neste quadro, a região de 
instabilidade está indicada em cinza-escuro. 


Ey 


Fig. 89. Ponto crítico estável P, de (1) (A trajetória Fig. 90. Ponto crítico estável e atrator P, de (1) 
começando em P, permanece no disco de raio e.) 


2 No sentido dado pelo matemático russo ALEXANDER MICHAILOVICH LJAPUNOV (1857-1918), cujo trabalho foi fundamental para a 
teoria da estabilidade nas EDOSs. Esta talvez seja a definição mais apropriada de estabilidade (e a única que utilizaremos), embora também 


haja outras. 
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EXEMPLO 


EXEMPLO-2 


Tabela 4.2 Critérios de Estabilidade para os Pontos Críticos 


Tipo de Estabilidade P =À +t Àa q = MAs, 
(a) Estável e atrator p<0 q4>0 
(b) Estável p=0 q>0 
(c) Instável a>0 OU g<0 


Fig. 91. Quadro de estabilidade do sistema (1) com p, q, A definidos em (5). Estável e atrator: o segundo quadrante 
sem o eixo q. Estabilidade também no eixo q positivo (que corresponde aos centros). Instável : região destacada em 
cinza-escuro 


Indiquemos de que modo os critérios das Tabelas 4.1 e 4.2 são obtidos. Se q = 4/42 > 0, ambos os autovalores 
são positivos, ou ambos são negativos, ou são complexos conjugados. Se também p = A, + A, < 0, ambos são 
negativos ou têm uma parte real negativa. Logo, P, é estável e atrator. O raciocínio para as duas outras linhas 
da Tabela 4.2 é similar. 

Se A < 0, os autovalores são complexos conjugados, digamos, A = œ + iß e A, = a — ip. Se também 
P = ù + A, = 2a < 0, isso resulta num ponto espiral estável e atrator. Se p = 2a > 0, isso fornece um ponto 
espiral instável. 

Se p = 0, então Az = —A, e q = AA, = —Ay. Se também q > O, então A,? = —q < 0, de modo que À; e, 
portanto, A, devem ser imaginários puros. Isso fornece soluções periódicas, com suas trajetórias correspondendo 
a curvas fechadas em torno de P,, que é um centro. 


Aplicação dos Critérios das Tabelas 4.1 e 4.2 


—3 1 
No Exemplo 1 da Seção 4.3, temos y' = | ] y,p=-—6,q=8,A = 4, um nó segundo a Tabela 4.1(a), que é estável e atrator 
segundo a Tabela 4.2(a). T E 


Movimentos Livres de uma Massa numa Mola 
Que tipo de ponto crítico tem a equação my” + cy” + ky = 0 da Seção 2.4? 
pP p quaç: y y ç 


Solução. Dividindo por m, temos y” = —(k/m)y — (c/m)y”. Para obtermos um sistema, façamos y, = y, ya = y” (veja a Seção 4.1). 
Então, yə =y" = —(k/m)y, — (c/m)y3. Logo, 


0 1 =A 1 
y = | |» det (A — AD) = 
—klm  —clm —klm —em — À 


Vemos que p clm, q = klm, A = (cIm) — 4klm. Disso e das Tabelas 4.1 e 4.2, obtemos os seguintes resultados. Note que, nos três 
últimos casos, o discriminante A desempenha um papel essencial. 


Sem amortecimento. c = 0, p = 0, q > 0, um centro. 

Subamortecimento. c? < 4mk, p < 0, q > 0, A < 0, um ponto espiral estável e atrator. 

Amortecimento crítico. c? = 4mk, p < 0, q > 0, A = 0, um nó estável e atrator. 

Superamortecimento. c? > 4mk, p < 0, q > 0, A > 0, um nó estável e atrator. E 


PROBLEMAS PROPOSTOS 4.4 


1-9 TIPO E ESTABILIDADE DOS PONTOS CRÍTICOS L yi = 2» 2. yi = 4y 
Determine o tipo e a estabilidade dos pontos críticos. Então, encontre ya = 8y, ya = 3 

uma solução geral real e faça um esboço ou gráfico de algumas das 3 y1=2y,+ y 4. y1 = y2 

trajetórias no plano de fase. (Mostre os detalhes do que fizer.) 5 ias Br y ; =-5y-—2y 
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5. y= -i t y 6 yi = yı + 10y, 
p= YT 4 y2 = mı 8y 
7. yi = —2y 8. yi5 3y, + 5y 
y= 8 Ya = —5y1 — 3yə 
9. yi = y + 2 
Y2 = 2y + Y 
10-12 | FORMA DAS TRAJETÓRIAS 

Que tipo de curvas sáo as trajetórias das seguintes EDOs no plano 

de fase? 

10. y” +5y' =0 

1. y” — k?y = 0 

12. y” + ky =0 

13. (Oscilacáo amortecida) Resolva y” + 4y” + 5y = 0. Que tipo 
de curvas são obtidas como trajetórias? 

14. (Transformação de variáveis) O que acontece ao sistema (1) e a 
seu ponto crítico se você introduzir T =-—f como uma nova variável 
independente”? 

15. (Tipos de pontos críticos) Discuta os pontos críticos em (10)- 


(14) da Seção 4.3, aplicando os critérios das Tabelas 4.1 e 4.2 da 
presente seção. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


(Perturbação do centro) Se um sistema possui um centro como 
seu ponto crítico, o que acontece se substituirmos a matriz A por 
À = A + KI com um número real qualquer k + O (representando 
os erros de medida nos elementos da diagonal principal)? 
(Perturbação) No Exemplo 4 da Seção 4.3, o sistema tem um cen- 
tro em seu ponto crítico. Neste mesmo exemplo, substitua cada a; 
por aj; + b. Encontre os valores de b de modo a obter: (a) um ponto 
de sela, (b) um nó estável e atrator, (c) um ponto espiral estável e 
atrator, (d) um ponto espiral instável e (e) um nó instável. 
EXPERIMENTO DE ÁLGEBRA COMPUTACIONAL. Retra- 
tos de Fase. Faça um gráfico dos retratos de fase dos sistemas do 
Problema 17 com os valores de b sugeridos na resposta. Tente dar 
exemplos de como o retrato de fase se altera continuamente em 
decorrência da variação contínua de b. 


EXPERIMENTO ESCRITO. Estabilidade. Os conceitos de 
estabilidade são de uma importância fundamental em física e em 
engenharia. Escreva um relatório de duas partes com três pági- 
nas cada: (A) sobre as aplicações gerais em que a estabilidade 
desempenha um papel (seja tão preciso quanto puder) e (B) sobre 
o conteúdo relacionado à estabilidade e apresentado nesta seção. 
Use suas próprias formulações e exemplos; não copie do livro. 
(Quadro de estabilidade) Localize os pontos críticos dos sistemas 
(10)-(14) da Seção 4.3 e dos Problemas 1, 3 e 5 aqui propostos, 
referentes ao quadro de estabilidade. 


4.5 Métodos Qualitativos para Sistemas Não-lineares 


Os métodos qualitativos são aqueles pelos quais podemos obter informações qualitativas sobre as soluções sem 
de fato resolvermos os sistemas. Tais métodos são particularmente importantes para os sistemas cuja solução por 
métodos analíticos é difícil ou impossível. Este é o caso de diversos sistemas não-lineares de importância prática 


(1) y = f(y), 


portanto, 


yi = AD Ya) 
J = fa Ya). 


Nesta seção, estenderemos os métodos do plano de fase, que acabamos de discutir, dos sistemas lineares para 
os não-lineares (1). Supomos que (1) seja autónomo, ou seja, a variável independente t não ocorre explicitamente. 
(Todos os exemplos da última seção são autônomos.) De novo, mostraremos famílias inteiras de soluções. Esta 
é uma vantagem desses métodos em relação aos métodos numéricos, que fornecem apenas uma solução (apro- 


ximada) de cada vez. 


Os conceitos vistos na última seção e que nos serão necessários aqui são o de plano de fase (o plano y,y»), de 
trajetórias (curvas de solução de (1) no plano de fase), de retrato de fase de (1) (a totalidade dessas trajetórias) 
e o de pontos críticos de (1) (pontos (yı, Y2) onde tanto f,(y,, Y2) quanto fa0y,, Y2) são nulas). 

Agora, (1) pode ter diversos pontos críticos, sendo que, nesses casos, discutiremos um após o outro. Por 
conveniência técnica, em cada uma dessas vezes o ponto crítico Po:(a, b) a ser considerado será movido para a 
origem (0, 0). Pode-se fazer isto por meio de uma translagáo 


Yi Ya, 


Ya = yo b 


que faz Po ir para (0, 0). Portanto, podemos supor que P, se encontra na origem (0, 0) e, por simplicidade, con- 
tinuar a escrever yı, ya, (em vez de 5, Ya). Também suporemos que P, é isolado, ou seja, é o único ponto crítico 
de (1) dentro de um disco (suficientemente pequeno) com o centro na origem. Se (1) tiver um número grande e 
finito de pontos críticos, isso é automaticamente verdadeiro. (Explique!) 


Linearização dos Sistemas Não-lineares 


De que modo podemos determinar o tipo e a propriedade de estabilidade de um ponto crítico P,:(0, 0) de (1)? 
Na maioria dos casos, podemos fazer isso através da linearizacáo de (1) perto de Po, escrevendo (1) como y” = 
f(y) = Ay + h(y) e eliminando h(y) do seguinte modo. 
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TEOREMA 


EXEMPLO 


Como Pù é crítico, fi(0, 0) = O, fa(0, 0) = O, de modo que fı e fa não têm termos constantes, e podemos 
escrever 


A Yı = Gy + da + hii Y2) 
(2) y = Ay + h(y), portanto, 


Y2 = 421Y1 + a22y2 + ha), Ya). 


A é constante (independente de 1), visto que (1) é autónomo. Pode-se provar o seguinte (essa prova aparece na 
Ref. [A7] no Apéndice 1). 


Linearizacáo 


Se em (1) f, e fo forem contínuas e tiverem derivadas parciais contínuas numa vizinhança do ponto crítico 
P¿:(0, 0), e se em (2) det A % O, então o tipo e a estabilidade do ponto crítico de (1) são os mesmos do 
sistema linearizado 


ar Yi = Gy) + dy)» 
(3) y = Ay, portanto, 


yə = Go) + a22y2 


Exceções a isso ocorrem se A tiver autovalores iguais ou imaginários puros; nesse caso, (1) pode ter o 
mesmo tipo de ponto crítico que (3) ou um ponto espiral. 


Pêndulo Livre Não-amortecido. Linearização 


A Fig. 92a mostra um pêndulo consistindo em um corpo de massa m (a esfera) e uma haste de comprimento L. Determine as localizações e 
os tipos dos pontos críticos. Suponha que a massa da haste e a resistência do ar sejam desprezíveis. 


Solução. Etapa 1. Elaboração do modelo matemático. Usemos 0 para representar o deslocamento angular, medido no sentido anti-horá- 
rio a partir da posição de equilíbrio. O peso da esfera é mg (onde g é a aceleração da gravidade). Ele faz surgir uma força restauradora mg 
sen 0 tangente à curva descrita pelo movimento (na forma de um arco circular) da esfera. Pela segunda lei de Newton, a cada instante essa 


força é equilibrada pela força de aceleração mL0”, onde LO” é a aceleração; logo, a resultante dessas duas forças é nula e nosso modelo 
matemático permite-nos obter 


mL0” + mg sen O = 0. 


Dividindo por mL, temos 
UA 8 À 
(4) 0 +kseno=0 =p 


Quando 0 for muito pequeno, é possível aproximar de modo bastante acurado sen 0 de 0 e obter uma solução aproximada A cos Vkt +B 
sen Vkt; por outro lado, a solução exata para um valor qualquer de 0 não é uma função elementar. 


Etapa 2. Pontos críticos (0, 0), +(27r, 0), +(47,, 0), * * -, Linearizacáo. Para obtermos um sistema de EDOs, fazemos 0 = y4, 0 = yo. Então, 
de (4) obtemos um sistema náo-linear (1) da forma 


yi = fi01 Ya) = Ya 
(4*) 
, 
Ya = faly1, Y2) = —k sen yı. 


Os lados direitos são ambos nulos quando y, = O e sen y, = 0. Isso fornece um número infinitamente grande de pontos críticos (nm, 0), onde 
n = 0, +1, +2, ***. Consideremos (0,0). Como a série de Maclaurin é 


1 
sen yi, = -pr += =, 


o sistema linearizado em (0, 0) corresponde a 


r 
7 0 1 Y1 7 Ya 
y =Ay= y, portanto, ; 
Sk 0 Ya = —ky1. 
Para aplicarmos nossos critérios da Seção 4.4, calculamos p = ay + as = 0, q = det A = k = g/L (> 0) e A = p? — 4q = —4k. Disso e 


da Tabela 4.1(c) na Seção 4.4, concluímos que (0, 0) é um centro, o qual é sempre estável. Como sen 6 = sen y, é periódico, possuindo um 
período de 27r, os pontos críticos (nr, 0), n = +2, +4, + + +, correspondem todos a centros. 


Etapa 3. Pontos críticos +(m, 0), (37, 0), +(57, 0), ** +, Linearização. Consideramos agora o ponto crítico (m, 0), fazendo O — m = yı 
e (0 — m)" = 0' = yo. Então, em (4), 


sen 0 = sen (y, + 71) sen yı yı + Hp ho. —y] 
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e o sistema linearizado em (m, 0) é agora 


f j '] y1 =y2 
y =Ay= y, portanto, 
0 


k ya = ky. 
Vemos que p = 0, q = —k(< 0) e A = —4q = 4k. Portanto, pela Tabela 4.1 (b), isso corresponde a um ponto de sela, que é sempre instável. 
Devido à periodicidade, os pontos críticos (nm, 0), n = +1, +3, - - -, são todos pontos de sela. Esses resultados concordam com a impressão 
que nos passa a Fig. 92b. a 


C>k 
Ja C=k 


jr 4 o 1 
n x 27 3n Y 
(a) Péndulo (b) Curvas-solugáo y,(y,) de (4) no plano de fase 


Fig. 92. Exemplo 1 (C será explicado no Exemplo 4) 


EXEMPLO-2 Linearizacáo da Equacáo do Péndulo Amortecido 


Para ganharmos mais experiéncia na investigacáo dos pontos críticos, investigaremos um outro caso de importáncia prática, onde veremos 
como o Exemplo 1 se altera quando acrescentamos um termo de amortecimento c0’ (com o amortecimento sendo proporcional à velocidade 
angular) à Equação (4), de modo que ela se torna 


(5) 9” + co! +kseng =0 


: . : A . . , 
onde k > 0 e c = 0 (o que inclui nosso caso anterior da ausência de amortecimento, onde c = 0). Fazendo 0 = y,, 0 = y>, como antes, 
. pr . UA $ 
obtemos o sistema não-linear (usando 0 = yə) 


, pe 
yr a, 
, 
Ya = —k sen yı — cyo. 
Vemos que os pontos críticos têm as mesmas localizações de antes, a saber, (0, 0), (=m, 0), (+27, 0), - * +. Consideremos (0, 0). Linearizando 
sen y, = y, como no Exemplo 1, obtemos o sistema linearizado em (0, 0) 
; 01 y1 = Ya 
(6) y =Ay= y, portanto, p 
=k =c Ya = —kyy — cya. 


Este sistema é idêntico ao do Exemplo 2 da Seção 4.4, excetuando-se pelo fator m (positivo!) (e excetuando-se também pelo significado 
físico de yı). Logo, para c = O (sem amortecimento), temos um centro (veja a Fig. 92b), para um pequeno amortecimento temos um ponto 
espiral (veja a Fig. 93), e assim por diante. 

Consideremos agora o ponto crítico (m, 0). Fazemos 6 — m = y1, (0 — m)' = 6" = yz e linearizamos 


sen O = sen (y, + 7) sen y, = —y1. 


Isso fornece o novo sistema linearizado em (m, 0) 


, 01 Y1= Ya 
(6%) y =Ay= y, portanto, : 
k =c y2 = kyı — Ca. 
Para os critérios que vimos na Seção 4.4, calculamos p = ay, + as» c, q = det A k, e A = p? — 4q = c? + 4k. Isso fornece os 


seguintes resultados para o ponto crítico em (m, 0). 


Sem amortecimento. c = 0, p = 0, q < 0, A > 0, um ponto de sela. Veja a Fig. 92b. 
Com amortecimento. c > 0, p < 0, q < 0, A > 0, um ponto de sela. Veja a Fig. 93. 


Uma vez que sen y, é periódico com um período de 27, os pontos críticos (+27, 0), (+47, 0), - - - são do mesmo tipo de (0, 0) e os 
pontos críticos (— 77, 0), (+37, 0), > + - são do mesmo tipo de (7r, 0), de modo que isso completa nossa tarefa. 

A Fig. 93 mostra as trajetórias no caso de amortecimento. O que vemos concorda com nossa intuição física. Com efeito, o amortecimento 
significa uma perda de energia. Logo, em vez das trajetórias fechadas das soluções periódicas da Fig. 92b, temos agora trajetórias espiralando 
em torno de um dos pontos críticos (0, 0), (+27, 0), - - -. Mesmo as trajetórias onduladas correspondentes aos movimentos em redemoinho 
terminam por espiralar em torno de um desses pontos. Além disso, não existem mais trajetórias conectando os pontos críticos (como havia 
no caso não-amortecido para os pontos de sela). ul 
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Ya 


= 


Fig. 93. Trajetórias no plano de fase para o pêndulo amortecido do Exemplo 2 


O Modelo Populacional de Lotka-Volterra 


EXEMPLO-3 O Modelo Populacional Predador-Presa? 


Esse modelo trata de duas espécies animais, digamos, coelhos e raposas, em que as raposas se alimentam dos coelhos. 


Etapa 1. Elaboração do modelo. Supomos o seguinte. 

1. Os coelhos dispõem de um estoque de comida ilimitado. Logo, se não houvesse raposas, o número de coelhos cresceria exponencialmente, 
yi = ayı. 

2. Na verdade, y, diminui porque os coelhos são caçados pelas raposas, digamos, a uma taxa proporcional a y,y», onde ya(t) é o número de 
raposas. Logo, y, = ayı — by1yə, onde a > 0 e b > 0. 

3. Se não houvesse coelhos, então y(t) diminuiria exponencialmente para zero, Y = —lyo. Entretanto, y, aumenta segundo uma taxa pro- 
porcional ao número de encontros entre predador e presa; juntos, temos y = — lya + kyy, onde k > 0el>0. 


Isso nos fornece o sistema (não-linear!) de Lotka-Volterra: 


y1 = AQ Ya) = ayı — byyyo 
(7) , 
Ya = far Ya) = KYY — bo. 


Etapa 2. Ponto crítico (0,0). Linearização. De (7) vemos que os pontos críticos são as soluções de 


(7) $101 Y2) = vila — by) = 0, $291 92) = yky — D) = 0. 


l 
As soluções são (yı, ya) = (0, 0) e E > Consideremos (0, 0). Eliminando —by,y, e ky,y> de (7), obtemos o sistema linearizado 


; É el 
à dias y- 
0 =I 


Seus autovalores são A, = a > 0 e àa = —1< 0, que possuem sinais opostos, de modo que temos um ponto de sela. 


Etapa 3. Ponto crítico (I/k, a/b), Linearizacáo. Fazemos y; = Y, + l/k, y = Ya + alb. Então, o ponto crítico (1/k, a/b) corresponde a (94, 
ml 


52) = (0, 0). Como şi = yi, Ya = ya, obtemos de (7) [que foi fatorada como em (8)] 


x= or i) [os 8) fio Sea 
a (e i) p boo 


Eliminando os dois termos não-lineares —by,) e ky,Y, temos o sistema linearizado 


p 


N 


~I lb ~ 
(a) Si=— 
(Tx) E 
ml mea 
(b) Das b Yi: 


O lado esquerdo de (a) multiplicado pelo lado direito de (b) deve ser igual ao lado direito de (a) multiplicado pelo lado esquerdo de (b), 


ak lb ; ak > E 
Y1Y1= ——)2)o. Por integração, pv E 2 = const. 


3 Proposto por ALFRED J. LOTKA (1880-1949), biofísico norte-americano, e VITO VOLTERRA (1860-1940), matemático italiano que foi 
o precursor da análise funcional (veja [GR7] no Apéndice 1). 
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Trata-se de uma família de elipses, de modo que o ponto crítico (1/k, a/b) do sistema linearizado (7**) é um centro (Fig. 94). Isso pode ser 
provado através de uma complicada análise que mostra que o sistema não-linear (7) também possui um centro (em vez de um ponto espiral) 
em (1/k, a/b), circundado por trajetórias fechadas (porém diferentes de elipses). 

Vemos que presas e predadores têm uma variação cíclica em torno do ponto crítico. Percorramos essa elipse no sentido anti-horário, 
começando no vértice direito, onde os coelhos estão em quantidade máxima. O número de raposas está crescendo acentuadamente, até atingir 
um máximo no vértice superior, ao mesmo tempo em que o número de coelhos diminui acentuadamente, até atingir um mínimo no vértice 
esquerdo, e assim por diante. Variações cíclicas desse tipo têm sido observadas na natureza, por exemplo, entre linces e lebres alpinas na 
região próxima da Baía de Hudson*, com um ciclo de cerca de 10 anos. 

Modelos de situações mais complicadas e uma discussão mais sistemática podem ser encontrados em C. W. Clark, Mathematical Bioe- 
conomics (Wiley, 1976). E 


| 
| 
| 
| 
| 
li 
l Y 
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Fig. 94. Ponto de equilíbrio ecológico e trajetória do sistema linearizado de Lotka-Volterra (7**) 


Transformação de uma Equação de Primeira Ordem 
no Plano de Fase 


Outro método do plano de fase baseia-se na idéia de transformar uma EDO autônoma de segunda ordem (uma 
EDO em que ż não ocorre explicitamente) 

Fly y) =0 
numa equação de primeira ordem, tomando y = y, como a variável independente, fazendo y” = y, e transformando 
y” pela regra da cadeia, 


n , dy> Dz dy e 
Y 5X25 ad dt © dy) 


Então, a EDO passa a ser de primeira ordem, 


o 
(8) FlYv Ya gy, Ya) = 0 


podendo ás vezes ser resolvida ou tratada por meio de campos direcionais. Ilustraremos isso para a equação do 
Exemplo 1, o que nos dará uma compreensão bem mais aprofundada do comportamento das soluções. 


Uma EDO (8) para o Pêndulo Livre Não-amortecido 


Se em (4), 0” + k sen 6 = 0 fizermos 6 = y1, 0” = ya (a velocidade angular) e usarmos 


d dy d d: d 
9” = qa Dn, a Ya, obtemos Da ya = —k sen yı. 
dt dy dt dyı dy 
Separando as variáveis, temos y dy = —k sen yı dy. Por integração, 
(9) Ly? =kcosy + C (C constante). 


Multiplicando por mL?, obtemos 
Im(Ly3)? — mI?k cos y, = mIC. 


Vemos que esses três termos correspondem a energias. Com efeito, y, é a velocidade angular, de modo que Ly, é a velocidade e o primeiro 
termo é a energia cinética. O segundo termo (incluindo o sinal negativo) é a energia potencial do pêndulo e mL?C é sua energia total, que é 
constante, como é de se esperar pela lei da conservação da energia, visto não haver amortecimento (ou seja, não ocorre perda de energia). O 
tipo de movimento depende da energia total, logo, depende de C, como se segue. 

A Fig. 92b mostra trajetórias para diversos valores de C. Esses gráficos continuam periodicamente com um período de 27 para a esquerda e 
para a direita. Vemos que alguns deles têm um aspecto fechado e elipsóide, ao passo que outros são ondulados e há duas trajetórias (passando 


* Grande baía situada no nordeste do Canadá e conectada aos Oceanos Atlântico e Ártico. (N.T.) 
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pelos pontos de sela (n7, 0), n = +1, +3, : - - ), que separam esses dois tipos de trajetórias. De (9) vemos que, para C, o menor valor possível 
é C = —k; nesse caso, y, = 0 e cos y, = 1, de modo que o pêndulo fica em repouso. O pêndulo muda sua direção de movimento quando há 
pontos onde yz = 0” = 0. Então, por (9), k cos y + C=0. y, = 7, então cos y, = —1 e C = k. Logo, se -k < C < k, então o pêndulo inverte 
sua direção para um valor |y,| = |9| < 7, e para esses valores de C com |C| < k o pêndulo oscila. Isso corresponde às trajetórias fechadas 
da figura. Entretanto, se C > k, então y, = O é impossível e o pêndulo faz um movimento de rodopio que aparece como uma trajetória ondulada 
no plano y,y>. Finalmente, o valor C = k corresponde às duas “trajetórias de separação” da Fig. 92b, conectando os pontos de sela. Ml 


O método do plano de fase pelo qual se obtém uma única equação de primeira ordem (8) pode ser de interesse 
prático não apenas quando é possível resolver (8) (como no Exemplo 4), mas também quando não é possível 
obter uma solução, fazendo-se assim necessário utilizar os campos direcionais (Seção 1.2). Ilustramos isso com 
um exemplo bastante conhecido: 


Oscilações Auto-excitadas. A Equação de Van der Pol 


Existem sistemas físicos nos quais, para pequenas oscilações, ocorre uma injeção de energia no sistema, ao passo que, para grandes oscilações, a 
energia sai do sistema. Em outras palavras, as grandes oscilações são amortecidas, enquanto as pequenas oscilações sofrem um “amortecimento 
negativo” (correspondente à injeção de energia no sistema). Por razões físicas, espera-se que esse sistema se aproxime de um comportamento 
periódico, que se apresentará como uma trajetória fechada no plano de fase, chamada de ciclo-limite. Uma equação diferencial que descreve 
essas vibrações é a famosa equação de van der Pol” 


(10) > ud -y) +y=0 (u > 0, constante). 


Essa equação surgiu no estudo dos circuitos elétricos contendo tubos de vácuo. Para u = 0, a equação torna-se y” + y = 0, e obtemos oscila- 
ções harmônicas. Consideremos u > 0. O termo de amortecimento possui o fator —u(1 — y?). Ele é negativo para pequenas oscilações, quando 
y? < 1, de modo que há um “amortecimento negativo”; é nulo para y? = 1 (ausência de amortecimento) e é positivo se y? > 1 (amortecimento 
positivo, ou perda de energia). Se u for pequeno, esperamos a ocorrência de um ciclo-limite que seja quase circular, pois então nossa equação 
diferirá muito pouco de y” + y = 0. Se u for grande, o ciclo-limite provavelmente terá uma aparência diferente. 

Fazendo y = y}, y! = y, e usando y” = (dy2/dy1) y), como em (8), temos de (10) 


dy 
(11) — ya — a(l = y?y + yi = O. 
dyı 
No plano y,y, (o plano de fase), as isóclinas correspondem ás curvas dy,/dy, = K = const, ou seja, 
dya Y1 
ua — y) K. 
dy Ya 
Resolvendo algebricamente para y,, vemos que as isóclinas são dadas por 
yı 
X25 e E (Figs. 95, 96). 


Fig. 95. Campo direcional para a equação de van der Pol com u = 0,1 no plano de fase, mostrando também o 
ciclo-limite e duas trajetórias. Veja também a Fig. 8 na Seção 1.2 


* BALTHASAR VAN DER POL (1889-1959), físico e engenheiro holandês. 
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A Fig. 95 mostra algumas isóclinas para um pequeno valor de u (u = 0,1), o ciclo-limite (que é quase circular) e duas trajetórias (em cinza) 
aproximando-se dele, uma vinda do lado exterior, e a outra, do interior, da qual apenas a porção inicial, uma pequena espiral, é mostrada. 
Devido a essa aproximação feita pelas trajetórias, os ciclos-limite diferem conceitualmente das curvas fechadas (trajetórias) circundando um 
centro, que não é aproximado pelas trajetórias. Para maiores valores de u, o ciclo-limite deixa de se parecer com um círculo e as trajetórias 
aproximam-se dele muito mais rapidamente do que para pequenos valores de u. A Figura 96 ilustra esse caso para u = 1. a 


Jı 


K=1 K=-1 


Fig. 96. Campo direcional para a equação de van der Pol com y = 1 no plano de fase, mostrando também o 
ciclo-limite e duas trajetórias aproximando-se dele 


PROBLEMAS PROPOSTOS 4.5 


1-12 


PONTOS CRÍTICOS, LINEARIZAÇÃO 


Fazendo a linearização, determine a localização e o tipo de todos os 
pontos críticos. Nos Problemas 7-12, transforme primeiro a EDO em 
um sistema. (Mostre os detalhes do que fizer.) 


1. 


16. (Trajetórias) No Problema 14, adicione um termo linear de amor- 


tecimento para obter y” + 2y' — 4y + y? = 0. Usando argumentos 
de mecânica e uma comparação com o Problema 14 e também 
com os Exemplos 1 e 2, tente descobrir o tipo de cada ponto crí- 
tico. Determine então esses tipos usando a linearização. (Mostre 


rn [A 
yi5 y2 t y 2. y 5 4y — y? os detalhes do que fizer.) 
ya = 3yı y3 = Ya 17. (Pêndulo) A qual estado (posição, velocidade e direção de movi- 
Duti dia 5 mento) correspondem os quatro pontos de interseção de uma tra- 
yı Y2 CJi a ya jetória fechada com os eixos mostrados na Fig. 92b? E o ponto de 
y} = 2y = yı y = y — 3% interseção entre uma curva ondulada e o eixo y? 
y? -y + yz — y 6. s EA pa 18. (Ciclo-limite) Qual é a diferença essencial entre um ciclo-limite e 
uma trajetória fechada circundando um centro? 
Ya: 2% — Ja Ya == yP 19. EXPERIMENTO DE ÁLGEBRA COMPUTACIONAL. 
Mp y RR) 8. y” +9y +y =0 Deformação do Ciclo-limite. Converta a equação de van der Pol 
em um sistema. Faça um gráfico do ciclo-limite, bem como de 
y” + cosy =0 10. y” + seny =0 algumas trajetórias de aproximação para u = 0,2; 0,4; 0,6; 0,8; 
1,0; 1,5; 2,0. Tente ob iclo-limite alt f 
PEE Ed yty p= EO ente observar como o ciclo-limite altera sua forma 


(Trajetórias) Que tipo de curvas são as trajetórias de yy” + 
2y2 = 0? 

(Trajetórias) Escreva a EDO y” — 4y + y? = 0 na forma de um 
sistema, resolva-o para y como função de y, e faça um esboço ou 
gráfico de algumas das trajetórias do plano de fase. 
(Trajetórias) Qual é o raio de uma solução geral real de y” + 
y = 0 no plano de fase? 


20 


continuamente à medida que u varia continuamente. Descreva com 
suas próprias palavras como o ciclo-limite é deformado à medida 
que u aumenta. 

PROJETO DE EQUIPE. Oscilações auto-excitadas. (a) Equa- 
ção de van der Pol. Determine o tipo de ponto crítico em (0, 0) 
quando yu > 0, u =0, u < 0. Mostre que, se u — 0, as isóclinas 
aproximam-se de retas que passam pela origem. Por que é de se 
esperar que isso aconteça? 
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(b) Equacáo de Rayleigh. Mostre que a chamada equagáo de y” + wy + By? = 


Rayleigh? 


y" ¡ya +Y=0 3i onde usualmente |6| é pequeno, caracterizando, portanto, um 
ul sY °) =O (p ) pequeno desvio que a força restauradora tem da linearidade. Os 


também descreve as oscilações auto-excitadas e que, derivando-a casos 8 > 0 e < O são, respectivamente, chamados de mola dura 
e fazendo-se y = Y”, obtém-se a equação de van der Pol. e mola macia. Obtenha a equação das trajetórias no plano de fase. 
(c) Equação de Duffing. A equação de Duffing é (Note que para 8 > O todas essas curvas são fechadas.) 


4.6 Sistemas Lineares Não-homogêneos de EDOs 


EXEMPLO 


Nesta última seção do Capítulo 4, discutiremos os métodos de resolução dos sistemas lineares não-homogêneos 
das EDOs 


(1) y =Ay+g (veja a Seção 4.2) 


onde o vetor g(t) não é identicamente nulo. Supomos que g(?) e os elementos da matriz A(t) n X n sejam con- 
tínuos em algum intervalo J do eixo t. A partir de uma solução geral y(£) do sistema homogéneo y’ = Ay em 
J e de uma solução particular y?(t) de (1) em J [isto é, uma solução de (1) não contendo nenhuma constante 
arbitrária], obtemos uma solução de (1), 


(2) y =y”? + yo, 


Dizemos que y é uma solução geral de (1) em J porque inclui todas as soluções de (1) em J. Isso é decorrente 
do Teorema 2 da Seção 4.2 (veja o Problema 1 da presente seção). 

Tendo estudado os sistemas lineares homogéneos nas Seções 4.1-4.4, nossa tarefa agora será explicar métodos 
de obter soluções particulares de (1). Discutiremos o método dos coeficientes a determinar e o método da variação 
dos parâmetros, que têm contrapartes referentes às EDOs únicas, já vistas nas Seções 2.7 e 2.10. 


Método dos Coeficientes a Determinar 


Como ocorre com as EDOs únicas, esse método é adequado quando os elementos da matriz A são constantes e 
os componentes de g são constantes, potências inteiras positivas de t, funções exponenciais ou senos e co-senos. 
Em casos assim, supomos que uma solução particular y” tenha uma forma similar a g; por exemplo, y” = u + 
ví + wi? se g tiver componentes quadráticos em t, com u, v, w a serem determinados por substituição em (1). 
Isto é similar à Seção 2.7, excetuando-se pela Regra da Modificação. Aqui é suficiente mostrarmos isso através 
de um exemplo. 


Método dos Coeficientes a Determinar. Regra da Modificação 


Encontre uma solução geral de 


ne fi ud 26 y 
(3) y = Ay RES y + er. 
1 —3 2 


Solução. Uma equação geral do sistema homogêneo é (veja o Exemplo 1 da Seção 4.3) 


1 1 
(4) y” =c | | et + Ca | | et 
1 =1 


Uma vez que À = -2 é um autovalor de A, a função e% no lado direito também aparece em y 
de Modificação fazendo 


(19, de modo que precisamos aplicar a Regra 


y? = ute + ve (em vez de ue). 


5 LORDE RAYLEIGH (JOHN WILLIAM STRUTT) (1842-1919), grande físico e matemático inglês, professor das Universidades de Cam- 
bridge e Londres, conhecido por suas importantes contribuições à teoria ondulatória, da eletricidade, hidrodinámica e diversos outros ramos 
da matemática aplicada e da física teórica. Em 1904, recebeu o Prêmio Nobel de Física. 
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EXEMPLO 2 


Observe que o primeiro desses dois termos é o análogo da modificação feita na Seção 2.7, porém isso aqui não seria suficiente. (Tente fazê- 
lo.) Por substituição, 


yP = ue — Qute * — Dye É = Aute É + Ave + g. 


Igualando os termos em te"? de ambos os lados, temos -2u = Au. Logo, u é um autovetor de A correspondente a À = —2: portanto [veja (5)] 
u =a[l 1] com um valor qualquer de a + O. Igualando os outros termos, obtemos 


—6 a 2v1 —3v4 + va —6 
u-—2v=Av+ portanto, = = + e 
2 a 2U9 Vi — 3U2 2 
Agrupando e reordenando os termos, chegamos a 
0 = 0 =-a4=6 


=U; + v = -a + 2. 


Somando, 0 = —2a — 4, a = —2 e então V = vı + 4, digamos, vı = k, V = k + 4, portanto, v = [k k + 4]'. Podemos simplesmente 
escolher k = 0. Isso nos dá a resposta 


1 1 1 0 
(5) y =yP +y? = | | eT? t co | | poa | | te + | E, 
1 = 1 4 


Para outro valor de k, teríamos um outro v; por exemplo, k = —2 dá v = [-2 2]", de modo que a resposta passa a ser 
1 1 1 =2 

(5*) y=C1 et + Ca e*-2 fe + ON etc. EH 
1 =] 1 2 


Método da Variação dos Parâmetros 


Esse método pode ser aplicado a sistemas lineares não-nomogêneos 


(6) y' = A(Dy + gA) 


com a matriz A = A(t) variável e um termo g(f) geral. Ele fornece uma solução particular y” de (6) em algum 
intervalo aberto J do eixo t caso se conheça uma solução do sistema homogéneo y” = A(t)y em J. Explicaremos 
esse método usando o exemplo anterior. 


Solução pelo Método da Variação dos Parámetros 
Resolva (3) no Exemplo 1. 


Solu (10. Uma base de soluções do sistema homogêneo é [e-2t er e [e74 =e ar Lo O, podemos escrever a solução geral 4) 
do sistema homogéneo como 


à yo = pe A E ni 
e et] |c 
Aqui, Y( = [yo ya] é a matriz fundamental (veja a Seção 4.2). Como na Seção 2.10, substituímos o vetor constante e por um vetor 
variável u(t) de modo a obtermos uma solução particular 
y? = YAUA. 
Substituindo essa expressão em (3) y” = Ay + g, temos 
(8) Y'u + Yu' = AYu + g. 


De y? são soluções do sistema homogêneo, temos 


Agora, uma vez que y 
yd” = Ay®, y? = Ay, portanto, Y' = AY. 
Logo, Y'u = AYu, de modo que (8) se reduz a 
Yu =g. A solução é u’ = Y`!g; 


aqui, usamos o fato de que a matriz inversa Y”* de Y (Seção 4.0) existe porque o determinante de Y é o wronskiano W, que é diferente de 
zero para uma base. A Equação (9) na Seção 4.0 fornece a forma de Y~. 


Multiplicamos isso por g, obtendo 
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1 et et —60 2 1 —4 27 
u = Y lg = is == = 
2 e et 27% 2 set —4e% ` 


A integração é feita termo a termo (como na derivação) e fornece 


teag —2t 
uo = $ | al ar= | ] 
o L-4e?* —2e%* +2 


(onde o número + 2 provém do limite inferior da integração). Disso e de Y em (7), obtemos 


ET et —2t 2107 — de UH 4 967% -x-2 2 
Yu = = = et + ent 
e ¿€ 2e +2 2te E +20 — De E -2+2 -2 


h) 


O último termo no lado direito é uma solução do sistema homogêneo. Logo, podemos absorvé-lo em y”. Portanto, obtemos como uma solução 


geral do sistema (3) e em concordância com (5*), 


1 1 1 —2 
(9) y=C1 e + co e*-2 te Tt + e E 
1 =i 1 2 


PROBLEMAS PROPOSTOS 4.6 


1. (Solução geral). Prove que (2) inclui qualquer solução de (1). 14. y= 
2-9 SOLUÇÃO GERAL 


Encontre uma solução geral. (Mostre os detalhes do que fizer.) 


2. y1= 
, 
Vaz 


Ya + t 
yı 3t ya = -4+5 


3yı — 4y, + 20 cos t 
Ya = yı — 2) 
y1(0) = 0, y2(0) = 8 
15. yi = 4y + 3e% 
ya = 2y2 — 15e" 
y1(0) = 2, ya(0) = 2 


3. y1 = 4ya + 9t 


4. yi = yi + yz + 5 cos t 5. yi = 2y; + 2y, + 12 Ed A 3 i 
. = to t 
Y2 = 3y; — y2 — 5 sen t Ya = SY — ya — 30 e a i Hi W i E 
6. yi = ty te a a 
Ya = =y ya e” gs i > Ya 
7. yi 14y; + 10y, + 162 17. (Circuito) Encontre as correntes na Fig. 97 quando R = 2,5 Q, 
A A L = 1 H, C = 0,04 F, E(t) = 845 sen t V, e 1,(0) = 0, £,(0) = 0. 
y Bs Yı T X2 É (Mostre os detalhes do que fizer.) 
8. yi = 10y, — 6) + 10(1 = 1 1) EA o A 
7 l É 18. (Circuito) Encontre as correntes na Fig. 97 quando R = 1 Q, L = 
Ya = 10y, + 4 — 201 — 61 10 H, C = 1,25 F, E(t) = 10 kV, e L(0) = 0, 1(0) = 0. (Mostre 
9. yi = -3y, — 4y, + 111 + 15 os detalhes do que fizer.) 
y) = Sy, + 6y, + 3e7t — 15t — 20 


10. EXPERIMENTO DE ÁLGEBRA COMPUTACIONAL. Coe- 
ficientes a determinar. Determine experimentalmente quão geral 
deve ser a escolha para y”, em particular quando os componentes 
de g apresentam formas diferentes (como no Problema 9, por 
exemplo). Escreva um curto relatório, tratando também da situa- 


Fig. 97. Circuito dos Problemas 17 e 18 


ção no caso da Regra da Modificação. 


11-16 


Resolva (mostrando os detalhes): 


u. yi 
ya 
y1(0) 

12. y; 
y2 
y1(0) 

13. yi 


r_ 
Ya = 


y1(0) 


PROBLEMA DE VALOR INICIAL 


19. (Circuito) Encontre as correntes na Fig. 98 quando R; = 2 Q, 
R,=80,L 1 H, C = 0,5 F, E = 200 V. (Mostre os detalhes 
do que fizer.) 


= —2y + 4t 
= 2y — 2t 
= 4, y2 (0) = $ E R, 
= 4y, + Se! 
= —yı — 20e% Ai i 
ave 
=1 = ; ar 
; a 0 a Fig. 98. Circuito do Problema 19 
=y, + 2y +e t 
-y +1+t 20. PROJETO ESCRITO. Coeficientes a Determinar. Escreva um 
1, y(0) 4 curto relatório comparando a aplicação do método dos coeficientes a 
= lL, y2 T 


determinar utilizado numa EDO única com o utilizado num sistema 
de duas EDOs, usando para isso EDOs e sistemas de sua escolha. 
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QUESTÕES EF PROBEŁEEMAS- DE REVISÃO DO CAPÍTULO 4 


1. Cite algumas aplicações que podem ser modeladas usando-se sis- 
temas de EDOs. 

2. O que é dinâmica populacional? Dé exemplos. 

3. De que modo é possível transformar uma EDO num sistema de 
EDOs? 

4. Que métodos qualitativos são usados nos sistemas? Por que eles 
são importantes? 

5. O que é plano de fase? E o método do plano de fase? E o retrato 
de fase de um sistema de EDOs? 

6. O que é um ponto crítico de um sistema de EDOs? Como esses 
pontos foram classificados”? 

7. O que são autovalores? Qual o papel que eles desempenharam 
neste capítulo? 

8. Qual é o significado geral de estabilidade? E seu significado em 
conexão com os pontos críticos? 

9. O que significa linearizar um sistema? Dê um exemplo. 

10. O que é um ciclo-limite? Quando ele pode ocorrer em mecâni- 
ca? 

11-19 SOLUÇÃO GERAL. PONTOS CRÍTICOS 


Encontre uma solução geral. Determine o tipo e a estabilidade do ponto 
crítico. (Mostre os detalhes do que fizer.) 


11. y, = 4y, 12. yi = 9, 
y, = 16y, y) = Ya 
13. yi = Ya 14. yi = 3y; — 3y2 
ya = 6y, — Sy, ya = 3y1 + 3)» 
15. y; = 1,5y, — 6), 16. y, = —3y, — 2y2 
ya = —4,5y + 3y2 ya = —2y1 — 32 
17. yi = 3y, + 2y 18. yi = 3y + Sy 
ya = 27 + 3) Ya = —5y — 3 
19. y; = —y1 + 2x» 
ya = =2y1 — Ya 
20-25 | SISTEMAS NÁO-HOMOGÉNEOS 
Encontre uma solução geral. (Mostre os detalhes do que fizer.) 
20. yi = 3y, + 61 21. yi = y, + 2y, + e% 
y = 12y, + 1 y = —y, + 1,5e7? 
22. y, = yı + ya + sen t 


23. 


24. 


25. 


26. 


Ya = 4y1 + da 
yı = 4y1 + 3y2 + 2 


Ya = 67 — 5y, + 4e”* 
Yı = yı T 2y2 sent 
Ya = 3y1 — 4y, — cos t 
yi = yı + 2 + P 

y2 = 2y + y> P 


(Problema de mistura) Na Fig. 99, o tanque T, contém inicialmen- 
te 200 galões de água nos quais são dissolvidas 160 libras de sal. O 


27. 


28. 


29. 


tanque T, contém inicialmente 100 galões de água pura. O líquido 
é bombeado através do sistema conforme o indicado e as misturas 
sáo revolvidas de modo a serem mantidas uniformes. Encontre as 
quantidades de sal y;(t) e ya(t) em T; e Tə, respectivamente. 


Fig. 99. Tanques do Problema 26 


(Ponto crítico) Que tipo de ponto crítico tem y” = Ay se A possui 
os autovalores —6 e 1? 

(Circuito) Encontre as correntes na Fig. 100, onde R, = 0,5 O, 
R, = 0,7 O, L, = 0,4 H, L, = 0,5 H, E = 1 kV = 1000 Ve 
L(0) = 0, (0) = 0. 


Fig. 100. Circuito do Problema 28 


(Circuito) Encontre as correntes na Fig. 101, quando R = 10 Q, 
L = 1,25 H, C = 0,002 Fe 1,(0) = £(0) = 3 A. 


Fig. 101. Circuito do Problema 29 


30-33 


LINEARIZAÇÃO 


Fazendo a linearização, determine a localização e o tipo de todos os 
pontos críticos do sistema não-linear dado. 


30. 


31. 


32. 


33. 


yi = y2 

ya = 4y — y’ 
yi = —9 

ya = sen yı 

y] = cos ya 

ya = 3y1 

yi = Ya — 2y 


Ya = y1 2? 


Capítulo 4: Sistemas de EDOs. O Plano de Fase. Métodos Qualitativos 131 


RESUMO DO CAPÍTULO 4 


Sistemas de EDOS. O Plano de Fase. Métodos Qualitativos 


Se, por um lado, as versões simples de circuitos elétricos e sistemas massa-mola podem ser modeladas por EDOs únicas 
(Capítulo 2), por outro, as redes formadas de diversos circuitos, os sistemas constituídos de várias massas e molas e 
outros problemas de engenharia levam aos sistemas de EDOSs, que envolvem diversas funções desconhecidas y,(?), ..., 
y,(1). De interesse central são os sistemas de primeira ordem (Seção 4.2): 


yi = f(t, Yp rt? > Yn) 


y” = ft, y), em componentes, 
Yn = fat, Via Ss Yn)» 


aos quais é possível reduzir as EDOs e os sistemas de EDOs de ordem superior (Seção 4.1). Neste resumo, fizemos 
n = 2, de modo que 


yi = filt, Yo y) 
(1) y' = ft, y), em componentes, 
Ya = fat, Yi Y2) 


Então, podemos representar as curvas-solução como trajetórias no plano de fase (o plano y,y,), investigar a sua 
totalidade [o “retrato de fase” de (1)], estudar o tipo e a estabilidade dos pontos críticos (pontos nos quais tanto f, 
quanto f, são nulas) e classificá-los como nós, pontos de sela, centros ou pontos espirais (Seções 4.3 e 4.4). Esses 
métodos do plano de fase são qualitativos; sua utilização permite-nos descobrir diversas propriedades gerais das soluções 
sem de fato resolvermos o sistema. Eles são principalmente utilizados nos sistemas autônomos, ou seja, nos sistemas 
em que t não aparece explicitamente. 

Um sistema linear possui a forma 


y 411 412 yı 81 
(2) y =Ay+g, onde A= y= > 85 . 
421 422 Ya 82 
Se g = 0, o sistema é chamado de homogéneo e tem a forma 
(3) y' = Ay. 
Se an, ..., 4,, são constantes, o sistema possui soluções y = xe”, onde A é uma solução da equação quadrática 
au À 412 


= (411 — Aldo, — À) — 419491 = 0 


421 22 


e x * 0 possui componentes x,, x, passíveis de serem multiplicados por constantes e determinados por 
(an — A)xy + ax, = 0. 


(Esses A's são chamados de autovalores e esses vetores são os autovetores x da matriz A. Explicações adicionais são 
fornecidas na Seção 4.0.) 

Um sistema (2) com g + 0 é chamado de não-homogêneo. Sua solução geral é da forma y = y; + yp, onde y, é 
uma solução geral de (3) e y, é uma solução particular de (2). Os métodos de determinar estas últimas soluções são 
discutidos na Seção 4.6. 

A discussão dos pontos críticos dos sistemas lineares baseada nos autovalores é resumida nas Tabelas 4.1 e 4.2 da 
Seção 4.4. Ela também se aplica aos sistemas não-lineares caso estes sejam primeiro linearizados. O teorema-chave 
para isso é o Teorema 1 da Seção 4.5, que também inclui três famosas aplicações, a saber, a do pêndulo, as equações 
de van der Pol e o modelo populacional predador-presa de Lotka-Volterra. 


CAPÍTULO 5 


Soluções das EDOs por Séries. 
Funções Especiais 


Nos Capítulos 2 e 3, vimos que as EDOs lineares com coeficientes constantes podem ser resolvidas por 
funções conhecidas do cálculo. Entretanto, se uma EDO linear tiver coeficientes variáveis (funções de x), 
usualmente ela precisa ser resolvida por outros métodos, como veremos neste capítulo. 

Os polinômios de Legendre, as funções de Bessel e as expansões em autofunções constituem os três 
principais tópicos deste capítulo e são da maior importância na matemática aplicada. 

As EDOs e os polinômios de Legendre (Seção 5.3) tendem a ocorrer em problemas que apresentam 
simetria esférica e são obtidos pelo método das séries de potências (Seções 5.1 e 5.2), que utiliza essas 
séries para encontrar soluções das EDOs. 

As EDOs e os polinômios de Bessel (Seções 5.5 e 5.6) tendem a ocorrer em problemas que apresentam 
simetria cilíndrica, sendo obtidos pelo método de Frobenius (Seção 5.4), uma extensão do método das 
séries de potências, que utiliza essas séries para encontrar soluções das EDOs, possivelmente multiplicando 
as séries por um termo logarítmico ou por uma potência de expoente fracionário. 

As expansões em autofunções (Seção 5.8) são séries infinitas obtidas pela teoria de Sturm-—Liouville 
(Seção 5.7). Os termos dessas séries podem ser polinômios de Legendre ou outras funções, e seus coefi- 
cientes são obtidos pela ortogonalidade dessas funções. Essas expansões incluem as séries de Fourier, 
em termos de senos ou cossenos, as quais são de uma importância tão grande que dedicaremos a elas um 
capítulo inteiro (Capítulo 11). 

O termo funções especiais (ou funções superiores) é usado para funções mais avançadas que não são 
consideradas no cálculo. Se uma função ocorre em várias aplicações, ela recebe um nome e suas proprie- 
dades e valores são investigados em todos os detalhes; disso costumam resultar centenas de fórmulas que, 
juntamente com a teoria subjacente, dão fregiientemente assunto para livros inteiros. Isso é o que aconteceu 
com as funções gama, de Legendre, de Bessel e diversas outras (dê uma olhada nas Refs. [GR1], [GR10] 
e [A11] no Apêndice 1). 

O sistema de álgebra computacional que você utiliza trata da maioria das funções especiais e fórmulas 
correspondentes de que você venha a precisar um dia, quando estiver atuando em atividades profissionais, 
e este capítulo servirá para lhe dar uma primeira imagem dos aspectos básicos da teoria dessas funções e 
de suas aplicações em modelagem. 


COMENTÁRIO. Você pode estudar este capítulo diretamente após o Capítulo 2, pois ele não precisa dos 
conteúdos apresentados nos Capítulos 3 e 4. 

Pré-requisito: Capítulo 2. 

Seções que podem ser omitidas num curso mais curto: 5.2, 5.6-5.8. 

Referências e Respostas dos Problemas: Parte A do Apêndice 1 e Apêndice 2. 


5.1 Método das Séries de Potências 


O método das séries de potências é o método-padrão de resolução das EDOs lineares com coeficientes variáveis. 
Ele fornece soluções na forma de séries de potências. Conforme veremos, essas séries podem ser utilizadas para o 
cálculo de valores, a obtenção de gráficos de curvas, a demonstração de fórmulas e a exploração de propriedades 
das soluções. Nesta seção, começaremos explicando a idéia do método das séries de potências. 


Séries de Potências 


Lembremos do cálculo que uma série de potências (em potências de x — xp) é uma série infinita da forma 
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00 


(1) SY a (Xx — x)” = ao + ay (x — Xo) +asx— Xp)? +++. 
m=0 
Aqui, x é uma variável e ap, a;, às, -+> são constantes chamadas de coeficientes da série. xy é uma constante, 


chamada de centro da série. Em particular, se xy = 0, obtemos uma série de potências expressa em potências 
de x 


(2) S am” =aotaxtax +ax +. 


m=0 


Suporemos que todas as variáveis e constantes sejam reais. 
Exemplos familiares de séries de potências são as séries de Maclaurin 


00 


I — =3 xXr=1+x+X +. (|x| < 1, série geométrica) 
e A A 

=> o TIA 

sem = Y ado: 


Observamos que o termo “série de potências” usualmente se refere à forma (1) [ou (2)], porém não inclui 
séries de potências negativas ou fracionárias de x. Usamos a letra m como índice da soma, reservando n para nos 
servir de notação-padrão nas equações de Legendre e de Bessel, nos casos de valores inteiros dos parâmetros. 


A Idéia do Método das Séries de Potências 


A idéia do método das séries de potências para resolver as EDOs é simples e natural. Descreveremos o procedi- 
mento prático e o ilustraremos com duas EDOs cuja soluções já nos são conhecidas, de modo a nos permitir ver 
o que acontece. A justificativa matemática do modelo será apresentada na seção seguinte. 

Para uma dada EDO 


y” + py’ + qhdy = 0 


primeiro representamos p(x) e q(x) por meio de séries de potências de x (ou de x — xq, caso desejemos obter 
soluções em potências de x — xp). Frequentemente, p(x) e q(x) são polinômios, de modo que nada precisamos 
fazer nesta primeira etapa. A seguir, supomos que exista uma solução na forma de uma série de potências com 
coeficientes desconhecidos, 


(3) y=), aux” = ao + aX + aX? + agx + 
m=0 


e inserimos essa série e as séries obtidas por derivação termo a termo, 


(a) y' = 5 max”! = à + 2a9X + 320 Es 
(4) m=1 


(b) y” = Y mím = 1)a, 072 = La, + 3 -2a3X + 4+394x? +++ > 
m=2 

na EDO. Entáo, agrupamos as poténcias de mesma ordem de x e igualamos a zero a soma dos coeficientes de 
cada poténcia observada de x, comegando com os termos constantes, passando entáo para os termos em x, depois 
para os termos em x?, e assim por diante. Isso nos fornece equações a partir das quais podemos determinar suces- 
sivamente os coeficientes desconhecidos de (3). 

Mostremos isso para duas EDOs que também podem ser resolvidas por métodos elementares, que dispensariam 
as séries de poténcias. 
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EXEMPLO 


EXEMPLO-2 


Resolva a seguinte EDO por série de potências. Para ter uma melhor compreensão dessa idéia, faça o exercício à mão, sem usar o computador 
(que poderia ser programado para resolver todo o processo). 


y = 2xy. 
Solução. Inserimos (3) e (4a) na EDO dada, obtendo 
aı + 2a9x + 3a3x? + -++ = 2x(aọ + ax + aX? + -- +). 
Precisamos primeiro fazer a multiplicação por 2x no lado direito e podemos escrever a equação resultante de modo conveniente como 


a1 + 2a9x + 3a3x? + 4a4x? + Sax! + 6agx +- 


= 2aoX + 2a1x? + 2aX? + Zagx* + 2a4x? 
Para que essa igualdade se verifique, é preciso que os dois coeficientes das mesmas potências de x em cada lado sejam iguais, ou seja, 
âà = 0, 2a, = 2do, 3a3 = 284, 4a4 = 2a9, 5as = 243, bag = 2d4, 4 
Logo, az= 0, a; = 0, ... e, para os coeficientes com subscritos pares, 


â =a Sl Eo E ; 
2 "20: 45 251" 6 can A 


ay permanece arbitrário. Com esses coeficientes, a série (3) fornece a seguinte solução, que você deve confirmar usando o método da sepa- 
ração de variáveis. 


X X y? 
y a(1+x Fy tatg +) = aoe . 
De modo mais rápido, (3) e (4) dão a EDO y” = 2xy, 


oo œ oo 
1-3: + Y max"! = 2x Y ax” = Y 2a, 0091 
m=0 


m=2 m=0 


Agora, para obtermos a mesma poténcia geral em ambos os lados, fazemos uma “mudanca de índice” no lado esquerdo, escrevendo m = 
s + 2; portanto m — l= s + 1. Então, a,, torna-se a, € x""1 torna-se x**!, Também a soma, que começava com m = 2, agora se inicia com 
s = 0, porque s = m — 2. No lado direito, simplesmente fazemos a troca de notação m = s; logo a,, = a, e x"*l = xt. Também a soma agora 
começa com s = 0. Com tudo isso, temos 


oo o0 
ai + © (s + 2)as42xX°7! = 2a, 
s=0 s=0 


Toda poténcia de x que estiver ocorrendo deve ter o mesmo coeficiente em ambos os lados; logo, 


2 
ai=0 e (S + 2)as,9 = 2as ou ds+2 = 542 ds: 
Para s = 0, 1, 2, -:-, temos, portanto, a, = (2/2)ag, az = (2/3)a, = 0, a4 = (2/4)as, **, como antes. E 
Resolva 
y”"+y=0 


Solucáo. Inserindo (3) e (4b) na EDO, temos 


jo é) [o o] 
X, m(m-Dax"2+5 amx” =0. 
m=2 m=0 


Para obtermos a mesma potência geral em ambos os lados, fazemos m = s + 2 na primeira série e m = s na segunda, e então passamos a 
última série para o lado direito, o que nos dá 


Y (s + 2)(s + Nag, = — Says. 
s=0 s=0 


Cada potência x* precisa ter o mesmo coeficiente em ambos os lados. Logo, (s + 2X(s + 1)a,,, = —a,. Isso fornece a fórmula de recorrência 


As 
as+2 = — (s dl 2)ís $ 1) (s = 0, 1, “o, 
Portanto, obtemos sucessivamente 

ão ão a1 a1 
fa gar aro E T3] 

da ao as a1 
a4 TA TR as = A 

4-3 4! 5-4 5! 


e assim por diante. ay e a, permanecem arbitrários. Com esses coeficientes, a série (3) torna-se 


ão a1 ao ar 
y = 39 tax- > x? aa XŚ +z Še 
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Reordenando os termos (o que é permitido numa série de potências), podemos escrever isso na forma 


x. xt x 0 ye 
a TT ee) tafx ES Ere) 


e reconhecemos a solução geral familiar 


y = ay COS X + ay sen x. E 


Será que é preciso usar o método da série de potências para resolver essa EDO e outras similares? Naturalmente 
que não; o motivo de termos usado essas EDOs aqui foi apenas para explicar a idéia do método. Mas o que 
acontece se aplicarmos o método a uma EDO que não seja do tipo considerado até agora, mesmo uma EDO de 
aparência inocente, como y” + xy = O (“equação de Airy”)? Muito provavelmente, iremos nos deparar com novas 
funções especiais dadas por séries de potências. E, se uma EDO e suas soluções forem de interesse prático (ou 
teórico), damos um nome a ela e a investigamos com o uso de fórmulas, gráficos e métodos numéricos. 

Discutiremos as equações de Legendre, de Bessel e a hipergeométrica, com suas respectivas soluções, para 
mencionarmos apenas as mais conhecidas dessas EDOs. Para fazermos isso e ao mesmo tempo ganharmos uma 
boa compreensão do assunto, quando também usarmos o computador, primeiro explicaremos mais detalhadamente 
o método das séries de potências (e depois uma extensão dele, o método de Frobenius). 


PROBLEMAS PROPOSTOS 5.1 


1-10] MÉTODO DAS SÉRIES DE POTÊNCIAS: TÉCNICAS, 11. y’ +4y=1,  y(0)=1,25,  x,=0,2 
CARACTERÍSTICAS 12. y' =1 + y?, y(0) = 0, Xx = 17 

Aplique o método das séries de potências. Faça isso à mão, sem usar 13, y! = y — y?, y(0) = 3, x =1 

o computador; desse modo você sentirá como o método funciona, 14, (x — 2)y' = xy, y(0) = 4, Xx =2 


p. ex., vendo por que uma série pode terminar, ou possuir apenas 


15. y” + 3x + 2y = 0, y(0) = 1, 


poténcias pares, ou náo ter termos constantes ou lineares etc. Mostre y'(0) = 1 Xx =05 

os detalhes do que fizer. N a l 

Ly -y=0 2y +xy=0 16. (1 x?)y 2xy + 30y = 0, y(0) = 0, 

3. y” + 4y =0 4. y” -y= 0 y (0) = 1,875, X = 0,5 

5, (2 + x)y' =y 6. y” + 3(1 + x2)y =0 17. PROJETO ESCRITO. Séries de Poténcias. Escreva um relatório 
7. y' E 8. (+ 4x3)y' = (5x2 + 12x?)y (de 2 a 3 páginas) sobre as séries de potências do modo como 
9. y” — 0 10. y" xy" +y=0 elas sáo discutidas no cálculo, usando suas próprias formulagóes 


11-16 


Resolva os problemas de valor inicial por meio de séries de poténcias. 
Faça um gráfico da soma parcial s das potências até xº inclusive. 


PROBLEMAS DE ÁLGEBRA COMPUTACIONAL. o , 
PROBLEMAS DE VALOR INICIAL 18. PROJETO DE LITERATURA. Séries de Maclaurin. Obtenha 


e exemplos — ao invés de simplesmente copiar passagens dos 
textos de cálculo. 


uma coleção de séries de Maclaurin conhecidas do cálculo e arran- 
je-as sistematicamente numa lista que você possa utilizar em suas 
atividades. 


Obtenha o valor de s (com cinco dígitos) em x;. 


5.2 Teoria do Método das Séries de Poténcias 


Na última seção, vimos que o método das séries de potências fornece soluções das EDOs na forma dessas séries. 
Na presente seção, justificaremos este método matematicamente, do seguinte modo. Primeiro, faremos uma revisão 
do cálculo no que se refere aos fatos importantes sobre as séries de potências. Então, faremos uma lista das opera- 
ções sobre séries de potências que são necessárias ao método (derivação, adição, multiplicação etc.). Próximo do 
final, enunciaremos o teorema básico da existência das soluções das EDOs por meio de séries de potências. 


Conceitos Básicos 


Lembremos do cálculo que uma série de potências é uma série infinita da forma 


(1) AmlX — Xp)” = ao + as (X — Xo) + aslx — Xo)? +++ 


EM 
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Como antes, supomos que a variável x, o centro x, e os coeficientes ao, q, ... sejam reais. A n-ésima soma 
parcial de (1) é 


(2) Sal) = ao + a1(X — Xp) + aslx — Xo)? + > ++ + ax — Xo)” 
onde n = 0,1, ... Fica claro que, se omitirmos os termos de s, em (1), a expressão que sobra é 
(3) Rabo = galo = 0 + aaa — Kg sea, 


Essa expressão é chamada de resto de (1) após o termo ax — xo)”. 
Por exemplo, no caso das séries geométricas 


l+x+0 + px: 


temos 
So = 1, Ro =x+xX+x +, 
Ss =1+x, Ry =X 4x4 0, 
s=1+x+x2, Ra = X3 + Xx+ +, etc. 
Dessa forma, agora associamos a (1) a sequência de somas parciais sox), s1(x), sa(x), =. Se, para algum x = 


xı, essa soma convergir, digamos, 
lim S„(X%1) = s(x), 


então a série (1) é chamada de convergente em x = x,, sendo o número s(x,) chamado de valor ou soma de (1) 
em x, e escrevemos 


s(x1) = s AmlX1 — Xp)”. 


m=0 


Entáo, para um n qualquer, 


(4) S(x1) = Sy (X1) + Ry (X1). 


Se essa seqúéncia divergir em x = xı, a série (1) é chamada de divergente em x = x. 
No caso da convergéncia, para um e qualquer positivo, existe um N (que depende de e) tal que, por (4), 


6) Ry (x1)] = |s(x1) — Ss, (X1)| < € para todo n > N. 


Geometricamente, isso significa que todo s,(x,) com n > N situa-se entre s(x) — € e s(x,) + e (Fig. 102). Na 
prática, isso significa que, no caso da convergência, podemos aproximar, em xı, a soma s(x,) de (1) por s,(x1) tão 
acuradamente quanto quisermos, tomando para isso um n suficientemente grande. 


Intervalo de Convergéncia. Raio de Convergéncia 


No tocante à convergência das séries de potências (1), há três casos, a saber: o Caso 1, sem utilidade; o Caso 2, 
usual, e o Caso 3, que é o melhor, conforme veremos. 


Caso 1. A série (1) sempre converge em x = xy porque para x = xy todos os seus termos são nulos, excetuando-se 
talvez o primeiro, ay. Em casos excepcionais, x = xy pode ser o único x para o qual (1) converge. Essa série náo 
tem interesse prático. 


Caso 2. Se existem outros valores de x para os quais a série converge, esses valores formam um intervalo 
chamado de intervalo de convergência. Se esse intervalo for finito, ele possui um ponto central xy, de modo a 
ter a forma 


(6) IX — Xo| < R (Fig. 103) 


e a série (1) converge para todo x tal que |x — Xo| < R e diverge para todo x tal que |x — Xo| > R. (Não se pode 
fazer nenhum enunciado geral sobre a convergência ou a divergência para x — xy = R ou — R.) O número R é 
chamado de raio de convergência de (1). (R é chamado de “raio” porque, para uma série de potências complexas, 
ele é o raio de um disco de convergência.) Pode-se obter R por meio de qualquer uma das fórmulas a seguir 


(7) (a) R=1/lim Va (b) R=1/lim E 


mM —00 m-—>00 


m 
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EXEMPLO 


EXEMPLO-2 


EXEMPLO-3 


EXEMPLO-4 


desde que esses limites existam e náo sejam nulos. [Se esses limites forem infinitos, entáo (1) converge somente 
no centro xo.) 


Caso 3. O intervalo de convergência pode às vezes ser infinito, ou seja, (1) converge para todo x. Por exemplo, 
se em (7a) ou (7b) o limite for zero, esse caso ocorre. Então, por conveniência, escrevemos R = %, (As provas 
de todos esses fatos podem ser encontradas na Seção 15.2.) 


Para cada x para o qual (1) converge, existe um certo valor s(x). Dizemos que (1) representa a função s(x) 
no intervalo de convergência e escrevemos 


s(x) = 5 amlX — Xo)” (Ix — Xol < R). 


m=0 
Ilustremos esses três casos possíveis com alguns exemplos típicos. 


Divergência Convergência Divergência 
PA A a 
s(x,) — € s(x,) s(x,) + e š E | z E 
0 o o 
Fig. 102. Desigualdade (5) Fig. 103. Intervalo de convergência (6) de uma série de 


potências com centro x, 


O Caso 1, sem Utilidade, de Convergéncia Apenas no Centro 


No caso da série 


SY mix” =1+x +22 + 6x7 +... 


m=0 


temos a, = m! e em (7b), 


am+1 (m + 1)! $ é 
= mi m+150 à medida que m — 0. 


a m 


Portanto, essa série converge somente no centro x = O e não tem utilidade. E 


O Caso 2, Usual, de Convergência num Intervalo Finito. Séries Geométricas 


Para as séries geométricas, temos 


1 oo 
E X xM=l+x+x+-.. (bel < 1). 
m=0 
Com efeito, am = 1 para todo m e, de (7), obtemos R = 1, ou seja, a série geométrica converge e representa 1/(1 — x) quando |x| < 1. E 


O Caso 3, Melhor, de Convergéncia para Todo x 


No caso da série 


o ym x2 
x } J 1 
e = > w 1+x4 TN 
m=0 
temos am = 1/m! Logo, em (7b), 
dm+1 1/(m + 1)! 1 0 
am 1/m! m+1 a à medida que m — %. 
de modo que a série converge para todo x. E 
Sugestáo para Alguns dos Problemas 
Encontre o raio de convergéncia da série 
00 m 3 6 9 
5 (=1) em 1 X l X X i 
0 8” 8 64 512 
Solução. Trata-se de uma série de potências de t = xº com os coeficientes a,, = (-1)""/8”, de modo que, em (7b), 
Am+1 8” 1 
a o gr+1 g! 


Portanto, R = 8. Logo, a série converge para |t| = |xº| < 8, ou seja, |x| < 2. EI 
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Operações em Séries de Potências 


No método das séries de potências, derivamos, somamos e multiplicamos essas séries. É possível fazer essas três 
operações como explicado a seguir. Também mencionamos uma condição para a anulação de todos os coeficientes 
de uma série de potências, o que é uma ferramenta básica neste método. (As provas podem ser encontradas na 
Seção 15.3.) 


Derivação Termo a Termo 
Uma série de potências pode ser derivada termo a termo. Mais precisamente, se 
oo 
y(x) = > am(X ER Xo)” 
m=0 
convergir para |x — xp] < R, onde R > 0, então a série obtida por derivação termo a termo também converge para 
esses valores de x e representa a derivada y” de y para esses x, ou seja, 


y'(x) = Ss Ma, (Xx — Xp) "71 (X — xo] < R). 


m=1 
Similarmente, 


y”"(x) = S m(m — 1)am(X — Xo)? (IX — Xol < R), etc. 


m=2 


Adição Termo a Termo 


Duas séries de potências podem ser somadas termo a termo. Mais precisamente, se as séries 


oo 


(8) Y, amix — xo)” e D bat xo)” 


m=0 m=0 
tiverem raios de convergência positivos e suas somas forem f(x) e g(x), então a série 
[ee] 
> (am + Da) (X = Xo)” 
m=0 
converge e representa f(x) + g(x) para cada x situado no interior do intervalo de convergência de cada uma das 
duas séries dadas. 


Multiplicação Termo a Termo 


Duas séries de poténcias podem ser multiplicadas termo a termo. Mais precisamente: suponhamos que as séries 
(8) tenham raios de convergência positivos e chamemos suas somas de f(x) e g(x). Então, a série é obtida mul- 
tiplicando-se cada termo da primeira por cada termo da segunda e agrupando-se as potências semelhantes de 
X — Xq, OU seja, 


5 (20D + a1Dm-1 aid a mDo)(X a Xo)” 


m=0 


= aobo + (aobi + aıbo)(x = Xo) + (20D + ayb, + aso) (x ES Xo)? AA 


converge e representa flx)g(x) para cada x no interior do intervalo de convergência de cada uma das duas séries 
dadas. 


Cancelamento de Todos os Coeficientes 


Se uma série de poténcias tiver um raio de convergéncia positivo e uma soma que for identicamente nula ao 
longo de todo o seu intervalo de convergéncia, entáo cada coeficiente da série deve ser nulo. 


Existência de Soluções das EDOs em Séries de Potências. 
Funções Analíticas Reais 


As propriedades das séries de potências que acabamos de discutir formam o alicerce do método que leva seu 
nome. A questão que resta é saber se, afinal, as EDOs podem ter soluções na forma de séries de potências. Uma 
resposta é simples: se os coeficientes p e q e a função r no lado direito de 
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DEFINIÇÃO 


TEOREMA 


(9) y” + p(x)y” + q(x)y = r(x) 


tiverem representações em séries de potências, então (9) possui soluções em séries de potências. O mesmo se 
verifica se h, p, q er em 


(10) A0dy” + pLody! + qu0)y = T(x) 


tiverem representações em séries de potências e h (xo) # O (onde x, é o centro da série). Na prática, os coeficien- 
tes de quase todas as EDOs são polinômios (portanto, séries de potências com um número finito de termos), de 
modo que (quando r(x) = 0 ou quando r(x) for também uma série de potências) essas condições são satisfeitas, 
excetuando-se talvez quanto à condição h(xp) + O. Se h (xo) F O, então a divisão de (10) por A(x) dá (9) com 
= Plh, q= lh, r = F/h. Isso motiva o uso de nossa notação em (10). 
Para formularmos tudo isso de uma maneira simples e precisa, utilizamos o seguinte conceito (que é de inte- 
resse geral). 


Função Analítica Real 


Uma função real f(x) é chamada de analítica num ponto x = xp se puder ser representada por uma série de 
potências de x — xy com raio de convergência R > 0. 


Usando este conceito, podemos enunciar o seguinte teorema básico. 


Existência de Soluções por Séries de Potências 


Se, em (9), p, q e r forem analíticas em x = xo, então toda solução de (9) é analítica em x = xo, podendo 
então ser representada por meio de uma série de potências de x — xo, com um raio de convergência R > 0. 
Logo, o mesmo se verifica se, em (10), h, p, q e T forem analíticas em x = xy e h(xp) + 0. 


A prova desse teorema requer métodos avançados de análise complexa, podendo ser encontrada na Ref. [A11] 
listada no Apêndice 1. 

Mencionamos que, no Teorema 1, o raio de convergência R é pelo menos igual à distância do ponto x = xy 
ao ponto (ou pontos) mais próximo de xo no qual uma das funções p, q, r, como funções de uma variável com- 
plexa, não é analítica. (Observe que esse ponto pode não estar situado sobre o eixo x, mas sim em algum lugar 
do plano complexo.) 


PROBLEMAS PROPOSTOS 5.2 


1-12 RAIO DE CONVERGÊNCIA Z UT Im 
Determine o raio de convergência. (Mostre os detalhes do que fizer.) na 4” = 
1, > cm (c + 0) 8. 5 (4m)! 
m=0 E 
o0 (= ye Ka di 
2m Só 
2. > 3”(m + 1)? (x + 1) 9 y (m + 3) m 
y = BP 
a (m+ Im o 
3. 5 om (x= 3)?” > (2m)! 
m=1 10. qe 
= m=1 m? 
4. y (= 1)" xém oo 
m=0 11. > -m (x E dm” 
sa (2 y m=1 ar 
m 
a > (2m + 2)(2m + 4) * ps MEUM ama 
"E Qm+ 1! 
S 1” 2m+10 
2 (mi? “ 
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Freqiientemente no método das séries de potências é conveniente ou 
necessário fazer essa mudança. Altere o índice de modo a fazer com 
que a potência sob o símbolo de soma seja x*. Verifique o resultado 


MUDANÇA DOS ÍNDICES DE SOMA 24. PROJETO DE EQUIPE. Propriedades das Séries de Potên- 
(VER A SEÇ ÃO 5.1) cias. Nas próximas seções, definiremos novas funções (funções 


de Legendre etc.) por séries de potências, obtendo as proprieda- 
des dessas funções diretamente das séries. Para compreender essa 
idéia, faça o mesmo para as funções familiares do cálculo, usando 
séries de Maclaurin. 


escrevendo explicitamente os primeiros termos da série. Determine 


também o raio de convergência R. 


(a) Mostre que cosh x + senh x = e”. Mostre que cosh x > O para 
todo x. Mostre que e” = e” para todo x = 0. 


oo n+1 
13. ` Li na (b) Obtenha as fórmulas de derivação para e”, cos x, sen x, 
n=1 sn 1/1 — x) e outras funções de sua escolha. Mostre que (cos x)” =— cos 
às ï x, (cosh x)” = cosh x. Similarmente, considere a integração. 
(=S us R ; i : 1 
14. > m ES (e) O que você pode concluir se uma série contiver somente potén- 
m=3 j cias ímpares? Somente potências pares? Nenhum termo constante? 
ia 5 Se todos os seus coeficientes forem positivos? Dé exemplos. 
15. > S BF (d) Quais propriedades das funções sen x e cos x não são óbvias 
p=1 (p +1)! a partir das séries de Maclaurin? E o que se pode dizer das pro- 
~ z E priedades de outras funções? 
16-23| ALU DES POR SERIES DE POTENCIAS 25. EXPERIMENTO DE ÁLGEBRA COMPUTACIONAL. Infor- 
Encontre uma solução por séries de potências de x. (Mostre os detalhes mações Fornecidas por Gráficos de Somas Parciais. Nos méto- 
do que fizer.) dos numéricos, usamos somas parciais em conexão com séries 
16. y” + xy =0 de potências. Para ter uma idéia da acurácia desses métodos para 
17. y” -y' +x%y=0 diversos valores de x, experimente a função sen x e faça gráfi- 
18. y"-y +xy=0 cos das somas parciais das séries de Maclaurin para um número 
A f crescente de termos, descrevendo qualitativamente os “pontos de 
19. y +4xy =0 separação” desses gráficos em relação ao gráfico de sen x. Consi- 
20. y” + 2xy'+y=0 dere outros exemplos de sua própria escolha. 
21. y” + (1 + x?)y =0 
22. y” — 4xy" + (4x2 — 2)y = 0 
23. (2x? — 3x + 1)y” +2x' - 2y=0 


5.3 Equação de Legendre. 
Polinômios de Legendre P,(x) 


Para ganharmos habilidade nesse assunto, aplicamos o método das séries de potências a EDOs que também podem 
(ou poderiam) ser resolvidas por outros métodos. Iremos agora nos dedicar à primeira “grande” equação da física, 
para a qual de fato necessitamos do método das séries de potências. Trata-se da equação de Legendre! 


(1) (1 — x?2)y” — 2xy' + n(n + 1)y =0 


onde n é uma constante dada. A equação de Legendre surge em inúmeros problemas, particularmente nos de 
valores de contorno para esferas (dé uma olhada no Exemplo 1 da Segáo 12.10). Em (1), o parámetro n é um 
número real dado. Qualquer solugáo de (1) é chamada de funcáo de Legendre. O estudo dessas e de outras 
funções “superiores”, que não ocorrem no cálculo, é chamada de teoria das funções especiais. Outras funções 
especiais surgirão nas próximas seções. 

Dividindo (1) pelo coeficiente 1 — x? de y”, vemos que os coeficientes —2x/(1 — x) e n(n + D)/(1 — x?) da 
nova equação são analíticos em x = 0. Logo, pelo Teorema 1 da Seção 5.2, a equação de Legendre tem soluções 
em séries de potências da forma 


(2) Y=D ax”. 


IADRIEN-MARIE LEGENDRE (1752-1833), matemático francés que se tornou catedrático em Paris em 1775 e prestou importantes con- 
tribuições às funções especiais, integrais elípticas, teoria dos números e cálculo das variações. Seu livro Éléments de géométrie (1794) ficou 
muito famoso e teve 12 edições em menos de 30 anos. 

As fórmulas sobre as funções de Legendre são fornecidas nas Refs. [GR1] e [GR10]. 
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Substituindo (2) e suas derivadas em (1), e chamando a constante n(n + 1) simplesmente de k, obtemos 


o [oe 
(1 — x?) D m(m — 1)a„X”2 — 2x X, max" 1 + kÝ, amx” = 0. 
m=2 m=1 m=0 


Escrevendo a primeira expressão como duas séries separadas, temos a equação 


>, m(m — 1a, xm-2 = m( 1)a,,x” — Y 2ma,x” + Y ka, x” = 0. 


m=2 m=1 m=0 
Para obtermos a mesma potência geral x° em todas as quatro séries, fazemos m — 2 = s (portanto, m = s + 2) nas 
primeiras séries e simplesmente escrevemos s ao invés de m nas três outras séries. Isso nos dá 


00 


X (s + 2)[s + 1)a,,9x* -È sts = Nave — Èa + Y ax =o. 


s=0 


(Note que, na primeira série, a soma começa com s = 0.) Visto que essa equação com o lado direito nulo deve 
ser uma identidade em x se (2) for uma solução de (1), então a soma dos coeficientes de cada potência de x no 
lado esquerdo deve ser igual a zero. Vemos aqui que x° ocorre na primeira e na quarta séries, dando [lembre que 
k= nín + 1)] 


(3a) 2º la, + n(n + Da = 0. 

x! ocorre na primeira, terceira e quarta séries, fornecendo 

(3b) 3-2a; +[-2 + n(n + Dl]a, = 0. 

As potências superiores x2, x, * - - ocorrem em todas as quatro séries e dão 

(3c) (s + 2s + Das + [=s(s — 1) — 2s + n(n + Dla, = 0. 


A expressão entre colchetes [: - -] pode ser escrita como (n — s)(n + s + 1), conforme se pode rapidamente 
verificar. Resolvendo (3a) para a», e (3b) para az, bem como (3c) para a,,,, obtemos a fórmula geral 


(n = siín+s+1) 
CENT É 


(4) as+2 = 


Chama-se isso de uma relação de recorrência ou fórmula de recursão (que você mesmo pode obter com seu 
computador). Ela expressa cada componente em termos do componente precedente, excetuando-se ao e a,, que 
sáo constantes arbitrárias. Encontramos, sucessivamente, 


n(n + 1) (n — 1)(n + 2) 
=p da = poa 
An Zin + 3) (n — 3)(n + 4) 
ia 43% a 5.4 
(n — 2)n(n + 1)(n + 3) (n — 3)(n — 1)(n + 2)(n + 4) 
= 4! ào = 51 a1 


e assim por diante. Inserindo em (2) as expressões desses coeficientes, obtemos 


(5) yY) = ayi) + ayx) 


onde 


n(n + 1) 5 (n — 2)n(n + 1)(n + 3) xá 


(6) ui == os 7 


(n = Dim + 22) (n — 3)(n — 1)(n + 2)(n + 4) 
(7) Yalx) = x 3 as 5 x 
Essas séries convergem para |x| < 1 (veja o Problema 4; ou elas podem cessar, veja a seguir). Como (6) contém 
apenas potências pares de x, ao passo que (7) contém apenas potências ímpares de x, a razão y,/y, não é igual a 
uma constante, de modo que y, e y, não são proporcionais, sendo, portanto, soluções linearmente independentes 
entre si. Logo, (5) é uma solução geral de (1) no intervalo -1 < x < 1. 
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Polinômios de Legendre P (x) 


Em várias aplicações, as soluções das EDOs por séries de potências reduzem-se a polinômios, ou 
seja, elas cessam após um certo número finito de termos. Esta é uma grande vantagem e é bastan- 
te comum nas funções especiais, as quais levam a várias famílias importantes de polinômios (veja as 
Refs. [GRI] ou [GR10] no Apêndice 1). Para a equação de Legendre, isso acontece quando o parâmetro 
n é um inteiro não-negativo, porque então o lado direito de (4) é nulo para s = n, de modo que a,,, = O, 
Anra = 0, a,,6 = O,* * * . Logo, se n for par, y,(x) se reduz a um polinômio de grau n. E se n for ímpar, o mesmo 
se verifica para ya(x). Esses polinômios, multiplicados por algumas constantes, são chamados de polinômios de 
Legendre, sendo representados por P,(x). A escolha-padrão de uma constante é feita do seguinte modo. Esco- 
lhemos o coeficiente a, da maior potência x” como 

(8) (2n)! 14345 === (20 = 1) cs wa 

an = = n é um inteiro positivo 
” 2ni n! P 

(e a, = 1 sen = 0). Então, calculamos os outros coeficientes a partir de (4), que é resolvido para a, em termos 
de a,,», OU seja, 


(s + 2)(s + 1) 
(n-—-s(n+s+1 


(9) di = j as+2 (s =n- 2). 


A escolha (8) faz P,, (1) = 1 para todo n (veja a Fig. 104); isso motiva (8). De (9), com s = n — 2 e (8), obtemos 
7 S n(n — 1) E n(n — 1)(2n)! 
m 2(2n - 1) ” 2(2n — 1)2”(n!)? ` 
Usando (2n)! = 2n(2n — DQn — 2)!, n! = n(n — 1)!, e n! = n(n — D(n — 2)!, obtemos 
a _ n(n — 1)2n(2n — 1)(2n — 2)! 
usa 2(2n = 1)2”n(n — 1)! n(n = Mín = 2)! ` 


n(n — 1)2n(2n — 1) se cancela, de modo que temos 


o (2n — 2)! 
m2 = — an — 1)! (n — 2)! ` 
Similarmente, 
NON 
n= 4(2n — 3) es 
(2n — 4)! 


221 (n — 2)! (n — 4)! 
e assim por diante, e, em geral, quando n - 2m = 0, 


(2n — 2m)! 


(10) Ann = (D Zami n — m)! (n — 2m)! ` 


A solução resultante da equação diferencial de Legendre (1) é chamada de polinômio de Legendre de grau n, 
sendo representada por P,(x). 
De (10), obtemos 


E x m (2n EE 2m)! n—2m 
Pabx) => 1) 2"m! (n — m)! (n — 2m)! 
(11) 
an, (2n — 2)! IP 


= n) * 21 n= Dn — 2)! 


onde M = n/2 ou (n — 1)/2, com qualquer um deles sendo um número inteiro. As primeiras dessas funções são 
(Fig. 104) 
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(e = 1), 


NIH 


(15 Polx) = 


Pad) = H(35x* — 30x2 + 3), 


Pa(x) = 5(5xº — 3x) 
P(x) = 3(63x? — 70x3 + 15x) 


e assim por diante. Você pode agora programar (11) no seu sistema de álgebra computacional e calcular P,(x) 


conforme o necessário. 


A chamada ortogonalidade dos polinômios de Legendre será considerada nas Seções 5.7 e 5.8. 


P (1 


1 


-1 


Fig. 104. Polinómios de Legendre 


PROBLEMAS-PROPOSTOS-5.3 


1. Verifique que os polinômios em (11) satisfazem a equação de 
Legendre. 

2. Derive (11') a partir de (11). 

3. Obtenha P, e P; a partir de (11). 

4. (Convergência) Mostre que, para um n qualquer para o qual 
(6) ou (7) não se reduz a um polinômio, a série tem raio de 
convergência 1. 

5. (Função de Legendre Q,(x) para n = 0) Mostre que (6) com n = 
O fornece y(x) = Pax) = 1 e (7) fornece 


2 (-3)(-1)-2-4 
YX) =X 4 3 x3 4 5 XxX +. 
x? | x? 1 | 1+x 
X T 3 T 5 T 2 n 1 = xX * 


Verifique isso resolvendo (1) com n = 0, fazendo z = y” e separando 
as variáveis. 

6. (Função de Legendre —Q (x) para n = 1) Mostre que (7) com 
n = 1 fornece ya(x) = Pix) = 1 =x e (6) fornece y;(x) = —Oy(x) 
(com o sinal negativo na notação sendo convencional) 

Xe MO x 


y(x) = 1 1 3 5 
x? x? 
1-x(x4 zti ) 
1 1 di 1+x 
2 1. =x 


7. (EDO) Encontre a solugáo de 


2)" — 2xy" + n(n + 1)y = 0, a + 0, 


por redução à equação de Legendre. 


8. [Fórmula de Rodrigues (12)]? Aplicando o teorema binomial a 


(x2? — 1)”, derivando-o n vezes termo a termo e comparando o 
resultado com (11), mostre que 


qe 
2”n! dx” 


(12) PX) = (E = ir]. 


9. (Fórmula de Rodrigues) Obtenha (11”) a partir de (12). 


10-13 | PROBLEMAS DE ÁLGEBRA COMPUTACIONAL 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


Represente Pa(x), ..., Pjo(x) num mesmo gráfico. Para quais valores 
(aproximados) de x e para n= 2, ..., 10 teremos |P, œ| < 3? 

A partir de qual n o seu programa de álgebra computacional deixa 
de produzir gráficos confiáveis de P,(x)? Por quê? 

Faça um gráfico de Q(x), O,(x) e de algumas outras funções de 
Legendre. 


Substitua azx* + ax tl + as,9x**? na equação de Legendre e 


obtenha o coeficiente de recorrência (4). 

PROJETO DE EQUIPE. Geração de Funções. A geração de 
funções desempenha um papel significativo na matemática aplica- 
da moderna (veja [GR5]). A idéia é simples. Se desejamos estudar 
uma certa segiiéncia (f,(x)) e podemos encontrar uma função 


G(u, x) = X fau”, 


n=0 


2OLINDE RODRIGUES (1794-1851), matemático e economista francês. 
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podemos então obter propriedades de (f„(x)) a partir das proprie- 
dades de G, que “gera” essa segiiência, sendo portanto chamada 
de função geratriz da seqiiência. 


(a) Polinômios de Legendre. Mostre que 


Il o0 
(13) G(u, x) = =>» Pue 
V1 — 2xu + u? 2 


é uma função geratriz dos polinômios de Legendre. Sugestão: 
comece pela expansão binomial de 1/V1 — v, então faça v = 
2xu — u?, multiplique as potências de 2xu — u? existentes, agrupe 
todos os termos envolvendo u” e verifique que a soma desses ter- 
mos corresponde a P,(x)u”. 

(b) Teoria do potencial. Considere que A, e A, sejam dois pontos 
no espaço (Fig. 105, ra > 0). Usando (13), mostre que 


1 1 


Po VT + r — 21,1, Cos 0 


m 


al oo 
= — Y Palcos 6) 


2 


la 
Pa 
Essa fórmula tem aplicações na teoria do potencial. (Q/r é o potencial 
eletrostático em A, devido a uma carga O localizada em A,. E a série 


expressa 1/r em termos das distâncias de A, e A, em relação a uma 
origem qualquer O e do ángulo 0 entre os segmentos OA, e OA.) 


m=0 


Fig. 105. Projeto de Equipe 14 


5.4 Método de Frobenius 


15 


(c) Outras aplicacóes de (13). Mostre que 

PD = LP (ED = (1), Pon +1(0) = 0, e 

Pa, (0) = (71)? -1 -3 +++ (2n — 1)/[2 +4 + +- On]. 

(d) Recorrência de Bonnet.? Derivando (13) em relação a u, usan- 


do (13) na fórmula resultante e comparando os coeficientes de u”, 
obtenha a recorrência de Bonnet 


(04) (n + DP) = 2n + DxP,œ@ — nP, 100, 


onde n= 1, 2, .... Essa fórmula é útil para cálculos, sendo pequena a 
perda de dígitos significativos (excetuando-se próximo dos pontos 
de zero). Tente (14) para alguns cálculos de sua escolha. 
(Funções Associadas de Legendre) As funções associadas de 
Legendre são importantes em física quântica e são definidas por 


sa PP 
(15) Dto = (il =3848 EPE 
sendo soluções da EDO 
(1 — x2)y” — 2xy' 
(16) k2 
FI n(n +1) 22 y =0. 


Obtenha P,H(x), Pax), P(x), e Px) e verifique se elas satisfa- 
zem a (16). 


3 OSSIAN BONNET (1819-1892), matemático francés cujos trabalhos prin- 
cipais foram sobre geometria diferencial. 


Diversas EDOs de segunda ordem de considerável importância prática — entre elas, a famosa equação de Bessel — pos- 
suem coeficientes que, embora não sejam analíticos (veja a definição na Seção 5.2), não são “excessivamente ruins”, 
de tal modo que ainda é possível resolver essas EDOs por meio de séries (séries de potências multiplicadas por um 
logaritmo ou por uma potência fracionária de x etc.). Com efeito, o seguinte teorema permite fazer-se uma extensão do 
método das séries de potências, chamada de método de Frobenius. Tal método — bem como o da série de potências 
— vem ganhando importância devido à sua utilização em programas de computador e na determinação de valores. 


Método de Frobenius 


Consideremos que b(x) e c(x) sejam funções quaisquer e analíticas em x = 0. Então, a EDO 


b(x) 


ao c(x) 


(1) y” | 


(2) 


m=0 


possui pelo menos uma solução que pode ser representada na forma 
y(x) =x" Y amX™ = X" (ao + ax + aX? +.) 


onde o expoente r pode ser qualquer número (real ou complexo) (sendo r escolhido de modo que ay + 0). 

A EDO (1) tem também uma segunda solução (de tal modo que essas duas soluções são linearmente 
independentes), que pode ser similar a (2) (com valores diferentes para r e para os coeficientes), ou pode 
conter um termo logarítmico. (Veja os detalhes no Teorema 2 a seguir.) 


(ay F 0) 


“GEORG FROBENIUS (1849-1917), matemático alemão, também conhecido por seu trabalho sobre matrizes e teoria de grupos. 

Em seu teorema, podemos substituir x por x — xo, com xy sendo um número qualquer. A condição ay + O não é uma restrição; simplesmente 
significa que o termo fatorado corresponde à potência mais elevada possível de x. 

O ponto singular de (1) em x = O é às vezes chamado de ponto singular regular, um termo que confunde os estudantes e que não utilizaremos. 
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Por exemplo, a equação de Bessel (que discutiremos na próxima seção) 
x? — 2) 


1 
y” + yl + y=0 (v é um parámetro) 


é da forma (1) com b(x) = 1 e c(x) = x? — y? analíticos em x = 0, de modo que o teorema se aplica. Essa EDO 
náo poderia ser tratada de modo completamente geral pelo método das séries de poténcias. 

Similarmente, a chamada equação diferencial hipergeométrica (veja em Problemas Propostos 5.4) também 
requer o método de Frobenius. 

O ponto importante é que, em (2), temos uma série de poténcias multiplicada por uma poténcia única de x, 
cujo componente r náo se restringe a um número inteiro náo-negativo. (A última restrigáo faria com que toda a 
expressáo fosse, por definigáo, uma série de poténcias; veja a Segáo 5.1.) 

A prova do teorema requer métodos avançados de análise complexa, podendo ser encontrada na Ref. [A11] 
do Apêndice 1. 


Pontos Regulares e Singulares 
Os termos mencionados a seguir, comumente utilizados, são de importância prática. Um ponto regular de 
y” + py + qy = 0 


é um ponto x, no qual os coeficientes p e q são analíticos. Então, pode-se aplicar o método da série de potências. 
Se x, não for regular, é então chamado de singular. Similarmente, um ponto regular da EDO 


hy” + (0y 0) + ¿oy = 0 


é um xp no qual h, p, q são analíticos e h(x9) + O (de modo que podemos fazer a divisão por h e obtermos a 
forma-padrão anterior). Se xp não for regular, é dito singular. 


Equação Indicial, Indicação da Forma das Soluções 


Explicaremos agora o método de Frobenius para a resolução de (1). Multiplicando (1) por x?, chegamos à forma 
mais conveniente 


(1) xy” + xb(0)y” + cy = 0. 
Primeiro, expandimos b(x) e c(x) em séries de potências, 
bx) = by + bx + bx? +, O) = co +H cx + cx? +: 


ou nada fazemos se b(x) e c(x) já forem polinômios. Então, derivamos (2) termo a termo, obtendo 


[06] 


y'(x) 2 ` (m + ra, += =y [rao + (r + 1)ayx +---] 
m=0 
(2*) yo) 2 sy (m + r)(m +p- 1)a„X” t2 
m=0 


=x"2lr(r — 1)ao + (r + Drayx ++]. 
Inserindo todas essas séries em (1”), rapidamente obtemos 


(3) x"[r(r — 1)ao + +++] + (bo + bix + -+ Jxlrao +++ >) 


+(cotcx+--)xlagtax+::)=0 


Agora, igualamos a soma dos coeficientes de cada potência x”, x"*!, x'*2, - - - a zero. Isso fornece um sistema de 


equações envolvendo os coeficientes desconhecidos a,,. A equação correspondente à potência x” é 
[r(r — 1) + bor + cola = 0. 
Uma vez que, por suposição, ay + O, a expressão entre colchetes [...] deve ser igual a zero. Isso nos dá 


(4) r(r = 1) + byr + Cp = 0. 


Essa importante equagáo quadrática é chamada de equacáo indicial da EDO (1). Seu papel é o seguinte. 
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TEOREMA 2 


EXEMPLO 


EXEMPLO-2 


O método de Frobenius fornece uma base de soluções. Uma das duas soluções terá sempre a forma (2), onde 
r é uma raiz de (4). A outra solução terá uma forma indicada pela equação indicial. Há então três casos: 


Caso 1. Raízes distintas não se diferindo por números inteiros, 1, 2, 3, ... 
Caso 2. Uma raiz dupla 
Caso 3. Raízes diferindo-se por um número inteiro, 1,2,3,:-- 


Os Casos 1 e 2 não constituem uma surpresa, por causa da equação de Euler-Cauchy (Seção 2.5), a EDO mais 
simples da forma (1). O Caso 1 inclui raízes complexas conjugadas r; e r3 = 1, porque r, — nr =" — r = 
2i Im r, é imaginário, de modo que não pode ser um número inteiro real. A forma de uma base será dada no 
Teorema 2 (do qual há uma prova no Apêndice 4), sem uma teoria geral de convergência, porém, em cada caso 
individual, como usualmente acontece, é possível testar a convergência das séries em questão. Note que, no Caso 
2, temos que ter um logaritmo, ao passo que, no Caso 3, podemos tê-lo ou não. 


Método de Frobenius. Base de Soluções. Três Casos 


Consideremos que a EDO (1) satisfaça as suposições do Teorema (1). Chamemos de r; e r, as raízes da 
equação indicial (4). Então, temos os três seguintes casos. 


Caso 1. Raízes Distintas não se Diferindo por um Número Inteiro. Uma base é 


(5) vil) = x Hay + ax + ax +) 
e 
(6) vao) = x (Ay + Aix + Agr? + +++) 


com os coeficientes obtidos sucessivamente de (3) com r = r, e r = r, respectivamente. 


Caso 2. Raiz Dupla r; = r, = r. Uma base é 


(7) y(x) = x (ay + ax + ax2 + +++) [r = 1d — bo)] 
(com a mesma forma geral de antes) e 
(8) yax) = 34000) In x + x(Ayx + Ax? +>) (x > 0). 


Caso 3. Raízes Diferindo-se por um Número Inteiro. Uma base é 

(9) y = ay + ax + ax? + ++) 

(com a mesma forma geral de antes) e 

(10) Yala) = kyi (o) In x + Ay + Ayo + Aga? + +), 


onde as raízes são assim escritas de modo a se obter um resultado nulo. 


Aplicações Usuais 


Tecnicamente, o método de Frobenius é similar ao método das séries de potências, uma vez tendo-se determinado 
as raízes da equação indicial. Entretanto, (5)-(10) meramente indicam a forma geral de uma base e uma segunda 
solução pode frequentemente ser obtida de modo mais rápido pela redução de ordem (Seção 2.1). 


Equação de Euler-Cauchy, Ilustrando os Casos 1 e 2, e o 3 sem Logaritmos 
Para a equação de Euler-Cauchy (Seção 2.5) 

xy” + boy + coy =0 (bo, Co constantes) 
a substituição de y = x" fornece a equação auxiliar 

r(r — 1) + bor + co = 0, 


E pios y E ; E . $ E 
que é a equação indicial [e y = x" é uma forma muito especial de (2)!]. Para raízes diferentes rı, rọ, obtemos uma base y, = x, yg = x”, e 
para uma raiz dupla r, obtemos uma base x”, x” In x. Dessa forma, para essa EDO simples, o Caso 3 não apresenta nenhum papel extra. Mi 


Ilustração do Caso 2 (Raiz Dupla) 
Resolva a EDO 
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(11) Ma — y” + (3x— y" +y=0. 
(Esta é uma equação hipergeométrica, conforme veremos nos problemas propostos.) 


Solução. Escrevendo (11) na forma-padráo (1), vemos que ela satisfaz as suposições do Teorema 1. [Quais são b(x) e c(x) em (11)?] 
Inserindo (2) e suas derivadas (2*) em (11), obtemos 


00 oo 
5 (m + rm +r— Da” 5 (m + rm + r -— Dat 
a2) m=0 m=0 


o 00 oo 
+3 5 (m + Pay" — 5 (m + maga" + 5 amx” = 0. 


m=0 m=0 m=0 


A menor potência é x”1, ocorrendo na segunda e na quarta séries; igualando a soma de seus coeficientes a zero, temos 


[=r(r — 1) — rJag = 0, portanto, r? = 0. 


Logo, essa equação indicial tem a raiz dupla r = 0. 
Primeira Solução. Inserimos esse valor r = O em (12) e igualamos a soma dos coeficientes da potência x° a zero, obtendo 


s(s— Das — (s + 1)saz,1 + 3sa — (s + Dam +a, =0 


portanto, 4,,1 = a,. Logo, ay = a, = a, = : ++ e, escolhendo ay = 1, obtemos a solução 
< 1 
== "= (bl < D. 
m=0 


Segunda Solução. Uma segunda solução independente y, pode ser obtida pelo método da redução de ordem (Seção 2.1), substituindo 
Yə = Uy, e suas derivadas na equação. Isso leva a (9) da Seção 2.1, que usaremos neste exemplo, ao invés de começarmos da estaca zero a 
redução de ordem (como faremos no próximo exemplo). Em (9) da Seção 2.1, temos p = (3x — 1)/(x? — x), que é o coeficiente de y' na 
forma-padrão. Por frações parciais, 


foa n fi e io an 
X X y X X X. 
P x(x — 1) x—1 X 
Logo, (9) da Seção 2.1 torna-se 
x-1? 1 Inx 
¡E —y=22-Spdx — — = = = 
u =U = e = =, u=lInx, =Uyyj=—. 
Yı (x x x Y2 yı Lx 
As funções y, e y, são mostradas na Fig. 106. Elas são linearmente independentes e, portanto, formam uma base do intervalo O < x < 1 (bem 
como em | < x < œ). E 
y 
4H 
3) 
2H) 1 
Ea i | 
-2 Ofl! 2 =4=== 6T & 
pd yı 
-2H ! 
pal 
-3 |+ | 
| 
ab! 


Fig. 106. Soluções do Exemplo 2 


EXEMPLO-3 Caso 3, Segunda Solução com Termo Logarítmico 
Resolva a EDO 


(13) Q2 -= xy" — x +y=0. 
Solução. Substituindo (2) e (2*) em (13), temos 
[e.e] [e.e] oo 
x= S, (m+rnm+r-DaxX +21) (mera, T+ NY am =0, 
m=0 m=0 m=0 


Agora, tomamos x?, x e x dentro das somas, agrupamos todos os termos de potência x”*" e simplificamos algebricamente, 


[ee] o0 
NY (m+r- Da, 007 - X, (m+ r)(m +r- a, "t! = 0. 
m=0 m=0 


Nas primeiras séries, fazemos m = s, e na segunda, m = s + 1, portanto, s = m — 1. Então 
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oo 


Y (s+ra 


s=-1 


(14) 


Ms 


(s+r— 12x” Is + raçgax tt” = 0. 


s=0 


A menor potência é x"! (faça s = —1 na segunda série) e fornece a equação indicial 
r(r=1)=0. 
As raízes são r, = 1 e r, = 0. Elas se diferem por um número inteiro. Este é o Caso 3. 


Primeira Solução. De (14), com r = r = 1, temos 


5 [s2a, — (s + 2s + Das [x = 


s=0 
Isso nos dá a relagáo de recorréncia 
s2 
a = —— à s= 0, l, r 

15 FIEF * t ) 
Logo, a, = 0, a, = 0, - - -, sucessivamente. Fazendo ay = 1, obtemos como uma primeira solução y, = xag =x. 
Segunda Solução. Aplicando a redução de ordem (Seção 2.1), substituímos yz = yju = xu, ya = xu’ + u e y} = xu” + 2u' na EDO, 
obtendo 

(2 — Gu” + 2u') — xQu' + u) + xu = 0. 
xu é eliminado. Dividindo por x e simplificando, temos 
(2 — ou +(x— Du = 0. 


Disso, usando frações parciais e integrando (tomando como zero a constante de integração), obtemos 


2 1 x-1 


u” x-2 y 
| Inu -a 
X X 


In 


u’ x —x 
Passando para a forma exponencial e integrando (de novo adotando a constante de integragáo nula), obtemos 
x 1 i! 1 


x? Ka“ 


u’ 


1 
U=Inx+ + Ya = Xu =xInx +1. 


X 


y, € yz são linearmente independentes e y, tem um termo logarítmico. Logo, y, e y, constituem uma base de soluções para todo x positivo. Mi 


O método de Frobenius resolve a equação hipergeométrica, cujas soluções incluem diversas funções conhecidas 
como casos especiais (veja em Problemas Propostos). Na próxima seção, usaremos esse método para resolver a 
equação de Bessel. 


PROBLEMAS PROPOSTOS 5.4 


1-17 


BASES DE SOLUÇÕES PELO MÉTODO DE FROBENIUS 


Encontre uma base de soluções. Tente identificar as séries como expan- 


18. PROJETO DE EQUIPE. Séries, Função e Equação Hipergeo- 
métricas. A EDO hipergeométrica de Gauss? 


sões em funções conhecidas. (Mostre os detalhes do que fizer.) 


= m 
B 


13. 
14. 
15. 
16. 


17. y” + (x — 6)y = 0 


PScpannarp 


y” +2y -3=0 (15) al + [c — (a + b + 1)x]y' — aby = 0. 
(x + Day" 2y =0 A 7 
xy” + 5y' +xy=0 Aqui, a, b e c são constantes. Essa EDO é da forma p>y” + 
2xy" + (3 - 4x)y! + 2x- 3} =0 Pay’ + poy = 0, onde ps, Pı, Po são polinômios de grau 2, 1,0, 
y” + day + (12+2)y=0 respectivamente. Esses polinómios sáo escritos de tal modo que 
dxy” +2y' +y=0 a solução por séries assume uma forma de extrema praticidade, a 
(x +32” — Ax + 3)" +25y=0 saber, 
xy —y=0 ab ala +1)b(b + 1) ., 
xy” +Qx+Dy' ++ Dy=0 yb = + E 

2 n Br 1 2 lc 2! c(c +1) 
x2y 2x) E (x 2)y =0 (16) 

2 4 fi fi fi = 
dc te ala + 1)(a + 2)b(b + 1)(b + 2) 
x2y xy + (4x? + 6) = 0 | pas 
2xy" — (8x — Dy' + (8x — 2)y = 0 3! c(c + 1)(c + 2) 
xy” + y'= xy=0 que é chamada de série hipergeométrica. Sua soma y;(x) é chama- 
(x — 4)” — (x — 4)” 35y = 0 da de função hipergeométrica, sendo representada por F(a,b,c;x). 
y S 4xy" -= (2 -2y=0 Aqui, c + 0, —1, 2, ... Escolhendo valores específicos de a, b, c, 


podemos obter um número incrivelmente grande de funções espe- 


CARL FRIEDRICH GAUSS (1777-1855), grande matemático alemão. A primeira de suas grandes descobertas foi feita precocemente, 
ainda aluno em Helmstedt e Góttingen. Em 1807, tornou-se professor e diretor do Observatório de Góttingen. Seu trabalho foi de importán- 
cia fundamental em álgebra, teoria dos números, equações diferenciais, geometria diferencial, geometria náo-euclidiana, análise complexa, 
análise numérica, astronomia, geodésia, eletromagnetismo e mecânica teórica. Gauss também abriu caminho para uma utilização mais geral 
e sistemática dos números complexos. 
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ciais como soluções de (15) [veja a pequena amostra de funções Mostre que 
elementares na parte (c)]. Isso atesta a importância de (15). y) =x-Pa-c+Lb-c+12-c;2. 


(a) Série e função hipergeométricas. Mostre que a equação indi- . = sm 
cial de (15) tem as raízes r, = 0 e 1, = 1 — c. Mostre que, para (e) Sobre a generalidade da equação hipergeométrica. Mostre 


rı = 0, o método de Frobenius fornece (16). Dê o motivo do nome que 
de (16), mostrando que 


F(1,1,1:x) =F(1,b,b;x) =F(a,1,a; x) = 


(18) (2 + At + BJ + (Ct + Dý + Ky=0 


1-x' 


(b) Convergéncia. Para qual a ou b será (16) reduzida a um poli- 
nómio? Mostre que, para quaisquer outros valores de a, b, c, (c + 
0, -1, 2, ...), a série (16) converge quando |x| < 1. 


tendo y = dy/dt, etc., as constantes A, B, C, D, Ke 1? + At + 
B = (t — ht — to), ti É to, (18) pode ser reduzida à equação 
hipergeométrica com a variável independente 


[= 
(c) Casos especiais. Mostre que x= Qt 
274 
Da A D, b; =); e os parâmetros relacionados por Ch + D = -=c(t — ty, 
(1-x3”=1-—nxF(1-n,1,2;x), C=a+b+1,K = ab. Disso, pode-se ver que (15) é uma 


“forma normalizada” da equação mais geral (18) e que os diversos 


=xF(1L13 -y2 
arctan x = xF 30, casos de (18) podem, portanto, ser resolvidos em termos de funções 


arcsenx = xF (4, & 3; x?), hipergeométricas. 
In (1 + x) = xF (1, 1, 2; =x), 19-24 | EQUAÇÕES HIPERGEOMÉTRICAS 
in 1+x = 2xF (}, 1, & x?) Encontre uma soluçao geral emi termos de funções hipergeométricas. 
1=x Asp 19. x(1 — 0)" + È- 2x)y' - ly=0 
Encontre mais dessas relações na literatura sobre funções espe- 20. 2x(1 xy i a 6x)y" — 2y=0 
ciais, 21. x(1 — x)y > 2y = 0 


22. 341 + 0y+ty-y=0 
23. 2(1? — 5t + 6) + (2t — 3) — 8y = 0 
24. 4(È — 3t + 2) -29+y=0 


(d) Segunda solução. Mostre que, para 7? = 1 — c, o método de 
Frobenius fornece a seguinte solução (onde c + 2, 3, 4, ...): 


la =c + 1)(b-c+1) 
1! (—c +2) 


2! (=c + 2)(-c + 3) 


5.5 Equação de Bessel. Funções de Bessel J (x) 


Uma das mais importantes EDOs em matemática aplicada é a equação de Bessel‘ 
(1) xy" + xy" + (e? — 1)y =0. 


Suas diversas aplicações vão dos campos elétricos à condução do calor e às vibrações (veja a Seção 12.9). Ela surge 
com freqiiéncia quando um problema apresenta simetria cilíndrica (como a equação de Legendre pode surgir nos 
casos de simetria esférica). Em (1), o parâmetro v é um número dado. Supomos que v seja real e não-negativo. 

A equação de Bessel pode ser resolvida pelo método de Frobenius, como mencionamos no início da seção 
anterior, onde a equação é escrita na forma-padrão (obtida dividindo-se (1) por x). Dessa forma, substituímos 
as séries 


(2) y) =X, 840" (a, + 0) 
m=0 


com coeficientes a determinar e suas derivadas em (1). Isso fornece 


oo 


S (m+r)m+r- Da, x +S (m+ max” 
m=0 m=0 


4 5 - O a = y? A E ad = 0. 


m=0 m=0 


SFRIEDRICH WILHELM BESSEL (1784-1846), astrónomo e matemático alemão, estudou astronomia como autodidata em seu tempo livre, 
quando era aprendiz numa empresa comercial, posteriormente chegando a ser diretor do Observatório de Kónisgberg. 
As fórmulas sobre as funções de Bessel estão na Ref. [GR1] e no tratado-padrão [A13]. 
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Igualamos a soma dos coeficientes de x**” a zero. Observe que essa potência x**” corresponde a m = s na primeira, 
segunda e quarta séries, e a m = s — 2 na terceira série. Logo, paras = 0 e s = 1, a terceira série não contribui, 


visto que m = 0. Para s = 2, 3, ..., todas as quatro séries contribuem, de modo que obtemos uma fórmula geral 
para todos esses s. Encontramos 
(a) r(r — Day + ray — va, = O (s = 0) 
(3) b) (r + Dra, + (r + Da, — va, = 0 (s = 1) 
(c) (s + Ms +r= Da, + (s + ra, Tas v%a,=0 (s =2,3,:: 5). 


De (3a), obtemos a equação indicial omitindo aj. 

(4) (r + v(r—v)=0. 

As raízes são r, = v (Z 0) e r, = ~v. 

Recorrência dos Coeficientes para r = r, = v. Parar = v, a Equação (3b) se reduz a (2v + 1)a, = 0. Logo, 
a = 0, visto que v = 0. Substituindo r = v em (3c) e combinando os três termos contendo a,, simplesmente obtemos 


(5) (s + 2v)sa, + a,- = 0. 


Como q; = 0 e v = 0, segue-se de (5) que a; = 0, a; = 0, - - + . Logo, temos que lidar somente com os coefici- 
entes de índice par a, com s = 2m. Para s = 2m, a Equação (5) torna-se 


(2m + 2v)2masm + aəm-2 = 0. 


Resolvendo para a,,,, obtemos a fórmula de recorrência 


1 
(6) dam = — 2m(v + m) A2m-2> O 
De (6), podemos agora determinar az, ay, .... sucessivamente. Isso fornece 
ao 
oC 2w + 1) 
Ag ao 
a= 22v +2) 22! (v + D) +2) 
e assim por diante, e, em geral, 
(14 

(7) am = 2mm! (v + v + 2) -< @ +m)’ Md 


Funções de Bessel J, (x) para Inteiros v = n 


Os valores inteiros de v são representados por n. Trata-se de uma representação-padrão. Para v = n, a relação 
(7) torna-se 

(—1)"a, 
(8) dam = 2mm! (n + Dn +2)---(n+m) > m=1,2, +++ 


ay é ainda arbitrário, de modo que a série (2) com esses coeficientes conteria esse fator arbitrário ag. Seria muito 
pouco prático elaborar fórmulas ou calcular valores para essa nova função, o que nos leva a fazer uma escolha. 
ay= 1 seria possível, porém o mais prático vem a ser 


1 
(9) dg = Pal 
porque então n!(n + 1) : - - (n + m) = (m + n)! em (8), de modo que (8) simplesmente se torna 
Cr 


(10) de | des 


22m+n m! (n + m)! 


Capítulo 5: Soluções das EDOs por Séries. Funções Especiais 151 


EXEMPLO 1 


Essa simplicidade do denominador de (10) é um motivo parcial da escolha (9). Com esses coeficientes e com 
rı = v = n, obtemos de (2) uma solução particular de (1), denotada por J,(x) e dada por 


[ee] — My 2m 
an Io) =x" Y = 


mo 21 (n + m)! 


J, (x) é chamada de função de Bessel de primeira espécie* de ordem n. A série (11) converge para todo x, como 
o teste da razão mostra. Com efeito, ela converge muito rapidamente devido aos fatoriais no denominador. 


Funções de Bessel J,(x) e J,(x) 
Para n = 0, obtemos de (11) a função de Bessel de ordem 0 


o 


(12) POR 


m=0 


CM x2 | xt xê 
22 m1)? Am" AA ap 


que é similar à função cosseno (Fig. 107). Para n = 1, obtemos a função de Bessel de ordem 1 


so (= fg x x? x? 


ii Ne e mim mA TN 


que é similar à função seno (Fig. 107). Porém os pontos de zero dessas funções não estão espaçados de modo completamente regular (veja 
também a Tabela Al no Apéndice 5) e a altura das “ondas” diminui à medida que x aumenta. Heuristicamente, em (1), n2/x2 na forma-padráo 
[correspondente à divisão de (1) por x°] é zero (se n = 0) ou tiver um valor absoluto pequeno para x grande, o mesmo ocorrendo com y'/x, 
de modo que a equação de Bessel aproxima-se então de y” + y = 0, que é a equação de cos x e sen x; também y'/x atua como um “termo 
de amortecimento”, em parte responsável pela diminuição da altura. Pode-se mostrar que, para grandes valores de x, 


na T 
(14) IIA Em cosa > 3 ) 


onde o sinal ~ quer dizer “assintoticamente igual” e significa que, para um n fixo, o quociente dos dois lados aproxima-se de 1 à medida 


que x = 0º, 

A fórmula (14) é surpreendentemente acurada mesmo para valores menores de x (> 0). Por exemplo, utilizando o computador, ela lhe dará 
bons valores iniciais na tarefa básica de calcular os pontos de zero. Por exemplo, para os três primeiros pontos de zero de Jọ, obtemos os valores 
2,356 (o valor exato de 3 decimais é 2,405, com um erro de 0,049), 5,498 (5,520, erro de 0,022), 8,639 (8,654, erro de 0,015) etc. E 


0,5 


LEFI ETTA 


Fig. 107. Funções de Bessel da primeira espécie J, e J, 


Funções de Bessel J (x) para Quaisquer Valores de v = 0. 
A Função Gama 


Agora, estenderemos nossa discussão dos inteiros v = n para valores quaisquer de v = 0. Tudo de que neces- 
sitamos é uma extensão dos fatoriais em (9) e (11) para valores quaisquer de v. Isso é feito pela função gama 
T(v), definida pela integral 


jo o) 


(15) ro) = | A ah (v > 0). 
0 
Integrando por partes, obtemos 
Pv + 1) = f ete dt = et | + Í EP dt. 
0 0 0 


“Em portugués, também chamada de “função de Bessel de primeiro tipo”. (N. T.) 
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A primeira expressão à direita é zero. A integral no lado direito é T'(v), que fornece a relação funcional básica 
(16) TO +1) = vr). 


Agora, por (15), 
ra) =f et dt = —e™ 


0 
Disso e de (16), obtemos sucessivamente M2) = MD = 1!, TG) = 2r(2) = 2!, +-+ e, em geral, 


00 


=0-(-D=1 
0 


(17) Tn+D=a! (n=0,1,::). 


Isso mostra que a função gama de fato generaliza a função fatorial. 
Agora, em (9), tínhamos ay = 1/(2"n!). Por (17), isso corresponde a 1/(2"T(n + 1)) e sugere que escolhamos, 
para um valor qualquer de v, 


1 
(18) o= ID: 
Então, (7) torna-se 
e Er 
mm mm (+ DO HD +m2T0 +1)" 


Porém, (16) dá no denominador 
(v+ DIG +1) = TG + 2), (+ 210 +2) = T( +3) 
e assim por diante, de modo que 
+ D0O+2:::6+mI6+10=T0+m+ 1). 
Logo, devido à nossa escolha (padrão!) (18) para ao, os coeficientes (7) são simplesmente 


(— 1)” 
2mm! Povo+m+D o 


(19) dam = 
Com esses coeficientes e r = r; = v, obtemos de (2) uma solução particular de (1), denotada por J (x) e dada por 


(— yaa 


20 A 
EN A 2 miom] Tv + m + 1) 


0 


J,(x) é chamada de função de Bessel de primeira espécie de ordem v. A série (20) converge para todo x, como 
se pode verificar pelo teste da razão. 


Solução Geral para Valores Não-inteiros de v. Solução J_, 


Para uma solução geral, além de J,, precisamos de uma segunda solução linearmente independente. Para valores 
náo-inteiros de v, isso é fácil. Substituindo v por —v em (20), temos 
90 (— Dm 


21 JM) = x" : 
em e) m=o 22m! Tm — v + 1) 


Uma vez que a equação de Bessel envolve v?, as funções J, e J., são soluções da equação para o mesmo v. Se 
v não for inteiro, essas soluções são linearmente independentes, porque o primeiro termo em (20) e o primeiro 
termo em (21) são múltiplos não-nulos finitos de x” e x”, respectivamente. x = O precisa ser excluído de (21) por 
causa do fator x” (com v > 0). Isso fornece o 


Solução Geral da Equação de Bessel 


Se v não for um número inteiro, uma solução geral da equação de Bessel para todo x + O é 


(22) y) = cid, (x) + cols). 
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FEOREMA-2 


PROVA 


TEOREMA-3 


PROVA 


Porém, se v for inteiro, então (22) não é uma solução geral devido à dependência linear: 


Dependência Linear das Funções de Bessel J, e J, 


Para números inteiros v = n, as funções de Bessel J, e J_, são linearmente dependentes, porque 


(23) Ino) = CDE) (n =1,2, +++). 


Usemos (21) e fagamos v aproximar-se de um número inteiro positivo n. Entáo, nos coeficientes dos n primeiros 
termos, as funções gama tornam-se infinitas (veja a Fig. 552 no Apéndice A3.1), os coeficientes tornam-se nulos 
e a soma começa com m = n. Uma vez que, neste caso, T(m — n + 1) = (m — n)!, por (17) obtemos 

(— Dim s (— ])"+sy2s+n 


22-91 (m — n)! ESE 


oo 


ARE dad 


m=n 


(m=n+ s8). 


S 


A última série representa (— 1)"J,(x), como se pode ver de (11) substituindo-se m por s. Isso completa a prova. M 


Uma solução geral para um n inteiro será dada na próxima seção, baseada em algumas outras idéias interes- 
santes. 


Descoberta das Propriedades das Séries 


As funções de Bessel constituem um caso-modelo para mostrar como descobrir propriedades e relações de funções 
a partir das séries pelas quais elas são definidas. As funções de Bessel satisfazem a um número incrivelmente 
grande de relações — veja a Ref. [A13] no Apêndice 1; procure também ver o que seu programa de álgebra 
computacional é capaz de fazer. No Teorema 3, discutiremos quatro fórmulas que são as espinhas dorsais das 
aplicações. 


Derivadas, Recorrência 


A derivada de J (x) em relação a x pode ser expressa por J, (x) ou J,,(x) pelas fórmulas 
(a) 1,001 = x ,-100 


(b) [x74 X] = 03 (x). 
Além disso, J (x) e suas derivadas satisfazem as relações de recorrência 


2v 
= (OD ah +) all = IM 


(d) J,a) =) 1%) = 2) 500. 


(24) 


(a) Multiplicamos (20) por x” e tomamos x” sob o símbolo de soma. Então, temos 


2 —]9y2m+2v 
xJ, x) = y =. . 
mo 22m! Mv +m + 1) 


Agora, derivamos essa expressão, cancelamos um fator 2, extraímos x?"-1 e usamos a relação funcional T(v + 
m+1)=(v + m) I(v + m) [veja (16)]. Então, (20) com v — 1 ao invés de v mostra que obtemos o lado direito 
de (24a). Com efeito, 

00 (— D”"2m + y) 2m+2v=1 


SL 
m=0 


291 To +m + 1) 


(— Dm 


22m+v-im! Tio + m) ` 


m=0 


(b) Similarmente, multiplicamos (20) por x”, de modo que, em (20), x” se cancela. Então, derivamos, cance- 
lamos 2m e usamos m! = m(m — 1)!. Isso fornece, com m = s + 1. 


00 (—1)”x?™-1 o (— Digo 


py = = . 
ed > Prom — DI +m + 1) > 2a Ty +s + 2) 
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A Equação (20) com v + 1 ao invés de ve s ao invés de m mostra que a expressão no lado direito é —x""J, (x). 
Isso prova (24b). 

(c), (d) Realizamos a derivação em (24a). Então, fazemos o mesmo em (24b) e multiplicamos o resultado em 
ambos os lados por x?”. Isso fornece 


(28) vo, + J!) = XI, 
(0%) ve Y, + e] = 08, 7. 


Subtraindo (b*) de (a*) e dividindo o resultado por x”, obtemos (24c). Somando (a*) e (b*) e dividindo o resultado 
por x”, obtemos (24d). E 


EXEMPLO-2 Aplicação do Teorema 3 na Avaliação de Integração 


TEOREMA 4 | J, Elementar, para Ordens v Meio-inteiras 


A fórmula (24c) pode ser usada de modo recorrente da seguinte maneira 


+10) = 73,60 — ], 300) 


para calcular as funções de Bessel de ordem superior a partir das de ordem inferior. Por exemplo, Ja(x) = 2J,(x)/x — Jax), de modo que se 
pode obter J> a partir das tabelas de Jọ e J, (no Apêndice 5 ou, mais acuradamente, na Ref. [GR1] do Apéndice 1). 
Para darmos um exemplo de como o Teorema 3 auxilia na integração, utilizamos (24b) com v = 3 integrada em ambos os lados. Isso 
serve para avaliar, por exemplo, a integral 
2 


| = E J 4009 dx = —x"?) 3(x) 


2 


1 
SS 8132 +) g(1). 


Uma tabela de J} (na Ref. [GR1]) ou o seu programa de álgebra computacional lhe dará 


— ¿-0,128943 + 0,019563 = 0,003445. 


Seu computador (ou uma pessoa, na era pré-digital) calcularia Ją a partir de (24), primeiro usando (24c) com v = 2, ou seja, Ją = 
4x1], — J}, então (24c) com v = 1, ou seja, J} = 2x1, — Jo. Juntas, 


2 


[=x S(4x 2x a —Jo) 31) 


312) 1(2) — 2) 012) — J 1(21] + [8) (1) — 4) 0(1) —J1(1)] 
= 8) 1(2) + 4) ol2) + 7J (1) — 4) o(1). 
Isso é o que obtemos, por exemplo, com o Maple se digitarmos int(...). E se digitarmos evalf(int(...)), obtemos 0,003445448, em concordância 


com o resultado do início do exemplo. a 


Na teoria das funções especiais, freqientemente ocorre que, para certos valores de um parâmetro, uma função 
superior torna-se elementar. Vimos isto nos últimos problemas propostos e agora o mostraremos para J,. 


= EEEE E «5 ; 
As funções de Bessel J, de ordem =3, €35, +5, são elementares; elas podem ser expressas por um determi- 
nado número finito de cossenos, senos e potências de x. Particularmente, 


| 2 D 
(25) (a) Jx) = Es sen x, (b) Jx) = E cos x. 


PROVA Quando v = > entáo (20) é 


oo —]y"x2m 2 œ —]y”y2m+1 
h= VÈ mma - És a 


292m+1/2,77 1 T(m + D i 22m+1 71 T(m + 3) i 


m=0 


Para simplificarmos o denominador, primeiro o desdobramos como um produto AB, onde 
A = 2%m! = 2m(2m — 2)(2m — 4):::4-:2 
e [usamos (16)] 
B= 20M (m + 3) = 2"m + Dm es 3) Paa > . TG) 
= (2m + DQm = 1) +++ 3+ 1+ Vr; 
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aqui, utilizamos 


(26) 


TG) = Vr. 


Vemos que o produto dos dois lados direitos de A e B é simplesmente (2m + DIVA, de modo que J,p torna-se 


2 æ 
Jo = Fa 


m=0 


(— TDK 


(2m + 1)! 


2 
= [— sena, 
TX 


como enunciamos. Derivando e usando (24a) com v = z, temos 


[VJ aço] 


2 
= [|— cos x = x? ox). 
y T 


Isso prova (25b). De (25), seguem-se fórmulas adicionais sucessivamente por (24c), usadas como no Exemplo 2. 


Isso completa a prova. 


EXEMPLO-3 Outras Funções Elementares de Bessel 
De (24c) com v = + ev = —+ e (25), obtemos 
1 
J ay2lx) = A J 112%) 
J 3/2) = 


respectivamente, e assim por diante. 


=> J -1/2%) 


El 
2 senx 
J 1/20) = E 7A — COS X 
2 COS x 
J 112%) X x + senx 
El 


Esperamos que nosso estudo tenha não somente conseguido ajudá-lo(la) a se familiarizar com as funções de 
Bessel, mas que também lhe tenha convencido de que as séries podem ser bastante úteis na obtenção de diversas 


propriedades das funções correspondentes. 


1. (Convergência) Mostre que a série em (11) converge para todo x. 
Por que a convergência é muito rápida? 

2. (Aproximação) Mostre que, para |x| pequeno, temos Jọ = 1 — 
0,25x2. Com base nisso, calcule Jy(x) para x = 0; 0,1; 0,2; ...; 1,0 
e determine o erro, utilizando a Tabela A1 do Apêndice 5, ou seu 


computador. 
3. (Valores “grandes”) Usando (14), calcule Jy(x) para x = 1,0; 2,0; 
3,0; ...; 80 e determine o erro, utilizando a Tabela Al ou seu 


computador; comente. 


4. (Pontos de zero) Calcule o primeiro dos quatro pontos de zero 
positivos de Jax) e Jı (x) de (14). Determine o erro e comente. 


5-20| (EDOs) REDUZÍVEIS À EQUAÇÃO DE BESSEL 


Usando as substituições indicadas, encontre uma solução geral em 
termos de J,e J_, ou indique quando isso for impossível de ser feito. 
(Esta é apenas uma amostra das diversas EDOs reduzíveis à equação 
de Bessel. Outras mais serão apresentadas nos próximos problemas 
propostos.) (Mostre os detalhes do que fizer.) 


5. (EDO com dois parâmetros) 


xy xy (Ax? — v)y = 0 (Ax=2) 

6. xy” + xy + a- y=0 

T. xy” + xy! +a vy=0 (Vx=2) 

8. (2x + 1)?” + 2Qx + Dy + 16x(x + Dy=0 
Qx+1=2 

9. xy” — y! + 4xy =0 (y = xu, 2x = z) 

10. xy" + xy + x2 — Dy=0 (x= 2z) 

11. xy” + (2v + 1)y' +xy=0 (y = xu) 


PROBLEMAS PROPOSTOS S5 


, 


12. x2y" + xy 4(xt — v)y =0 (12 =2) 
13. xy” xy + 9x6 — v)y=0 (4 =2) 
14. y” + (e — Dy=0 (e =z) 


15. xy" +y =0 (y = Vxu, 2Vx = z) 
n 
16. 16x?y Dy=0 


A 
ta 
Il 
> 
u 
E 
E 
x 
É 
E 
Il 


z) 
17. 36x2y” + 18xy' + Vxy=0 


O = xu, 21/4 =z) 


18. xy” + xy" + Vxy=0 (4x1 = z) 
19. x2y” lyy' | xy =0 (y = xu, 4x" = z) 
20. xy" + (1 — 20)xy! + var + 1 v)y=0 


(y = xu, x = z) 


21-28 APLICAÇÃO DE (24): DERIVADAS, INTEGRAIS 
Utilize as poderosas fórmulas (24) para resolver os Problemas 21-28. 
(Mostre os detalhes do que fizer.) 

21. (Derivadas) Mostre que Ji) = —J,G0), 

HO) = Jo) — HO), JO) = HO) — 4300] 

22. (Entrelaçamento dos pontos de zero) Usando (24) e o teorema 
de Rolle, mostre que, entre dois pontos de zero consecutivos de 
Jax), há precisamente um ponto de zero de J,(x). 

23. (Entrelaçamento dos pontos de zero) Usando (24) e o teorema 
de Rolle, mostre que, entre dois pontos de zero consecutivos de 
J, (x), há precisamente um ponto de zero de J,.,1(X). 

24. (Equação de Bessel) Obtenha (1) de (24). 

25. (Fórmulas integrais básicas) Mostre que 
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26. 


27. 


28. 
29. 


30. 


31. 


32. 


Preso dx = xJ(x) + c, 


[ERA dx = —=x "SJ (x) + c, 
ERG dx = faa dx — 2J,(x). 


(Integração) Avalie f x IJ dx) dx. (Utilize o Problema 25; integre 
por partes.) 

(Integração) Mostre que 

| LI dx = LIA) + xJ0(00) l Ja(x) dx. (A última integral 
não é elementar; existem tabelas para ela, p. ex., na Ref. [A13] do 
Apêndice 1.) 

(Integração) Avalie f J;(x) dx. 

(Eliminação da primeira derivada) Mostre que y = uv com v(x) 
= exp (—1 J p(x) dx) fornece, a partir da EDO y” + p(a)y" + 
g(x)y = 0, a EDO 


rr 
u T 


law — ip? — dp()Ju = 0 


que não mais contém a primeira derivada. Mostre que, para a equa- 
ção de Bessel, a substituição é y = ux”'?, e fornece 


(27) Lu” + (2 +4- v2u =0. 

(Funcóes elementares de Bessel) A partir de (27), obtenha (25) 
no Teorema 4. 

EXPERIMENTO DE ÁLGEBRA COMPUTACIONAL. 
Mudanca de Coeficiente. Obtenha e represente num mesmo grá- 
fico as solugóes de 


y = 0, y(0) = 1, y'(0) = 0, 


para k = 0, 1, 2, ..., 10 (ou, para tantos números para os quais você 
obtiver gráficos úteis). Para quais valores de k são obtidas funções 
elementares? Por quê? Tente agora considerar valores não-inteiros 
de k, particularmente entre 0 e 2, para ver a alteração contínua da 
curva. Descreva a mudança de localização dos pontos de zero e 
dos extremos à medida que k aumenta a partir de 0. Você conse- 
gue interpretar a EDO como um modelo de mecânica, o que lhe 
possibilitaria explicar suas observações? 

PROJETO DE EQUIPE. Modelagem de um Cabo Vibrante 
(Fig. 108). Um cabo, corrente ou corda flexível de comprimento L 
e densidade (massa por unidade de comprimento) p é fixado em sua 
extremidade superior (x = 0), permitindo-se-lhe que faça pequenas 
vibrações (pequenos ángulos a no deslocamento horizontal u(x,t), 
t = tempo) num plano vertical. 


kx7 ly T 


(a) Mostre o seguinte. O peso do cabo abaixo de um ponto x é 
W(x) = pg (L — x). A força restauradora é F(x) = W sen « = Wu,, 


33. 


u, = ðulðx. A diferença na força entre x e x + Ax é Ax (Wu). A 
segunda lei de Newton agora dá 


p Ax Uy = Ax p8[(L — Vus] 


Para o movimento periódico esperado u(x, t) = y(x) cos (wt + ô), 
o modelo do problema é a EDO 


(L= xy" -y! + 


Ay = 0, à? = w/g. 
(b) Transforme essa EDO em y + sy + y = 0, 
y = dylds, s = 2Az!?, z = L — x, de modo que a solução seja 


y(x) = J oa(2wv (L — x)/9). 


(c) Conclua que as freqüências possíveis w/27 são aquelas para as 
quais s = 2wVLlg é um ponto de zero de Jo. As soluções corres- 
pondentes são chamadas de modos normais. A Fig. 108 mostra 
a primeira delas. Como se parece o segundo modo normal? E o 
terceiro? Qual é a freqiiéncia (em ciclos/min) de um cabo de 2 m 
de comprimento? E de 10 m de comprimento? 


Cabo em 
movimento 


Posição de 
equilíbrio 


Fig. 108. Cabo vibrante do Projeto de Equipe 32 


EXPERIMENTO DE ÁLGEBRA COMPUTACIONAL. Fun- 
ções de Bessel para Grandes Valores de x 

gd 

(b) Experimente com (14) para um n inteiro. Usando gráficos, 
calcule a partir de qual x = x, as curvas de (11) e (14) praticamente 
coincidem. De que modo x, se altera com n? 


(a) Num mesmo gráfico, represente Jy(x) para n = 0, ... 


(c) O que acontece em (b) se n = +12 (Nossa notação usual neste 
caso seria v.) 


(d) Como o erro de (14) se comporta como uma função de x para 
um n fixo? [Erro = o valor exato menos a aproximação (14).] 

(e) Usando gráficos, mostre que Jo(x) possui pontos extremos onde 
Ji(x) = 0. Qual fórmula prova isso? Encontre outras relações entre 
os pontos de zero e os pontos extremos. 

(£) Faça e responda perguntas de sua escolha, por exemplo, sobre 
os pontos de zero de Jọ e Jı. Quão acuradamente eles são obtidos 
a partir de (14)? 


5.6 Funções de Bessel de Segunda Espécie Y (x) 


Da última seção, sabemos que J, e J_, formam uma base de soluções da equação de Bessel, desde que v não seja 
um número inteiro. Porém, quando v é inteiro, essas duas soluções são linearmente dependentes num intervalo 
qualquer (veja o Teorema 2 da Seção 5.5). Logo, para que tenhamos uma solução geral também nos casos em que 
v = n for um inteiro, precisamos de uma segunda solução linearmente independente, além de J,. Essa solução é 
chamada de função de Bessel de segunda espécie, sendo denotada por Y,. Obteremos agora uma solução dessas 


funções, começando com o caso n = 0. 
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n = 0: Função de Bessel de Segunda Espécie Y,(x) 


Quando n = 0, pode-se escrever a equação de Bessel como 
a) xy" +y' +xy=0. 


Então, na Seção 5.5, a equação indicial (4) possui uma raiz dupla r = O. Este é o Caso 2 da Seção 5.4. Desse 
modo, temos primeiro somente uma solução, Jy(x). De (8) da Seção 5.4, vemos que a segunda solução que dese- 
jamos deve ter a forma 


Q) yax) = Jax) In x + S Amx”. 


m=1 


Substituímos então y, e suas derivadas 


J, 00 
ya = Jo lnx + e + Y mA" 


m=1 
20. J A 
E 0 
yp=Jolnx+ q a + SY mm- DA"? 
m=1 


em (1). Então a soma dos três termos logarítmicos x Jo In x, Jo In x, e xJo In x é zero porque Jọ é uma solução de 
(1). Os termos —Jy/x e Jy'x se cancelam. Logo, ficamos com 


26 + > mm — DAI + X, mA" AS Ai = O. 
m=1 m=1 m=1 
Somando a primeira e a segunda séries, temos Xm?A,,x"-1. Obtemos a série de potências de J'y(x) a partir de (12) 
da Seção 5.5 e usamos m!/m = (m — 1)! na forma 
o (—1)”2mx?™-!1 E 0 (— Dm 


Jx) = > 22m (m1)? 2 22m-1m! (m — 1)! s 


m=1 m=1 


Juntamente com EmA, x"! e SA, m+L isso dá 
00 (— Dm o o 
(3%) SD E 

22m-2m! (m — 1)! 

m=1 m=1 m=1 

Primeiro, mostremos que os A,, com subscritos ímpares são todos nulos. A potência xº ocorre somente na segunda 
série, com o coeficiente A,. Logo, A, = 0. A seguir, consideramos as potências pares x%, A primeira série não 
contém nenhuma delas. Na segunda série, m — 1 = 2s fornece o termo (2s + 1)2A,,,4x*. Na terceira série, m + 
1 = 2s. Logo, igualando a soma dos coeficientes de x% a zero, temos 


(2s + 12455, + Azs-1 = 0, s= 1,2% 


Visto que A, = 0, obtemos, portanto, Az = 0, A5 = 0, - - -, sucessivamente. 
Agora, igualamos a zero a soma dos coeficientes de x% + 1, Para s = 0, isso nos dá 


—1 + 4A, = 0, portanto, Az = T 
Para outros valores de s, temos na primeira série em (3*) 2m — 1 = 2s + 1, logo m = s + 1, ao passo que, na 
segunda série, m — 1 = 2s + 1 e, na terceira, m + 1 = 2s + 1. Portanto, obtemos 


(—1)+ 5 
Is + Dist E Dis! + (2s + 2)Ao,+9 + Ass = 0. 

Para s = 1, isso fornece 

1 3 

— + 164, + A, = 0, tanto, Aa = =37 

8 4 2 portanto 4 128 
e, em geral, 

(— ro 1 1 1 

(3) Am = mma Dto tatoo tm) m=1L2. 


Usando as notações curtas, 


1 1 
(4) Ra a O m= 2,3, 
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e inserindo (4) e 4, = Az = *** = 0 em (2), obtemos o resultado 


o (Da, 
yx) = Jax) lnx + = 2291)? X 


m=1 


2m 


(5) 
1 3 11 
= Ja) ln x + — x? xt + xê 
4 128 13824 


Como Jo e y, são funções linearmente independentes, elas formam uma base de (1) para x > O. Naturalmente, 
obtemos uma outra base se substituirmos ya por uma solução particular independente e na forma a(y + bJo), 
onde a (+ 0) e b são constantes. É costumeiro escolhermos a = 2/7 e b = y — In 2, onde o número y = 0,577 
215 664 90 ... é a chamada constante de Euler, que se define como o limite de 


1 1 
LE t>= ls 
2 s 


à medida que s tende ao infinito. A solução particular padrão assim obtida é chamada de função de Bessel de 
segunda espécie de ordem zero (Fig. 109) ou função de Neumann de ordem zero, sendo denotada por Yy(x). 
Portanto [veja (4)], 


2 x a ai 
(6) YO) = Es Jo(x) |In 2 + y + >») 22m(m!)2 a 
m=1 


Para pequenos valores de x > 0, a função Yo(x) tem um comportamento parecido com o de In x (veja a Fig. 
109, por quê?), e Yy(x) > —œ à medida que x — 0. 


Funções de Bessel de Segunda Espécie Y, (x) 


Para v =n = 1,2, ..., podemos obter uma segunda solução através de manipulações semelhantes ás que fizemos 
para n = 0, começando de (10) da Seção 5.4. Percebemos que, nesses casos, a solução também contém um termo 
logarítmico. 

A situação não está ainda completamente satisfatória, porque a segunda solução é definida diferentemente, 
dependendo da ordem v ser ou não um número inteiro. Para darmos unidade ao formalismo, é desejável adotarmos 
uma forma para a segunda solução que seja válida para todos os valores da ordem. Por esse motivo, introduzimos 
uma segunda solução-padrão Y (x) para todo v pela fórmula 


1 
a (a) A F I0) C% ve = to] 
(b) Ya(x) = lim Y,(x). 


v—>n 


Essa função é chamada de função de Bessel de segunda espécie de ordem v ou função de Neumann” de ordem 
v. A Fig. 109 mostra Yo(x) e Yx). 

Mostremos que J, e Y, são de fato linearmente independentes para todo v (e para x > 0). 

Para uma ordem v náo-inteira, a função Y,(x) é evidentemente uma solução da equação de Bessel, pois J,(x) 
e J (x) são soluções dessa equação. Visto que, para esses valores de v, as soluções J (x) e J (x) são linearmente 
independentes e Y, envolve J_,, as funções J, e Y, são linearmente independentes. Além disso, pode-se mostrar 
que, em (7b), o limite existe e Y, é uma solução da equação de Bessel para ordens inteiras; veja a Ref. [A13] 
no Apêndice 1. Veremos que o desenvolvimento por séries de Y,(x) contém um termo logarítmico. Logo, J,(x) e 
Y, (x) são soluções da equação de Bessel linearmente independentes. O desenvolvimento da série de Y,(x) pode 
ser obtido se inserirmos as séries (20) e (21), da Seção 5.5, para J (x) e J_,(x) em (7a) e então fizermos v apro- 
ximar-se de n; para detalhes, veja a Ref. [A13]. O resultado é 


"CARL NEUMANN (1832-1925), matemático e físico alemão. Seus trabalhos sobre teoria do potencial possibilitaram o desenvolvimento do 
campo das equações integrais, realizado por VITO VOLTERRA (1860-1940) de Roma, ERIC IVAR FREDHOLM (1866-1927) de Estocolmo 
e DAVID HILBERT (1862-1943) de Góttingen (veja a nota de rodapé da Seção 7.9). 

As soluções Y, (x) são às vezes representadas por N,(x); na Ref. [A13], elas são chamadas de funções de Weber; em (6), a constante de 
Euler é frequentemente representada por C ou In y. 
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2 X X L EEE a) 
VX = — J„(x (In | dE m m+n Im 
= (e 7 > amram! (m $ n)! 
OS nmn 
ba 2m—nm | X 
TE El 2 m! 
onde x > 0, n =0,1,:--,e[comoem (4)] h,=0, h=1, 
1 1 1 1 
Mm = l+t> +t: +, hmn = ltt- + a 
2 m 2 m+n 
0,5 Y 
or Xx 
-0,5 H 


Fig. 109. Funções de Bessel da segunda espécie Y, e Y, (uma pequena tabela é dada no Apêndice 5) 


Para n = 0, a última soma em (8) será substituída por O [concordando assim com (6)]. 
Além disso, pode-se mostrar que 


Y.) = ED"Y,60). 


Agora, nosso principal resultado pode ser formulado do seguinte modo. 


TEOREMA-1 | Solução Geral da Equação de Bessel 
Uma solução geral da equação de Bessel para todos os valores de v (e x > 0) é 


(9) yE) = CLA) + CoY,09. 


Finalmente, devemos mencionar que existe uma necessidade prática de soluções da equação de Bessel que sejam 
complexas para valores reais de x. Para esse propósito, as soluções 


HP = Jo) + iY,(x) 


(10) 
HP) = 4,6) — FG) 


são frequentemente usadas. Essas funções linearmente independentes são chamadas de funções de Bessel de 
terceira espécie de ordem v ou de primeira e segunda funções de Hankel? de ordem v. 

Isso encerra nossa discussão sobre as funções de Bessel, excetuando-se quanto à sua “ortogonalidade”, que 
explicaremos na Seção 5.7; suas aplicações em vibrações são apresentadas na Seção 12.9. 


PROBLEMAS-PROPOSTOS-5.6 


1-10| OUTRAS EDOs REDUZÍVEIS ÀS EQUAÇÕES 
DE BESSEL 


(Veja também a Seção 5.5) 

Usando as substituições indicadas, encontre uma solução geral em 
termos de J, e Y, Indique se você poderia também utilizar J_,, ao 
invés de Y,. (Mostre os detalhes do que fizer.) 


1.12” + xy" + (x2 — 25)y = 0 


xy” + xy" + (92 — Dy=0 (3x = z) 
4xy" + 4y' + y=0 (Vx = 2) 
xy” + y! + 36y = 0 (12Vxr=2) 
xy! + (4x! — 16)y = 0 (12 = z) 
xy” + xy! + Q= Dy=0 Ge =2) 
. xy” + 11y’ + xy = 0 (=x) 
y” + 4xy =0 (y =uVxx=2) 


| 
o 


PUanapp 
a 
N 
E 


$ HERMANN HANKEL (1839-1873), matemático alemáo. 
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12. 


n 
. xy 


. xy” + 7! + 4xy =0 


(y = xºu, xº = 2) 


3 


Sxy! + 9(x8 


8y = 0 
O =x" 


u, 2x = z) 


. (Funções de Hankel) Mostre que as funções de Hankel (10) for- 


mam uma base de soluções da equação de Bessel para valores 
quaisquer de v. 

EXPERIMENTO DE ÁLGEBRA COMPUTACIONAL. Fun- 
ções de Bessel para Grandes Valores de x. Pode-se mostrar que, 
para grandes valores de x, 

(11) Ya(X) ~ AIN A) 

com — definido como em (14) da Seção 5.5. 

(a) Represente Y,(x) num mesmo gráfico para n = 0, - - -, 5. Exis- 
tem relações entre os pontos de zero de uma função e os pontos 
extremos de outra? Para quais funções? 

(b) Com base nos gráficos, descubra a partir de quais valores de 
x =x, as curvas de (8) e (11) (ambas obtidas em seu computador) 
praticamente coincidem. De que modo x,, se altera com n? 

(c) Calcule os dez primeiros pontos de zero xm, m = 1, ++- , 10, 
usando seu computador e a Equação (11). Como o erro se comporta 
à medida que m aumenta? 


13. 


14. 


15. 


(d) Faça (c) para Y,(x) e Y,(x). Como os erros se comparam com 
os de (c)? 

Funções de Bessel de primeira espécie de ordem v modificadas 
são definidas por 1,(x) = i™J (ix), i = N=1. Mostre que Z, satisfaz 
a EDO 
(12) 


2M 4 , 


(1? + v)y =0 


e tem a representação 
00 x2m+tv 


is Y 


m=0 


se) 2mm! T(m + v + 1) ` 

(Funções de Bessel modificadas 7,) Mostre que 7,(x) é real para 
todo x real (e v real), que 1(x) + O para todo x + O real, e que 
I(x) = (x), onde n é um número inteiro qualquer. 

Funções de Bessel de terceira espécie modificadas (às vezes 
chamadas de segunda espécie) sáo definidas pela fórmula (14) a 
seguir. Mostre que elas satisfazem a EDO (12). 


(14) KO) => [1,60 


sen vim 


1,60] 


>.) Problemas de Sturm-Liouville. Funções Ortogonais 


Viemos até agora considerando problemas de valor inicial. Lembremos da Segáo 2.1 que um problema desse tipo 
consiste em uma EDO, digamos, de segunda ordem, e de condições iniciais y(xp) = Ko, y (xo) = K; referindo-se 
ao mesmo ponto (ponto inicial) x = xo. Agora, iremos nos voltar para os problemas de valor de contorno. Um 
problema de valor de contorno consiste em uma EDO e em condicóes de contorno dadas referindo-se a dois 
pontos de contorno (pontos finais) x = a e x = b de um dado intervalo a = x = b. Resolver um problema como 


esse significa encontrar uma solução da EDO no intervalo a 


Ss 


x = b que satisfaça às condições de contorno. 


Veremos que as equações de Legendre, de Bessel e outras EDOs de importância em engenharia podem ser 


escritas como equações de Sturm-—Liouville 


(1) 


[py] + lE) + Artoly = 0 


envolvendo um parâmetro A. O problema de valor de contorno consistindo de uma EDO (1) e das condições de 


contorno de Sturm-Liouville dadas: 


(a) 
(b) 


(2) 


k,y(a) + koy'(a) = 0 
I,y(b) + loy'(b) = 0 


é chamado de problema de Sturm-—Liouville.? Veremos também que esses problemas levam a desenvolvimentos 
úteis por séries em termos de soluções particulares de (1) e (2). Desempenhando um papel crucial nessa conexão 
está a ortogonalidade, que discutiremos posteriormente nesta seção. 


Em (1), fazemos as suposições de que p, q, r e p' sejam contínuas em a 


r(x) > 0 


<= 


x=b,e 


(a 


x S b). 


Em (2), supomos que k,, k, sejam constantes dadas, sem serem ambas iguais a zero, o mesmo ocorrendo com J}, 


L,, ambas náo-nulas. 


2 JACQUES CHARLES FRANCOIS STURM (1803-1855) nasceu e estudou na Suíça, tendo depois se mudado para Paris, onde veio a 
suceder Poisson na cadeira de mecánica da Sorbonne (Universidade de Paris). 


JOSEPH LIOUVILLE (1809-1882), matemático francés e catedrático em Paris, contribuiu em diversos campos da matemática, sendo 


particularmente conhecido por seus importantes trabalhos em análise complexa (teorema de Liouville; Seção 14.4), funções especiais, geo- 


metria diferencial e teoria dos números. 
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EXEMPLO 


EXEMPLO-2 


Equacóes de Bessel e de Legendre Sáo Equacóes de Sturm-Liouville 


A equação de Legendre (1 — x2)y” — 2xy' + n(n + 1)y = 0 pode ser escrita como 


[a - xy] + Ay =0 A=n(n+ 1. 


Isso corresponde a (1) comp = 1 — x^, q = 0,er= 1. 
Na equação de Bessel, 


TY +39 +R- ny0 ý = dyldx, etc. 


freqüentemente se prefere ter um outro parâmetro k além de n, para modelar problemas de física ou outras aplicações. Por esse motivo, faze- 
mos Y = kx. Então, pela regra da cadeia, ý = dy/dX = (dyldx) dxldí = y'Ik, Y = y"/k2. Nos dois primeiros termos, k? e k são eliminados, 
de modo que obtemos 


xy” + xy" + (kx? — ny = 0. 


Dividindo por x, chegamos à equação de Sturm-Liouville, 


2 
Ly]! + - L + wy =0 À = k2 


Isto corresponde a (1) p = x, q nx, er = x. El 


Autofunções, Autovetores 


Fica claro que y = O é uma solução — a “solução trivial” — para qualquer A, porque (1) é homogénea e (2) 
possui pontos de zero à direita. Esse caso não tem interesse. Desejamos encontrar autofunções y(x), ou seja, 
soluções de (1) que satisfaçam a (2) e não sejam identicamente nulas. Diremos que um número À para o qual 
uma autofunção existe é um autovalor do problema de Sturm—Liouville (1), (2). 


Funções Trigonométricas como Autofunções. Corda Vibrante 
Encontre os autovalores e autovetores do problema de Sturm-Liouville 
(3) y” +Ay=0, y(0)=0, y(m=0. 


Esse problema surge, por exemplo, se uma corda elástica (por exemplo, uma corda de violino) for esticada um pouco e entáo fixada em suas 
extremidades x = 0 e x = 7, e posta a vibrar. Então, y(x) é a “funcáo-espaco” da deflexão u(x, t) da corda, que se supõe ter a forma u(x, t) = 
y(x)w(t), onde t é o tempo. (Esse modelo será discutido com bastante detalhe nas Seções 12.2-12.4.) 


Solução. De (1) e (2), vemos que p = 1, q = 0, r = 1 em (1), ea = 0, b = m, kı = l4 = 1, kọ = l = 0 em (2). Para valores negativos 
de À = —v?, uma solução geral da EDO em (3) é y(x) = cye”” + cze™”®. Das condições de contorno, obtemos c, = cz = 0, de modo que y = 
0, o que não é uma autofunção. Para A = 0, a situação é similar. Para valores positivos de A = v?, uma solução geral é 


y(x) = A cos vx + B sen vx. 


Da primeira condição de contorno, obtemos y(0) = A = 0. A segunda condição de contorno então fornece 


y(m) = B sen vr = 0, portanto, v = 0, +1, +2, +... 
Para v = 0, temos y = 0. Para à = v? = 1, 4,9, 16, + + - e fazendo B = 1, obtemos 
y(x) = sen vx (v=1,2,:+>. 
Logo, os autovalores do problema são À = v? ondev=1,2,--+-,eas autofunções correspondentes são y(x) = sen vx, onde v = 1,2, +-+- 


Existência dos Autovalores 


Os autovalores de um problema de Sturm—Liouville (1), (2), mesmo quando em número infinitamente grande, 
existem sob condições um tanto gerais referentes a p, q, r em (1). (As condições suficientes estão no Teorema 
1, a seguir, juntamente com p(x) > 0 e r(x) > O em a < x < b. As provas são complicadas; veja a Ref. [A3] ou 
[A11] listadas no Apéndice 1). 


Autovalores Reais 


Além do mais, se p, q, r e p' em (1) corresponderem a números reais e forem contínuos no intervalo a S x = b 
e se r for positivo ao longo desse intervalo (ou negativo ao longo desse intervalo), entáo todos os autovalores do 
problema de Sturm—Liouville (1), (2) são reais. (A prova disso está no Apéndice 4.) Isso é o que seria esperado 
por um engenheiro, visto que os autovalores freqiientemente se relacionam a frequências, energias ou outras 
quantidades físicas que precisam ser reais. 
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Ortogonalidade 


A propriedade mais notável e importante das autofunções dos problemas de Sturm—Liouville é sua ortogonalidade, 
que será crucial nos desenvolvimentos das séries em termos de autofunções. 


DEFINIÇÃO | Ortogonalidade 
As funções y;(x), ya(x),... definidas em algum intervalo a = x = b são neste intervalo chamadas de ortogo- 
nais em relação à função-peso r(x) > O se, para todo m e todo n diferente de m, 

b 


(4) [rm d=0 (mn) 


A norma |y,,|| de ym é definida como 


b 
(5) Iymll =) f r00yn2b0 ax. 


Observe que isso corresponde à raiz quadrada da integral em (4), com n = m. 
As funções yı, Yə... são chamadas de ortonormais em a = x = b se elas forem ortogonais neste intervalo 
e tiverem todas norma igual a 1. 
Se r(x) = 1, diremos mais abreviadamente que as funções são ortogonais, ao invés de ortogonais em 
relação a r(x) = 1, ocorrendo algo similar com a ortonormalidade. Então, 
b 


b 
Py, 00 val) dx =0 (men ym = 4f f Ym? ax. 


a 


EXEMPLO-3 Funções Ortogonais. Funções Ortonormais 
As funções y, (x) = sen mx, m = 1, 2, + + + formam um conjunto ortogonal no intervalo -r = x = 7, porque, para m + n, obtemos por 
integração [veja (11) no Apêndice A3.1] 


T 


| Im) Yn) dx = i sen mx sen nx dx = 2 | cos (m — n)x dx — 2 f cos (m + n)x dx = 0. 


= k 
A norma | Yall é igual a Vr, porque 


lo (1? = f sen? mx dx = 7 (m= 1,2, +). 


-r 


Logo, o conjunto ortonormal correspondente, obtido a partir da divisão pela norma, é 


senx sen2x sen3x 


Ortogonalidade das Autofunções 


TEOREMA-1 | Ortogonalidade das Autofunções 


Na equação (1) de Sturm—Liouville, suponha que as funções p, q, r e p' tenham valores reais e sejam con- 
tínuas, e que r(x) > O no intervalo a = x S b. Chamemos de y, (x) e y, (x) as autofunções do problema de 
Sturm—Liouville (1), (2) correspondentes a diferentes autovalores A.,, e A, respectivamente. Então, nesse 


intervalo, Ym, y, São ortogonais em relação à função-peso r, ou seja, 
b 


(6) f roy) de= 0 (m + n). 


Se p(a) = 0, então (2a) pode ser eliminada do problema. Se p(b) = 0, então (2b) também pode ser elimi- 
nada. [Requer-se então que y e y' tenham contorno num ponto desses, e o problema é chamado de singular, 
pois se opõe ao problema regular em que se utiliza (2)]. 

Se p(a) = p(b), então (2) pode ser substituída pelas “condições de contorno periódicas” 


(7) y(a) = yb), y'(a) = y'(b). 
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PROVA 


EXEMPLO-4 


EXEMPLO-S 


O problema de valor de contorno consistindo na equação de Sturm-Liouville (1) e nas condições de contorno 
periódicas (7) é chamado de problema de Sturm-Liouville periódico. 


Por suposição, Ym» y, satisfazem as equações de Sturm—Liouville 
(PY m)" + (q + AnP)Ym = 0 
(Pyn) + (q + AD = 0 
respectivamente. Multiplicamos a primeira equação por y,, a segunda por —y,,, € somamos, 
Am AD Ya = IABIN" — In Pym)" = [yo — Pa)" 


onde a última igualdade pode ser rapidamente verificada realizando-se a derivação indicada da última expressão 
entre colchetes. Essa expressão é contínua em a = x S b, visto que p e p' são contínuas por suposição € Ym, Yn 
são soluções de (1). Integrando em x de a até b, obtemos, portanto, 


(8) Am — An) | Em dx = [PO lu — Yra) (a < b). 
A expressão à direita é igual à soma das Linhas 1 e 2 subseqüentes 
(9) p(b)ly,b)y,(b) — ys,b)yn(b)] (Linha 1) 

—pla)[y.(a)ymta) — ymlaynla)] (Linha 2). 


Logo, se (9) for zero, (8) com A,, — A, + O implica ortogonalidade (6). Dessa forma, temos que mostrar que (9) 
é zero, utilizando as condições de contorno (2), conforme o necessário. 


Caso 1. p(a) = p(b) = 0. (9) é claramente nula, de modo que (2) não é necessária. 
Caso 2. pla) + 0, p(b) = 0. A Linha 1 de (9) é nula. Considere a Linha 2. De (2a), temos 


kıy,(a) + kay ¡(a) =0, 
K¡Ymla) + kay (a) =0. 
Façamos ky + O. Multiplicamos a primeira equação por y„(a), a última por —y, (a) e somamos, 
RAD nl) — Yna) Yala) = 0. 


Isso é k, vezes a Linha 2 de (9), a qual, portanto, é nula, visto que k + O. Se k, = 0, então, por suposição, k, + 
O e o argumento da prova é similar. 


Caso 3. p(a) = 0, p(b) + 0. A Linha 2 de (9) é zero. De (2b), segue-se que a Linha 1 de (9) é zero; isso é similar 
ao Caso 2. 

Caso 4. p(a) + 0, p(b) + 0. Utilizamos tanto (2a) quanto (2b) e fazemos como nos Casos 2 e 3. 

Caso 5. p(a) = p(b). Então, (9) torna-se 


POLY DY mb) — YA) — ADD (a) + y (ay, (a). 


A expressão entre colchetes [...] é nula, ou por causa de (2) usada como antes, ou, mais diretamente, devido a 
(7). Logo, neste caso, podemos usar (7) no lugar de (2), como havíamos declarado. Isso completa a prova do 
Teorema 1. E 


Aplicacáo do Teorema 1. Corda Elástica Vibrante 


A EDO do Exemplo 2 é uma equação de Sturm-Liouville com p = 1, q = 0 e r = 1. Do Teorema 1, segue-se que as autofunções y, = sen 
mx (m = 1,2, * : +) são ortogonais no intervalo O = x S 7. 


Aplicação do Teorema 1. Ortogonalidade dos Polinômios de Legendre 


A equação de Legendre é uma equação de Sturm-—Liouville (veja o Exemplo 1) 


[a = xy] + y =0, A=n(n+1) 


comp = 1 — x?, q = 0, e r = 1. Como p(-1) = p(1) = 0, não precisamos de nenhuma condição de contorno, mas temos um problema 
singular de Sturm—Liouville no intervalo -1 = x = 1. Sabemos que, para n = 0, 1, ..., conseqiientemente A = 0,1:2,2-3,-:--,eos 
polinômios de Legendre P,(x) são soluções do problema. Portanto, estas são as autofunções. Do Teorema 1, segue-se que elas são ortogonais 


nesse intervalo, ou seja, 
1 


(10) 1 Pl) Pp (2) dx = 0 (min). E 


-1 
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EXEMPLO-6 


FEOREMA-2 


EXEMPLO-7 


Aplicação do Teorema 1. Ortogonalidade das Funções de Bessel J,(x) 


A função de Bessel J,(X) para números inteiros fixos n = O satisfaz a equação de Bessel (Seção 5.5) 
RIO + ELE) + E- nde) = 0, 


onde J n = dJ,¿dX, J, = d?J,/d%?. No Exemplo 1, transformamos essa equação, fazendo Y = kx numa equação de Sturm-Liouville 


2 
b aloo] + E T+ ex) Jak) =0 


com px) = x, q(x) = —n?lx, r(x) = x e o parámetro A = k?. Uma vez que p(0) = 0, o Teorema 1 implica a ocorrência de ortogonalidade num 
intervalo O = x = R (para um R dado e fixo) dessas soluções J,(kx) que são nulas em x = R, ou seja, 


(11) J,(kR) = 0 (n fixo). 


[Note que q(x) = -n?/x é descontínua em 0, porém isso não afeta a prova do Teorema 1.] Pode-se mostrar (veja a Ref. [A13]) que J,(X) tem 
um número infinitamente grande de pontos de zero, digamos, Y = 0, ¡ < æn, < *** (veja a Fig. 107 na Seção 5.5 para n = 0 e 1). Logo, 
precisamos ter 


(12) KR = Cum portanto, kum = Onm R (mi= 1,2). 


Isso prova a seguinte propriedade de ortogonalidade 


Ortogonalidade das Funções de Bessel 


Para cada n inteiro fixo e náo-negativo, a segiiência das funções de Bessel de primeira espécie J(kn1X), 
Silk 2X), * * * with kam como em (12), forma no intervalo O = x S R um conjunto ortogonal à função-peso 
r(x) = x, ou seja, A 


(13) j Km) Tn (Ko, jx) dx = 0 (j # m, n fixos). 


Logo, obtemos um número infinitamente grande de conjuntos ortogonais, com cada um destes correspondendo a um dos valores fixos de 
n. Isso é mais um exemplo da importância dos pontos de zero nas funções de Bessel. a 


Autovalores pelos Gráficos 
Resolva o problema de Sturm-Liouville y” + Ay = 0, y(0) + y'(0) =0, y(r) — y(m) =0. 


Solucáo. Uma solugáo geral e sua derivada sáo 


y = A cos kx + B sen kx e y’ = —Ak sen kx + Bk cos kx, k= VA. 


A primeira condição de contorno fornece y(0) + y'(0) = A + Bk = 0, logo, A = —Bk. A segunda condição de contorno e a substituição 
de A = —Bk dão 


y(m) — y (rr) = A cos mk + B sen mk + Ak sen mk — Bk cos mk 
= —Bk cos mk + B sen mk — Bk? sen mk — Bk cos mk = 0. 


É preciso que B % 0, pois, de outro modo, B = A = 0, fazendo com que y = 0, o que não é uma autofunção. Dividindo por B cos mrk, obte- 
mos 
—2k 


—k + tan mk — k? tan mk — k = 0, portanto, tan mk = p $ 


O gráfico na Fig. 110 mostra-nos agora onde procurar os autovalores. Estes correspondem aos k-valores dos pontos de interseção da tan mk 
e o lado direito —2k/(k? — 1) da última equação. Os autovalores são Am = km”, onde Ay = O com a autofunção yọ = 1 e o outro A,, situando- 


se próximo de 22, 32, 42, -++ comas autofunções cos kmx e sen kmx, m = 1, 2, +: + . A determinação numérica precisa dos autovalores 
requereria a utilização de um método de obtenção de raízes (como os fornecidos na Seção 19.2). E 
y 
| / 
0 
k 
1 
Ol 
3L 


Fig. 110. Exemplo 7. Os círculos marcam as interseções de tan mk e -2k/(k? — 1) 
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PROBLEMAS PROPOSTOS 5.7 


1. (Prova do Teorema 1) Explicite os detalhes dos Casos 3 e 4. 


2. A normalização das autofunções y,, de (1) e (2) corresponde à sua 


multiplicação por uma constante não-nula Cm tal que C mYm tenha 
norma 1. Mostre que Zm = CYm, com um valor qualquer c + O é 
uma autofunção do autovalor correspondente a y, 


3. (Mudança de x) Mostre que, se as funções y(x), yıx), ... formam 


um conjunto ortogonal num intervalo a = x = b (com r(x) = 1), 
então as funções yo(ct + k), yy (ct + k), +++, c > 0, formam um 
conjunto ortogonal no intervalo (a — k)/c = t = (b — klc. 


4. (Mudança de x) Usando o Problema 3, prove a ortogonalidade 


de 1, cos 7x, sen 7x, cos 27x, sen 27x, +: cem —|l = x 5 1 
(r(x) = 1), a partir da ortogonalidade de 1, cos x, sen x, cos 2x, 


sen 2x, cem -TmT E xs T. 


5. (Polinômios de Legendre) Mostre que as funções P,(cos 0), n = 


0, 1, + + - formam, no intervalo O = 0 = 7, um conjunto ortogonal 
à função-peso sen 6. 


6. (Transformação para a forma de Sturm-Liouville) Mostre que 


y” + fy' + (g + Amy = 0 toma a forma (1) se fizermos p = exp 
(Sf dx), q = pg, r = hp. Por que faríamos essa transformação? 
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Es 


creva na forma (1) as EDOs dadas, caso elas estejam numa forma 


diferente. (Use o Problema 6.) Encontre os autovalores e as autofun- 
ções. Verifique a ortogonalidade. (Mostre os detalhes do que fizer.) 


Ty" +Ay=0, y0)=0, y(5)=0 
8. y” +Ay=0, v(0)=0, y (m)=0 
9. y” +Ay=0,  y(0)=0, y (1)=0 
10. y" +Ay=0,  y(0)=y(1), y'(0) = y'(1) 
M1. y"+Ay=0,  y(0)=y(Qm, y(0) = y (27) 
12. y” +2y=0, (0) + y'(0) = 0, 
yd) +y'd)=0 
13. y” +ày=0, y0) =0, y(1)+y'(1)=0 
14. (xy')' + Ax7ly = 0, yd) =0, y'(e) =0. 
(Faça x = et.) 
15. (ay) + (A + Day = 0, y) = 0, 
y(e”) = 0. (Set x = et.) 
16. y” — 2y' + A +1y=0,  y(0)=0, y(1)=0 
17. y” + 8y" + (A + 16)y = 0, y(0)=0, y(m)=0 
18. xy” + 2y” + Axy = 0, y(m) = 0, yQm) = 0. 


(Use um SAC ou faça y = x lu.) 


19. y” 


20. 


2 + (k? + 2x7?)y 
(Use um SAC ou faça y = xu.) 

PROJETO DE EQUIPE. Funções Especiais. Os polinômios 
ortogonais desempenham um papel importante nas aplicações da 
matemática. Por essa razão, os polinômios de Legendre e diver- 
sos outros polinômios ortogonais vêm sendo objeto de grandes 
estudos: veja as Refs. [GR1] e [GR10] do Apêndice. 1. Considere 
alguns dos mais importantes polinômios, mostrados a seguir. 


0, y(1) = 0, y(2) = 0. 


(a) Os polinômios de Chebyshev” de primeiro e de segundo tipos 
são definidos por 


Tux) = cos (n arccos x) 
sen [(n + 1) arccos x] 
VI- x 


respectivamente, onde n = 0, 1, ... Mostre que 


VU) E 


To= 1, TO) = x, Tx) =2xº — 1, 
Tux) = 4x8 — 3x, 
U, = 1, U(x) =2x, Ux) = 4x2 — 1, 


U(x) = 8x? — 4x. 


Mostre que, no intervalo -1 = x = 1, os polinômios de Chebyshev 
T,(x) são ortogonais à função-peso r(x) = 1/V 1 — x2. (Sugestão: 
para avaliar a integral, use arccos x — 6.) Verifique que T,(x), n = 
0, 1,2, 3 satisfazem a equação de Chebyshev 

a - ay” 


ra 


Xy q 


ny = 0. 


(b) Ortogonalidade de um intervalo infinito: os polinômios de 
Laguerre!! são definidos por Ly = 1, e 


e” d(x"e”) 


L = ; =1,2,*:. 
nx) n! dx” di 
Mostre que 
Li) =1-x, Lx) = 1 — 2x + 1/2, 
Lao) = 1 — 3x + 3122 — xº/6. 


Prove que, no eixo positivo 0 = x = o, os polinômios de Laguerre 
são ortogonais à função-peso r(x) = e”. Sugestão: como, em Lm, 
a maior potência é x”, é suficiente mostrar que, para k < n, f 
e“x*Ladx = 0. Faça isso realizando k integrações por partes. 


5.8 Expansões em Autofunções Ortogonais 


As funções ortogonais (encontradas nos problemas de Sturm—Liouville ou em outros contextos) fornecem impor- 
tantes desenvolvimentos por séries de funções dadas, conforme veremos. Isso inclui a famosa série de Fourier 
(à qual dedicaremos os Capítulos 11 e 12), e que é o “pão de cada dia” dos físicos e engenheiros ocupados na 
resolução de problemas de condução de calor, de vibrações mecânicas e elétricas etc. Com efeito, a ortogonalidade 
é uma das idéias mais úteis já introduzidas na matemática aplicada. 


10PAFNUTI CHEBYSHEV (1821-1894), matemático russo, conhecido por seu trabalho em teoria da aproximação e teoria dos números. Outra 


transliteração de seu nome é TCHEBICHEF. 


HEDMOND LAGUERRE (1834-1886), matemático francês, autor de pesquisas em geometria e teoria de séries infinitas. 
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EXEMPLO 


Notação-padrão para a Ortogonalidade e Ortonormalidade 

Na Seção 5.7, a integral (4), que define a ortogonalidade, é representada pela forma-padráo (Ym, Yn). Além disso, 
define-se o delta de Kronecker”? 6,,, como mn = O sem # n e mn = 1 se m =n (portanto, ôn = 1). Logo, 
para as funções yo, Yı, Yz ... ortonormais ao peso r(x) (> 0) em a = x S b, podemos agora simplesmente fazer 
(Ym Yn) = mn € escrever por extenso 


b 0 se mn 
(1) AS 
a il senm = Mm 


Além disso, para a norma, podemos agora fazer 


2) Iyl = WlYm: Ym) = 


Escreva alguns exemplos que você mesmo conceber, pois isso lhe permitirá se acostumar a essa prática forma 
de notação curta. 


Séries Ortogonais 


Chegou agora o momento de mostrarmos por que a ortogonalidade é um conceito fundamental. Consideremos 
que yo, Y1, Ya ... seja um conjunto ortogonal ao peso r(x) num intervalo a = x = b. Chamemos de f(x) uma função 
que pode ser expressa por meio de uma série convergente 


00 


(3) fla) = 2 mm) O + ay de 


m=0 


Dizemos então que ela é uma expansão ortogonal ou uma série de Fourier generalizada. Se os y, forem 
autofunções de um problema de Sturm-Liouville, dizemos que (3) é uma expansão em autofunções. Em (3), 
utilizamos de novo m para a soma, visto que n será usado para indicar uma ordem fixa das funções de Bessel. 

Dada f(x), temos que determinar os coeficientes de (3), chamados de constantes de Fourier de f(x) com res- 
peito a yo, Yı, ... Por causa da ortogonalidade, isso é uma tarefa simples. Tudo o que temos que fazer é multiplicar 
ambos os lados de (3) por r(xw)y,(x) (com n fixo) e então integrarmos ambos os lados de a a b. Supomos que seja 
possível realizar a integração termo a termo. (Isso se justifica, por exemplo, no caso da “convergência uniforme”, 
conforme mostrado na Seção 15.5.) Então, obtemos 


b b oo œ 
Gyd = | rfydx= | HD an| yd = anO Y): 
a a m=0 m=0 


Devido à ortogonalidade, todas as integrais no lado direito são nulas, excetuando-se quando m = n. Logo, toda a 
série infinita se reduz ao único termo 


AYns Yn) = aylly. 


Supondo que todas as funções y, tenham norma não-nula, podemos fazer a divisão por ||y,||*; escrevendo de 
novo m no lugar de n, para ficarmos em concordância com (3), obtemos a fórmula desejada para as constantes 
de Fourier 


E 


(Mo Ym) 1 b 


(4) =" =p) rt dx (m=0,1,-=>) 


Séries de Fourier 
Uma classe de autofunções da maior importância é obtida do problema de Sturm-Liouville periódico 
y" +Ay=0, ym) = y Em), y'm) = y (Em). 


Uma solução geral da EDO é y = A cos kx + B sen kx, onde k = VA . Substituindo y e sua derivada nas condições de contorno, obte- 
mos 


A cos km + B sen kr = A cos (—km) + B sen (—km) 
—kA sen km + kB cos km kA sen (— kim) + kB cos (—k). 


2LEOPOLD KRONECKER (1823-1891), matemático alemão da Universidade de Berlim, que prestou importantes contribuições à álgebra, 
teoria dos grupos e teoria dos números. 
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Uma vez que cos (-a) = cos ez, os termos em cosseno se cancelam, de modo que essas equações não fornecem nenhuma condição para esses 
termos. Como sen (a) = -sen «, as equações fornecem a condição sen kr = 0, logo, kr = mm, k = m = 0,1,2,:::, de modo que as 
autofunções são: 


cos 0 = 1, COS x, sen x, cos 2x, sen 2x, ++, cos mx, sen mx, +- 


as quais correspondem par a par aos autovalores A = k? = 0, 1,4, me... (sen 0 = 0 não é uma autofunção.) 
Pelo Teorema 1 da Seção 5.7, quaisquer dessas duas funções pertencentes a diferentes autovalores são ortogonais no intervalo -r = x = 
m (note que r(x) = 1 para a EDO atual). A ortogonalidade de cos mx e sen mx para o mesmo m decorre da integração, 


T 1 T 
| cos mx sen mx dx = = f sen 2mx dx = 0. 
=y 


=g 


Para as normas, obtemos | 1| = V2m, e Vr para todas as outras, como podemos verificar integrando 1, cos? x, sen? x etc., de —7 a m. Isso 
fornece a série (com uma ligeira extensão na notação, visto que temos duas funções para cada autovalor 1, 4, 9, ...). 


(5) f(x) = ay + D (am cos mx + bm sen MX). 


m=1 


Segundo (4), os coeficientes (com m = 1, 2, ... ) são 


(6) a = ay | f(x) dx, am = = | f(x) cos mx dx, bm = = f f(x) sen mx dx. 


A série (5) é chamada de série de Fourier de f(x). Seus coeficientes são chamados de coeficientes de Fourier de f(x), sendo dados pelas 
chamadas fórmulas de Euler (6) (que não devem ser confundidas com a fórmula de Euler (11) da Seção 2.2). 
Por exemplo, para a “onda retangular periódica” da Fig. 111, dada por 


-1 se =r<x<0 
e f(x + 27) = f(x), 
1 se 0O<x<g 


obtemos de (6) os valores ay = O e 


10) a 
1 
am = — p (-1) cosmx dx + | 1 cos ma de =0, 
m 0 


=m 


f (1) senmx dx + | t senma dx] 
— 0 


| 
0 


4/( rm) sem=1,3,:"", 


9 cos mx 
m 


1 cos mx 
m 


T 


=g 


1 
= E n-zosm+1 =] 
mTM 


0 sem=2,4:++. 
Logo, a série de Fourier da onda retangular periódica é 
4 1 1 
f(x) = — [senx+ = sen3x+ + sen5x++-+]. E 
T 3 5 
fo) 
| l I 
l l l 
O E É 
Lm af | 


Fig. 111. Onda Retangular Periódica do Exemplo 1 


As séries de Fourier são, de longe, as mais importantes expansões em autofunções, tendo uma importância tão 
grande em engenharia que dedicaremos dois capítulos (11 e 12) a elas e suas aplicações, quando discutiremos 
diversos exemplos. 

Você ficou surpreso com o fato de que uma série de funções contínuas (funções seno) pode representar uma 
função descontínua? Veremos mais disso no Capítulo 11. 


EXEMPLO-2 Séries de Fourier-Legendre 


Uma série de Fourier-Legendre é uma expansão em autofunções 
o 


fo =XY, amPmlx) = aoPo + APO + ar D+ = ag + ax H aG D+ 


m=0 
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EXEMPLO-3 


em termos dos polinômios de Legendre (Seção 5.3). Os últimos são autofunções no intervalo -1 = x = 1 para o problema de Sturm—Liouville 
do Exemplo 5 da Seção 5.7. Para a equação de Legendre, temos r(x) = 1, e (4) fornece 


_2m+l 


(7) am 2 


1 
f FO) Pl) dx, m = 0, 1, po 
=il 


pois a norma é 


il 
2 
8 = Ade a === O lies 
(8) era f Pmi dx mtl (m >d, ) 


que enunciamos sem prova. (A demonstração disso é complicada: ela usa a fórmula de Rodrigues — apresentada em Problemas Propostos 
5.3 — e uma redução da integral resultante a um quociente de funções gama.) 
Por exemplo, façamos f(x) = sen mx. Então, obtemos os coeficientes 


1 


3 
f x sen mx dx = — = 0,95493, etc. 
aj T 


2m+1 ( 
Am = ao (sen mx) Pm) dx, portanto, a = 
-1 


N|% 


Logo, a série de Fourier-Legendre de sen mx é 


sen mx = 0,95493P,(x) — 1,15824Px(x) + 0,21429Ps(x) — 0,01664P»(x) + 0,00068Pg(x) — 0,00002P,1(x) + ==>. 


O coeficiente de P}; vale aproximadamente 3 - 1077. A soma dos três primeiros termos não-nulos resulta numa curva que praticamente coincide 
com a do seno. Você consegue ver por que os coeficientes de índice ímpar são nulos? E por que a; é o coeficiente de maior módulo? EE 


Séries de Fourier-Bessel 


No Exemplo 6 da Seção 5.7, obtivemos um número infinitamente grande de conjuntos ortogonais das funções de Bessel, um para cada valor 
de Jo, Ji, Jo, ... Cada conjunto é ortogonal ao peso x num intervalo O = x = R, com um R fixo positivo que escolhermos. O conjunto ortogonal 


para Jy é Sy, (Ky,12), Jal 2), In(Kn 31), * * + , onde n é fixo e kim é dado em (12) da Seção 5.7. A série de Fourier-Bessel correspondente é 
00 

(9) fœ) = 5 amJnlkn,m¥) e JT y (Kn, 11) + aa y (Kn 2X) T azJn(kn,3x) Tags (n fixo). 
m=1 


Os coeficientes são (com x, m = kn,mB) 


R 
2 
(10) MS í x f) Jn (Kn mx) dx, m=1,2,:* + 
R Ta (Am) 0 


porque o quadrado da norma é 

R R? 
(11) nar? = | XIa Cnm) dx = 7 Shin) 
0 


conforme enunciamos sem provar (o que é muito complicado; veja o início da discussáo na Ref. [A13]). 

Por exemplo, na série (9), consideremos f(x) = 1 — x? e façamos R = 1 e n = 0, simplesmente escrevendo À para Yom: Então, kpm = 
Qom = À = 2,405; 5,520; 8,654; 11,792, etc. (Use seu computador ou a Tabela Al do Apêndice 5.) A seguir, calculamos os coeficientes am 
por (10), 

1 
=. f x — 12%J/Mx) dx. 
JPA) do 
Pode-se fazer essa integração no computador ou por meio das fórmulas a seguir. Primeiro, use [xJ,(Ax)]” = AxJp(Ax) do Teorema 3 da Seção 
5.5 e então integre por partes, 


am 7 


2 f 2 li oaf 
am = —— | x(1 — x3 Ax) dx = =(= xxx] — > xJ Ax)(—2x) dx | . 
0 0 


JA) o JPA) LA 
A parte sem a integral é nula. A integral restante pode ser avaliada por [x23,(4)] AS Ax?J,(Ax) com base no Teorema 3 da Seção 5.5. Isso 
fornece, 


4Jo(A) 
Am = ZOO A = aom). 
É possível obter valores numéricos usando um computador (ou a tabela da Ref. [GR1] no Apêndice 1, juntamente com a fórmula Ja = 
2x71J, — Jy no Teorema 3 da Seção 5.5). Isso fornece a expansão em autofunções de 1 — x? em termos das funções de Bessel Jy, ou seja, 


1 — x? = 1,1081J(2,405x) — 0,1398/,(5,520x) + 0,0455/,(8,654x) — 0,0210/,(11,792x) + +=- . 


Um gráfico mostraria que a curva de 1 — x? e a soma dos três primeiros termos praticamente coincidem. a 


Capítulo 5: Soluções das EDOs por Séries. Funções Especiais 169 


Convergência Quadrática Média. 
Completeza dos Conjuntos Ortonormais 


A parte restante desta seção fornecerá uma introdução ao que vem a ser uma convergência adequada e em cone- 
xão com as séries ortogonais, o que é bastante diferente da convergência utilizada no cálculo para as séries de 
Taylor. 

Na prática, utilizam-se somente conjuntos ortonormais consistindo em um número “suficientemente grande” 
de funções, de modo que se podem representar grandes classes de funções por meio de uma série de Fourier 
generalizada (3) — certamente todas sendo funções contínuas num intervalo a = x = b, mas também funções 
que “não têm um número muito grande” de descontinuidades (veja o Exemplo 1). Esses conjuntos ortonormais 
são chamados de “completos” (no conjunto de funções considerado; veja a definição a seguir). Por exemplo, os 
conjuntos ortonormais correspondentes aos Exemplos 1-3 são completos no conjunto de funções contínuas nos 
intervalos considerados (ou mesmo em conjuntos mais gerais de funções; veja a Ref. [GR7] e as Seções 3.4-3.7 
listadas no Apêndice 1, onde os “conjuntos completos” recebem o nome mais moderno de “conjuntos totais”). 

Nesta conexão, tem-se a convergência na norma, também chamada de convergência quadrática média; ou 
seja, uma segiiência de funções fọ, é chamada de convergente com o limite f se 


(12%) dim If fll =0; 
escrita por (2) (onde podemos suprimir a raiz quadrada, visto que isso náo afeta o limite) 
b 
(12) dim f rool = f 001 dx =0, 
Dessa forma, a série (3) converge e representa f se 
b 
(13) dim f r60t5.00 = $007 dx =0 
onde s, é a k-ésima soma parcial de (3), 
k 
(14) sl) =D Anal. 
m=0 


Por definição, um conjunto ortonormal yo, y,,... num intervalo a = x = b é completo num conjunto de fun- 
ções S definido em a = x = b se pudermos fazer toda f pertencente a S ser arbitrariamente aproximada por uma 


combinação linear aoyo + ay; + *** + ay, OU seja, tecnicamente, se para todo e > O pudermos encontrar 
constantes ao, * * *, ay (com k suficientemente grande) tais que 
(15) |f — Cayo + +++ + ayoll < e 


Uma conseqiiéncia básica e interessante da integral em (13) é obtida do seguinte modo. Elevando ao quadrado 
e utilizando (14), temos primeiro 
b b 


b b 
f rD [s;0) — FOP dx = | r dx — 2 | rfsy dx + f rf? dx 


k 2 k b b 
=|r|E anyn | &-25 an | rfynde+ f rf ax. 
MO a a 


m=0 


A primeira integral no lado direito é igual a 2a,,? porque f ry,,y, dx = O param + le f ry,2 dx = 1. Na segunda 
soma no lado direito, a integral é igual a a,,, por (4) com || y, ||? = 1. Logo, o primeiro termo à direita cancela a 
metade do segundo termo, de modo que o lado direito se reduz a 


k b 
- Y a, + f rf? dx. 
m=0 g 
Trata-se de um valor não-negativo, porque na fórmula anterior o integrando no lado esquerdo é não-negativo 


(lembre que o peso r(x) é positivo!), o mesmo ocorrendo com a integral no lado esquerdo. Isso prova a importante 
desigualdade de Bessel 


k b 
(16) S ans lA? = | rofa ar (=1,2, ==>). 
m=0 a 
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Aqui, podemos fazer k —> œ, porque os lados esquerdos formam uma sequência monotonicamente crescente 
que é limitada pelo lado direito, de modo que temos a convergência pelo familiar Teorema 1 do Apêndice A3.3. 
Logo, 


(17) 2 am = rip 

m=0 
Além disso, se yo, Yı, ... for completo num conjunto de funções S, então (13) se verifica para toda função f perten- 
cente a S. Por (15), isso implica igualdade em (16) com k — œ. Logo, havendo completeza, toda fem S satisfaz 
a chamada igualdade de Parseval 


R b 
(18) S a? =N= | Of ar 


0 


Como uma conseqiiéncia de (18), provemos que, havendo completeza, náo há nenhuma função ortogonal a 
toda função do conjunto ortonormal, com a exceção trivial de uma função de norma nula: 


Completeza 


Consideremos que yo, yı, ... Seja em conjunto ortonormal completo em a S x S b num conjunto de funções 
S. Então, se uma função f pertencer a S e for ortogonal a todo y», ela deve ter norma zero. Em particular, 
se f for contínua, entáo f deve ser identicamente nula. 


Uma vez que f é ortogonal a todo ym, o lado esquerdo de (18) deve ser zero. Se f for contínua, então ||f || = O 
implica que f(x) = 0, como se pode ver diretamente por (2) com f no lugar de ym, porque r(x) > 0. E 
Séries de Fourier 


No Exemplo 1, o conjunto ortonormal é completo no conjunto de funções contínuas em —7 S x S 7. Verifique diretamente que f(x) = 0 é 
a única função contínua e ortogonal a todas as funções desse conjunto. 


Solução. Consideremos que f seja uma função contínua qualquer. Pela ortogonalidade (podemos omitir V27 e Vr ), 


f 1- fœ) dx = 0, / f(x) cos mx dx = 0, f f(x) sen mx dx = 0. 


Logo, em (6), a, = 0 e b, = O para todo m, de modo que (3) se reduz a f(x) = 0. a 


Isso encerra o Capítulo 5 sobre o método das séries de potências e o método de Frobenius, que são indispensáveis 
à resolução das EDOs lineares com coeficientes variáveis, algumas das mais importantes que temos discutido e 
resolvido. Também vimos que estas últimas são importantes fontes de funções especiais, possuindo propriedades 
de ortogonalidade que fazem delas mecanismos adequados para representar funções dadas através de séries 
ortogonais. 


PROBLEMAS PROPOSTOS-5.8 


1-4 SÉRIES DE FOURIER-LEGENDRE 8. f(x) = cos mx 9. f(x) = cos 27x 
Mostrando os detalhes de seus cálculos, desenvolva: 10. f(x) = cos 37x 11. f(x) = e” 
2 
1. 7x! — 6x2 2. (x + 1? 12. f(x) = e” 13. f(x) = UA + x’) 
3. x2 —-x +x-—1 4. 1, x, x2, x3 14. f(x) = Jo(a 1x) onde «5, é primeiro ponto de zero positivo de Jọ. 


5. Prove que se, no Exemplo 2, f(x) for par [ou seja, A) = fl=x)], sua 15. f(x) = J(&o2x) onde ao» é segundo ponto de zero positivo de Jọ. 
respectiva série contém somente P,„(x) com valores pares de m. 16. f(x) = J,(0, x) onde æg; é primeiro ponto de zero positivo de J}. 


Obtenha as soluções e represente num mesmo gráfico as somas par- 


6-16| EXPERIMENTOS DE ÁLGEBRA COMPUTACIONAL. 17. EXPERIMENTO DE ÁLGEBRA COMPUTACIONAL. Séries 
SÉRIES DE FOURIER-LEGENDRE de Fourier-Bessel. Use o Exemplo 3 e de novo faça n = 10 e 


R = 1, de modo a obter a série 


ciais até Sm, que tiver o gráfico praticamente coincidente com o de 9 f0)=aJ ía.) + ala) + asda) + 
flo), dentro da acurácia disponível. Diga o que é mo. De que o tamanho , , , 
de my parece depender? com os pontos de zero œo, Aya, * * +, usando seu computador (veja 


6. f(x) = sen Tx 7. f(x) = sen 27x também a Tabela Al no Apêndice 5). 
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Capítulo 5: Soluções das EDOs por Séries. Funções Especiais 


18. 


(a) Num mesmo gráfico, represente os termos Jy(agX), + **, 
Joao) para 0 S x S 1. 

(b) Elabore um programa para calcular as somas parciais de (19). 
Descubra para qual fx) seu sistema de álgebra computacional 
pode avaliar as integrais. Considere duas dessas funções fx) e 
teça comentários empíricos sobre a velocidade da convergência, 
observando o decréscimo dos coeficientes. 

(c) Em (19), faça fx) = 1 e avalie (analiticamente segundo (24a) da 
Seção 5.5, com v = 1) as integrais para os coeficientes. Represente 
num mesmo gráfico as primeiras somas parciais. 

PROJETO DE EQUIPE. Ortogonalidade no Eixo Real Inteiro. 
Polinômios de Hermite.!* Esses polinômios ortogonais são defi- 
nidos por He(1) = 1 e 


He) = (Ie a (e), n=1,2,***. 


OBSERVAÇÃO. Como ocorre em muitas funções especiais, há 
na literatura mais de uma notação e às vezes os polinômios de 
Hermite são definidos como sendo as funções 


n =? 

e 

dx” 

Isso difere de nossa definição, a qual é a preferida nas aplicações. 


2d 
Hm = (re 


(a) Pequenos valores de n. Mostre que 


Hex) = x, 
Hex) = x? — 3x, 


Hely) = x? — 1, 
Hex) = xt — 6x? + 3. 


(b) Função Geratriz. Uma função geratriz dos polinômios de 
Hermite é 


0 


eta Es 5 at” 


n=0 


(20) 


porque He, (x) = n!a,(x). Prove isso. Sugestão: utilize a fórmula 

para os coeficientes de uma série de Maclaurin e note que fx — + 
med 1 

l= e = a(x == t). 

(c) Derivada. Derivando a função geratriz em relação a x, mostre 

que 


21) He!(x) = nHe, (2). 


(d) Ortogonalidade no eixo x requer uma função-peso que vá 
a zero suficientemente rápido à medida que x —> +%. (Por quê?) 
Mostre que, em —% = x = o, os polinômios de Hermite são orto- 
gonais à função-peso r(x) = eun, Sugestão. Use a integração por 
partes e (21). 


(e) EDOs. Mostre que 
(22) He,(x) = xHe,(x) — Hen). 


Usando isso com n — 1 ao invés de n e (21), mostre que y = He, (x) 
satisfaz a EDO 


(23) y" xy +9 =0. 
Mostre que w = ey é uma solução da equação de Weber'* 


(24) 


wW+(m+i-12w=0 (mn =0,1, ++ >). 
19. PROJETO ESCRITO. Ortogonalidade. Escreva um breve rela- 
tório (de 2 a 3 páginas) sobre as idéias e os fatos mais importan- 
tes relacionados á ortogonalidade e ás séries ortogonais e suas 


aplicações. 


QUESTÕES EF- PROBEEMAS- -DE REVISÃO DO CAPÍTULO 5 


1. 


2. 


10. 


O que é uma série de potências? Ela pode conter potências nega- 
tivas ou fracionárias? Como seria testada a sua convergência? 
Por que podemos utilizar o método das séries de potências para a 
equação de Legendre, porém necessitamos do método de Frobenius 
para a equação de Bessel? 

Por que apresentamos duas espécies de funções de Bessel, J e 
yY? 

O que é a equação hipergeométrica e por que ela foi introduzida 
por Gauss? 

Liste os três casos do método de Frobenius, dando exemplos que 
você mesmo imaginar. 

Qual é a diferença entre um problema de valor inicial e um pro- 
blema de valor de contorno? 

Qual é o significado da ortogonalidade de funções e como ela é 
utilizada nas expansões em séries? Dê exemplos. 

O que é a teoria de Sturm-Liouville e qual é a sua importância 
prática? 

O que você se lembra sobre a ortogonalidade dos polinômios de 
Legendre? E das funções de Bessel? 

O que é a completeza de conjuntos ortogonais? Por que ela é 
importante? 


11-20 | SOLUÇÕES POR SÉRIES 


Encontre uma base de soluções. Tente identificar as séries como expan- 
sões em funções conhecidas. (Mostre os detalhes do que fizer.) 


1. y” — 9y =0 


12. (1-0%”+(-x0y' -3y=0 
13. xy” — (x + D)y'+y=0 

14. xy" — 3xy' + 4y =0 

15. y” + 4xy' + (4x2 + 2y = 0 

16. x2y” — 4xy' + x2 + 6)y=0 

17. xy” + (2x + 1)y' + (x + Dy=0 
18. (x2? — 1)y” — 2xy' + 2y =0 

19. (x2 — 1)y” + 4xy' +2y=0 

20. x2y" + xy" + (4x4 — 1)y = 0 


21-25| EQUAÇÃO DE BESSEL 


Encontre uma solução geral em termos das funções de Bessel. (Use 
as transformações indicadas e mostre os detalhes.) 


21. xy” + xy" + B6x — 2) = 0 (6x = z) 

22. xy" + 5xy' + (x2 — 12)y = 0 O = ulx?) 
23. xy" + xy" + 4x4 — 1)y = 0 (x2 = z) 

24. 4x2y" — 20xy' + (4x2 + 35)y = 0 (y = xu) 
25. y” +kxy=0 Q=uVx, =z) 


CHARLES HERMITE (1822-1901), matemático francês, conhecido por seus trabalhos em álgebra e teoria dos números. O grande HENRI 


POINCARÉ (1854-1912) foi um de seus alunos. 
MHEINRICH WEBER (1842-1913), matemático alemáo. 
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26-30| PROBLEMAS DE VALOR DE CONTORNO 31-35] PROBLEMAS DE ÁLGEBRA COMPUTACIONAL 


Encontre os autovalores e autofunções Escreva um programa, desenvolva-o numa série de Fourier-Legendre e 


26. y” + Ay = 0, 
27. y” + Ay =0, 


28. (xy) +Ax7ly=0, y(1)=0,  y(e)=0. 


(Faça x = et.) 


y(0) = 0, y (m=0 represente num mesmo gráfico as cinco primeiras somas parciais, junta- 
OSS ds O = y'(1) mente com a função dada. Teça comentários sobre a acurácia obtida. 
3L.e” (-1=x=1) 

32. sen (rx?) (-1Ss=x=3S<1) 


33. 1/1 + |x) Elsxs1) 


29. x2y" + xy! y 
30. y” + Ay =0, 


RESUMO 


(Ax? = Dy=0, y(0)=0, yd) = 0 


=1=x< 
y(0) + y'(0) = 0, YOn) =0 34. [cos mx) (-1<x<1) 


35. xse0=x=1,0se-1<x<0 


DO CAPÍTULO 5 


Soluções de EDOs por Séries. Funções Especiais 


O método das séries de potências fornece soluções das EDOs lineares 


(1) y” + py" + qay =0 


com coeficientes variáveis p e q na forma de séries de potências (com um centro x, qualquer, p. ex., xy = 0) 


o 


(2) y) = Y), amlxa — x)” = ao + a(x — xo) + ax xo)? 


m=0 


Uma solução desse tipo é obtida substituindo-se (2) e suas derivadas em (1). Isso fornece uma fórmula de recorrência 
para os coeficientes. Você pode programar essa fórmula (ou mesmo obter a solução completa e fazer um gráfico dela) 
usando seu sistema de álgebra computacional. 

Se p e q forem analíticas em x, (isto é, representáveis por meio de séries de potências de x — xy com um raio positivo 


de convergência; Seção 5.2), então (1) possui soluções dessa forma (2). O mesmo se verifica se h, p, q em 
hay” + Py + Jy = 0 


for analítica em x, e EA * 0, de modo que podemos fazer a divisão por he obter a forma-padrão (1). A equação de 
Legendre é resolvida pelo método das séries de potências da Seção 5.3. 
O método de Frobenius (Seção 5.4) estende o método das séries de potências para as EDOs 


a(x) b(x) 
6) a ya 


Xx— Xo => 


cujos coeficientes são singulares (isto é, náo-analíticos) em xp, porém não são “muito ruins”, ou seja, são tais que a e 
b são analíticos em xy. Então, (3) possui pelo menos uma solução na forma 


o 


(4) YO) = (E AY DY Al — o)" = ada — x) + al tt oo 

m=0 
onde r pode ser um número real qualquer (ou mesmo complexo) e é determinada substituindo (4) em (3) a partir 
da equacáo indicial (Segáo 5.4), juntamente com os coeficientes de (4). Uma segunda solugáo de (3) linearmente 
independente pode ter uma forma similar (com diferentes r e a,,) ou pode envolver um termo logarítmico. A equação 
de Bessel é resolvida pelo método de Frobenius das Seções 5.5 e 5.6. 

“Funções especiais” é um nome comum dado às funções superiores, para distingui-las das funções usuais do cálculo. 
A maioria delas surge ou como integrais náo-elementares [veja (24)-(44) no Apéndice 3.1] ou como soluções de (1) ou 
(3). Elas recebem um nome e uma notação própria, sendo usualmente incluídas nos sistemas de álgebra computacional, 
caso tenham importância prática ou teórica. Desse tipo, e particularmente úteis em física e engenharia, são a equação 
e os polinômios de Legendre P, P}: - > (Seção 5.3), a equação e as funções hipergeométricas de Gauss F(a, b, c; 
x) (Seção 5.4) e a equação e as funções de Bessel J,e J., (Seções 5.5 e 5.6). 

A modelagem que envolve as EDOs usualmente leva a problemas de valor inicial (Capítulos 1-3) ou a problemas de 
valor de contorno. Muitos desses últimos podem ser escritos na forma de problemas de Sturm-Liouwville (Seção 5.7). 
Esses são os problemas de autovalores envolvendo um parámetro À que fregiientemente está relacionado a freqiiências, 
energias ou outras quantidades físicas. As soluções dos problemas de Sturm-Liouville, chamadas de autofunções, 
possuem diversas propriedades gerais em comum, notavelmente a ortogonalidade (Seção 5.7), de grande importância 
e utilidade nas expansões em autofunções (Seção 5.8), dadas em senos e cossenos (“séries de Fourier”, que é o tópico 
do Capítulo 11), os polinômios de Legendre, as funções de Bessel (Seção 5.8) e outras autofunções. 


CAPÍTULO 6 


Transformadas de Laplace 


A transformada de Laplace é um poderoso método de resolução de EDOs lineares e de seus correspondentes 
problemas de valor inicial, e também de resolução de sistemas de EDOs surgidos no campo da engenharia. 
O processo de solução consiste em três etapas (veja a Fig. 112). 


Etapa 1. A EDO dada é transformada numa equação algébrica (“equação subsidiária”). 
Etapa 2. A equação subsidiária é resolvida por manipulações puramente algébricas. 
Etapa 3. A solução da Etapa 2 é transformada de volta, resultando na solução do problema dado. 


Problema de Problema Resolução do Solução 
Valor Inicial > Algébrico -———>» PA por Métodos =—————> do 


PVI O PA © Algébricos © PVI 


Fig. 112. Resolução de um PVI por transformada de Laplace 


Portanto, a resolução de uma EDO resume-se a um problema algébrico (além da realização dessas trans- 
formações). Essa passagem do cálculo para a álgebra é chamada de cálculo operacional. A transformada 
de Laplace é o método operacional mais importante em engenharia. Ela tem duas vantagens principais em 
relação aos métodos usuais vistos nos Capítulos. 1—4: 


A. Os problemas são resolvidos mais diretamente, sem precisar determinar uma solução geral nos pro- 
blemas de valor inicial, e é possível resolver uma EDO não-homogênea sem ter que resolver antes sua EDO 
homogênea correspondente. 

B. Ainda mais importante, o uso da função degrau unitário (função de Heaviside na Seção 6.3) e 
do delta de Dirac (Seção 6.4) torna o método particularmente poderoso na resolução de problemas com 
entradas* (forças motrizes) apresentando descontinuidades, ou representando impulsos curtos ou funções 
periódicas complicadas. 


Neste capítulo, consideraremos a transformada de Laplace e suas aplicações em problemas de engenharia 
envolvendo EDOs. A Seção 12.11 trata da solução de EDPs por transformadas de Laplace. 

As fórmulas gerais estão listadas na Seção 6.8, e as transformadas e suas inversas, na Seção 6.9. Os SACs 
(sistemas de álgebra computacional) usuais são capazes de manipular a maioria das transformadas de Laplace. 


Pré-requisito: Capítulo 2. 
Seções que podem ser obtidas num curso mais curto: 6.5, 6.7. 
Referências e Respostas dos Problemas: Parte A do Apêndice 1 e Apêndice 2. 


6-1 Transformada de Laplace. Transformada Inversa. 
Linearidade. Desvio s 


Se f(£) for uma função definida para todo t = 0, sua transformada de Laplace! é a integral de f(f) de t = 0 a 0, 
multiplicada por e*. Ela é uma função de s, digamos, F(s), sendo denotada por “£(f); portanto, 


*Em inglês, input. (N. T.) 
IPIERRE SIMON, MARQUÊS DE LAPLACE (1749-1827), grande matemático francês. Catedrático em Paris, elaborou os fundamentos da teoria 
do potencial e prestou importantes contribuições à mecânica celeste, astronomia em geral, funções especiais e teoria da probabilidade. Napoleão 
Bonaparte foi seu aluno durante um ano. A Ref. [GR2] do Apêndice 1 menciona os interessantes envolvimentos de Laplace com a política. 

As poderosas e práticas técnicas envolvendo as transformadas de Laplace foram elaboradas mais de um século depois pelo engenheiro 
eletricista inglês OLIVER HEAVISIDE (1850-1925), sendo freqüentemente chamadas de “cálculo de Heaviside”. 

Omitiremos variáveis quando isso simplificar as fórmulas sem causar confusão. Por exemplo, em (1) escreveremos £(f) em vez de 
P(f)s), e em (1%), escreveremos (1*) £-HF) em vez de LUPO. 
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EXEMPLO 


EXEMPLO-2 


oo 


0 E) = 80) = | “50 de 


Aqui, é necessário supor que f(t) seja tal que sua integral exista (ou seja, que a integral tenha algum valor finito). 
Essa suposição é usualmente satisfeita nas aplicações — discutiremos isso próximo ao fim desta seção. 

O termo transformada de Laplace refere-se não somente ao resultado F(s), mas também à operação que aca- 
bamos de descrever, e que fornece F(s) a partir de uma f(t) dada. Trata-se de uma “transformada integral” 


F(s) = IE k(s, Df dt 


com o “kernel” k(s, t) = e7*. 
Além disso, a função dada f(t) em (1) é chamada de transformada inversa de F(s), sendo denotada por 
SP-HF), ou seja, escreveremos 


(1*) fO = LE). 


Note que (1) e (1*) juntas implicam LL) = fe LL UF) = F. 


Notação 


As funções originais dependem de t, ao passo que suas transformadas dependem de s — tenha isso em mente! 
As funções originais são escritas em letras minúsculas, enquanto suas transformadas são escritas em letras 
maiúsculas, de modo que F(s) representa a transformada de f(t) e Y(s) representa a transformada de y(t), e assim 
por diante. 


Transformada de Laplace 
Considere ff) = 1 quando t = 0. Obtenha F(s). 


Solução. A partir de (1), obtemos, por integração, 


1 == 
A = e (s > 0). 


Af) = £1) -Í estat = — 
o 


Nossa notação é conveniente, porém é preciso dizer algo sobre ela. O intervalo de integração em (1) é infinito. Essa integral é chamada de 
integral imprópria e, por definição, é avaliada segundo a regra 
co Gy 


/ eS (t) dt = lim f est (t) dt. 
0 T>00 0 
Logo, a notagáo que por conveniéncia usamos significa 
e 1 $ 1 1 1 
| es dt = lim | e= lim | eT y e°] (s > 0). 
0 T>00 S 0 T>0 S S S 
Essa notação será usada ao longo de todo este capítulo. E 


Transformada de Laplace (e) da Função Exponencial e” 


Considere Let f(t) = e“ quando t = 0, onde a é uma constante. Obtenha £(f). 


Solução. De novo, por (1), 
oo 1 00 
Ple) = f eT steat dt = est t 
0 


logo, quando s — a > 0, 


Será que é necessário prosseguir desse modo, obtendo assim a transformada de uma função após outra diretamente 
pela definição? A resposta é não, à medida que é possível encontrar novas transformadas a partir das transformadas 
conhecidas, pelo uso de diversas propriedades gerais das transformadas de Laplace. Acima de tudo, a transformada 
de Laplace é uma “operação linear”, do mesmo modo que a derivação e a integração. Isso implica o seguinte. 
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TEOREMA 


PROVA 


EXEMPLO-3 


EXEMPLO-4 


Linearidade da Transformada de Laplace 


A transformada de Laplace é uma operação linear; ou seja, para funções f(t) e g(t) quaisquer cujas trans- 
formadas existem, e para constantes a e b quaisquer, a transformada de afit) + bg(t) existe, e 


Piaf) + bg(0) = a BH) + DL(g(0). 


Pela definigáo dada em (1), 


=a f 


Aplicação do Teorema 1: Funções Hiperbólicas 


Encontre as transformadas de cosh at e senh at. 


00 


Lario + beto) = | etario + beco] de 


etf(t) dt +b | etg(t) dt = aLíf(0) + DLLE(D). a 
0 


0 


Solução. Uma vez que cosh at = Ie + e“) e senhat = l(e* — e7%), obtemos do Exemplo 2 e do Teorema 1 


S£(cosh at) = À gent + Le) l ( x + : 2 
Sh abs te É Dis=a "sa 2 - 22 
= 1 at —at 1 1 1 ) a 
S£(senh at) = (2%) - He = LG 7 Tãa = Ez a 
Cosseno e Seno 
Demonstre as fórmulas 
S w 
g£(cos wt) = 5— + £(sen wt) = —>5 . 
em s2 + o ( at) s? + w2 


Solução pelo Cálculo. Escrevemos L, = £(cos wtf) e L, = (sen wf). Integrando por partes e observando que os termos sem o sinal de 
integral são nulos no limite superior %, obtemos 


00 


oo 
w = 1 w 
-— | eSsenotdt= > — —L,, 
a Sd s Ss 


Ro =st 


e 
Las f e cos wtdt = — cos ot 
a —s 


oo 


7 est po 
w R w 
ls -f e™* sen ot dt = — sen ot) + — f e cos wt dt = —Lo. 
o =S S Jo S 


0 


Substituindo L, na fórmula para L, no lado direito e então substituindo L, na fórmula para L, no lado direito, obtemos 


sed Lita E e PE 

ema sl zlo: el ER Sg Co im! 
w 1 w o? w w 

opla ars talo A a 


Solução por Transformadas Usando Derivadas. Veja a próxima seção. 
Solução por Métodos Complexos. No Exemplo 2, se fizermos a = iw com i = V —1, obtemos 


1 s+Hiw S+iw S , w 
= i — = = Hi , 
s—iw  (s—iojls + io) Spa 54? SH 


Plt) = 


Agora, pelo Teorema 1 e por eet = cos wt + i sen wt [veja (11) na Seção 2.2 com wt no lugar de f], temos 


SP(eivt) = Plcos wt + i sen wt) = Plcos wt) + i £(sen wt). 


Se igualarmos as partes reais e imaginárias dessa equação com as da anterior, chegamos ao resultado. (Pode-se justificar esse cálculo formal 
pela teoria de integração complexa.) E 


As transformadas básicas estáo listadas na Tabela 6.1. Veremos que delas é possível obter quase todas as outras 
transformadas, utilizando-se as propriedades gerais das transformadas de Laplace. As fórmulas 1-3 sáo casos 
especiais da fórmula 4, que é provada por indução. Com efeito, ela se verifica para n = O com base no Exemplo 
1 e no fato de que 0! = 1. Adotamos a hipótese da indução que se verifica para qualquer inteiro n = O e então a 
obtemos para n + 1 diretamente a partir de (1). Com efeito, a integração por partes fornece 


00 1 oo oo 
P(A) = f epi dt =. qa f er dt. 
(0) 


o S 0 


n+1 
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Agora, o termo sem o sinal de integral é nulo e o último termo é igual a (n + 1)/s multiplicado por P(t”). Disso 
e da hipótese indutiva, 


n+1 n+1 n! (n + 1)! 
(tro) Z L(t”) o s ` gr+1 => gr+2 
Isso prova a fórmula 4. 
Tabela 6.1 Algumas Funções f(t) e Suas Transformadas de Laplace E(f) 
ft Lf) ft Lf) 
S 
1 1 1/s 7 COS wt 2 e 
w 
2 t 1/5? 8 sen wt E 
3 E 2!/s? 9 cosh at É 
s2 — a? 
pr n! a 
4 ie La) UFI 10 senh at 2 
ll Pla + 1) T s-a 
j (a positivo) Sar u E FEO (s— a)? + q? 
1 w 
6 e% 12 e“ sen ot 
ea o (s = a)? + a? 


Na fórmula 5, F(a + 1) é a chamada função gama [(15) da Seção 5.5 ou (24) do Apéndice A3.1]. Obtemos a 
fórmula 5 a partir de (1), fazendo st = x: 


Lt) = f est dt = f e” (=) LL es f e™”x® dx 
0 0 S S S 0 
onde s > 0. A última integral é precisamente a que define (a + 1), de modo que temos [F(a + 1)/s%*1, como 
havíamos enunciado. (CUIDADO! Na integral, la + 1) tem xº, e não x“). 
Note que a fórmula 4 também decorre de 5, pois ln + 1) = n! para inteiros n = 0. 
As fórmulas 6-10 foram demonstradas nos Exemplos 2-4. As fórmulas 11 e 12 também viráo de 7 e 8 em 


decorréncia do “desvio”, ao qual passaremos agora. 


Desvio s: Substituição de s por s - a na Transformada 


A transformada de Laplace tem a propriedade muito útil de que, se conhecermos a transformada de f(t), podemos 
imediatamente obter a transformada de e“f(t), do seguinte modo. 


Primeiro Teorema do Desvio, Desvio s 


Se ft) tiver a transformada F(s) (onde s > k para algum k), então et) tem a transformada F(s — a) (onde 
s-a > k). Em fórmula, 


meri = F(s = a) 


ou, se invertemos ambos os lados, 


ens (t) = E-MF(s — a)). 
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Obtemos F(s — a) substituindo s por s — a na integral em (1), de modo que 


o0 


Fls =a) = [ e-o (y at= f eef] dt = Lef) 


Se F(s) existir (isto é, for finita) para um valor de s maior que algum k, então nossa primeira integral existirá para 
s-a > k. Agora, invertemos ambos os lados dessa fórmula e obtemos a segunda fórmula do teorema. (CUIDADO! 
—a em F(s — a), porém +a em e“f(t).) a 


Desvio s: Vibrações Amortecidas. Completando o Quadrado 
Do Exemplo 4 e do primeiro teorema do desvio, obtemos imediatamente as fórmulas 11 e 12 da Tabela 6.1. 


5 = 


Ple“ cos at) = Llei sen at) = 


21! 


(S-a)? +w (s-a2 ta 


Por exemplo, usemos essas fórmulas para encontrar a inversa da transformada 
3s — 137 


LY = == 
f) s2 + 2s + 401 


Solução. Aplicando a transformada inversa, usando sua linearidade (Problema 28), e completando o quadrado, obtemos 


las + 1) — m) ss s+1 | s 20 | 
e (s+12+400) — (s + 1)2 + 202 (s+1)2+202)' 


Vemos agora que o inverso do lado direito é a vibração amortecida (Fig. 113) 


FO = e7(3 cos 201 — 7 sen 201). E 


-6 H 


Fig. 113. Vibrações do Exemplo 5 


Existência e Unicidade das Transformadas de Laplace 


Este não é um grande problema prático porque, na maioria dos casos, podemos verificar a solução de uma EDO 
sem muita dificuldade. Não obstante, precisamos conhecer alguns fatos básicos. 
Uma função f(t) possui uma transformada de Laplace se ela não crescer muito depressa, digamos, se para todo 


` 


t = 0 e para algumas constantes M e k, ela satisfizer à “restrição de crescimento” 
(2) FCO] = Me. 


(A restrição de crescimento (2) é às vezes chamada de “crescimento de ordem exponencial”, uma expressão que 
pode ser enganosa, pois esconde o fato de que o expoente obrigatoriamente tem que ser kt, e não kt? ou algo 
semelhante.) 

Não é preciso que f(t) seja contínua, embora ela também não deva ter um comportamento muito ruim. Para 
isso, o termo técnico (geralmente usado em matemática) é o de continuidade por intervalo. (t) é contínua por 
intervalos num intervalo finito a =t = b onde f for definida, se esse intervalo puder ser dividido em um 
número finitamente grande de subintervalos, em cada um dos quais f é contínua e possui limites finitos à medida 
que f se aproxima, a partir do interior, de qualquer um dos dois extremos desse subintervalo. Isso corresponde à 
ocorrência de saltos finitos, como na Fig. 114, como as únicas descontinuidades possíveis, o que é suficiente na 
maioria das aplicações e faz-nos chegar ao seguinte teorema. 
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TEOREMA-3 


PROVA 


| a 


Fig. 114. Exemplo de uma função f(t) contínua por intervalos. (Os pontos indicam os valores da função nos saltos.) 


Teorema da Existência para as Transformadas de Laplace 


Se f(t) for definida e contínua por intervalos em cada intervalo finito do semi-eixo t = O e satisfizer (2) 
para todo t = 0 e para algumas constantes M e k, então a transformada de Laplace £(f) existe para todo 
s>k. 


Como f(t) é contínua por intervalos, e% f(t) é integrável em intervalos finitos quaisquer no eixo t. De (2), e 
supondo que s > k (o que será necessário para a existência da última das integrais a seguir), obtemos a prova da 
existência de “£(f) a partir de 


M 
=—— al 


00 
ef (t) a . 
/ Í s=k 
Note que (2) é de fácil verificação. Por exemplo, cosh t < et, t” < n!let (porque 1"/n! é um termo único da série 
. . . ~ ~ . Z 2 

de Maclaurin), e assim por diante. Uma função que não satisfaz (2) para um valor qualquer de M e k é e! (use 
logaritmos para verificar isso). Vale mencionar que as condições do Teorema 3 são suficientes e desnecessárias 
(veja o Problema 22). 


Elf) = 


z Í fe dt = f M estes dt = 


Unicidade. Se a transformada de Laplace de uma determinada função existir, ela é determinada de maneira 
única. Inversamente, pode-se mostrar que, se duas funções (ambas definidas no eixo real positivo) tiverem a 
mesma transformada, então essas funções não podem se diferir num intervalo de largura positiva, embora possam 
diferir-se em pontos isolados (veja a Ref. [A14] no Apêndice 1). Logo, podemos dizer que a inversa de uma dada 
transformada é essencialmente única. Em particular, se duas funções contínuas tiverem a mesma transformada, 
elas são completamente idênticas. 


PROBLEMAS PROPOSTOS 6A 


1-20 TRANSFORMADAS DE LAPLACE 19. i 20. 
Encontre as transformadas de Laplace das seguintes funções. Mostre | 2 1 
os detalhes do que fizer. (a, b, k, w, 0 são constantes.) E o IN 
L 2-2 2. (P — 3) de Es A — 
3. cos 27t 4. sen? 41 
o cohi 6. e-t senh 5t 21. Usando £(f) no Problema 13, encontre £(f,) onde fi(f) = O se 
i t=2ef()=Iset>2. 
Mero dd SEE a) 22. (Existência) Mostre que L£(1/V) = Vrs. [Use (30) TG) = 
9. é 10. —8 sen 0,21 m no Apéndice 3.1.] Deve-se concluir disso que as condições 
11. sent cos t 12. (+ + 1) do Teorema 3 sáo suficientes e desnecessárias á existéncia de uma 
13. , 14. ; -= transformada de Laplace. 
| | l 23. (Mudança de escala) Se L(f()) = F(s) e c for uma constante 
= SR = 6 positiva qualquer, mostre que £(f(ct)) = F(s/c)/c. (Sugestão: use 
15. 16. (1).) Utilize isto para obter £(cos wt) de £(cos 1). 
Ir r EN q 24. (Não-existência) Mostre que e” não satisfaz a uma condição da 
Es E _ > forma (2). 
E 25. (Não-existência) Dê exemplos simples de funções (definidas para 
17. bL 18. todo x = 0) que não têm transformadas de Laplace. 
A RL = 26. (Tabela 6.1) Obtenha a fórmula 6 a partir das fórmulas 9 e 10. 
S | A 27. (Tabela 6.1) Converta a Tabela 6.1, fazendo-a passar de uma tabela 
E E < de encontrar transformadas para uma tabela de encontrar transfor- 
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madas inversas (fazendo as alterações óbvias, p. ex., L(1/s”) = 
Un — 1)! etc.). 

28. (Transformada inversa) Prove que £7! é linear. Sugestão: utilize 
o fato de £ ser linear. 

TRANSFORMADAS INVERSAS DE LAPLACE 


Dada F(s) = (f), obtenha Kt). Mostre os detalhes do que fizer. (L, 
n, k, a, b são constantes.) 


29-40 


41-54 APLICAÇÕES DO PRIMEIRO TEOREMA DO DESVIO 
(DESVIO S) 

Nos Problemas 41-46, encontre a transformada. Nos Problemas. 47— 
54, encontre as transformadas inversas. Mostre os detalhes do que 


fizer. 


4L 3,8te?*! 
43. 5e7“ sen ot 


42. —3t%e-09t 
4. e cos mt 


45 — 37 2s + 16 45. e *t(a cost + b sent) 
> S + q s2— 16 46. e (aotat+---+ at”) 
st — 35? + 12 10 7 T 
AAA A <A 48. ——— 
a s3 2 2s + V2 (s = 1)? (s + m)? 
naL 20 v8 S Pi 
Ln? e Deri (s + V2} 6- +4 
15 4s — 2 
8 2 (k + 1)2 A = 
32% >) à 2745429 s? — 6s + 18 
k=1 T 2s — 56 
y 1 18s — 12 s2 + 1075 + 247? s2? — 4s — 12 
" (s — V3(s + V5) 9s2= 1 
E 1 
S2+5 s+5 (s + a)(s +b) 


6.2 Transformadas de Derivadas e Integrais. EDOs 


TEOREMA 


PROVA 


A transformada de Laplace é um método de resolução de EDOs e de problemas de valor inicial. A idéia crucial 
é a de que, nas transformadas, as operações do cálculo nas funções são substituídas por operações algébri- 
cas. Grosso modo, a derivação de f(t) corresponderá à multiplicação de £(f) por s (veja os Teoremas 1 e 2) e a 
integração de f(t) à divisão de L(f) por s. Para resolvermos as EDOs, precisamos primeiro considerar as trans- 
formadas de Laplace das derivadas. 


Transformadas de Laplace de Derivadas 


As transformadas das derivadas primeiras e segundas de f(t) satisfazem a 


ef") = self) — $10) 
SO — f (0). 


(1) 
(2) 


A fórmula (1) verifica-se se f(t) for contínua para todo t = 0 e satisfizer à restrição de crescimento (2) da 
Seção 6.1, e se f (Ò for contínua por intervalos em qualquer intervalo finito do semi-eixo t = 0. Similarmente, 
(2) verifica-se se fe f forem contínuas para todo t = O e satisfizerem à segunda restrição de crescimento, 
e se f" for contínua por intervalos em cada intervalo finito do semi-eixo t = 0. 


Provamos (1) primeiro com a suposição adicional de que f' é contínua. Então, pela definição e integrando por 
partes, 


+s | etf (t) dt. 


o 0 


elf”) Í e=stf (t) dt = [e-f (4)] 


Uma vez que f satisfaz (2) da Seção 6.1, a parte integrada à direita é nula no limite superior, quando s > k, e no 
limite inferior ela contribui com -f0). A última integral é £(f). Ela existe para s > k por causa do Teorema 3 da 
Seção 6.1. Logo, LEN existe quando s > k e (1) se verifica. 

Se f’ for simplesmente contínua por intervalos, a prova é similar. Nesse caso, o intervalo de integração de f' 
deve ser dividido em partes tais que f” seja contínua em cada uma dessas partes. 

A prova de (2) agora decorre aplicando-se (1) a f "e então substituindo (1), isto é, 


180 Parte A e Equações Diferenciais Ordinárias (EDOs) 


TEOREMA-2 


EXEMPLO 


EXEMPLO 


TEOREMA-3 


PROVA 


EXEMPEO-3 


EF) = SEP) — FO) = sis ECG) — FO = EEF) — sf(O) — £'(0). E 


Continuando por substituição, como na prova de (2), e usando indução, obtemos a seguinte extensão do Teorema 1. 


Transformada de Laplace da Derivada f” de uma Ordem Qualquer 


Consideremos que f, f', ..., fº-D sejam contínuas para todo t = O e satisfazem à restrição de crescimento 
(2) da Seção 6.1. Além disso, consideremos que f® seja contínua por intervalos em cada intervalo finito 
do semi-eixo t = 0. Então, a transformada de f® satisfaz a 


(3) Llf mj = Si) E 5"=15 (0) = graf (0) e ai ¡e 40). 


Transformada de um Termo de Ressonáncia (Secáo 2.8) 
Façamos f(t) = t sen wt. Então f(0) = 0, ft) = sen wt + wt cos wt, f'(0) = 0, f” = 2w cos wt — wt sen wt. Logo, por (2), 


m S 2 5 205 E 
LF) =2w 242 0 * Lf) = s Elf), portanto, SP(f) = E(t sen wt) = (ERR ; 
Fórmulas 7 e 8 da Tabela 6.1 da Seção 6.1 


Este é um terceiro modo de se chegar a £(cos wf) e (sen wt); confira o Exemplo 4 da Seção 6.1. Consideremos f(t) = cos wt. Então, 
fO = 1, fO) = 0, 1/0) w? cos wt. Disso e de (2), obtemos 


s 
Pp”) = SLS) -s = —o Pf).  Algebricamente,  £(cos ot) = Er 
w 


Similarmente, façamos g = sen wt. Então, g(0) = 0, g' = w cos wt. Disso e de (1), obtemos 
w w 
Elg’) = s£(9) = w£Icos wt). Logo <£(sen wt) = z (cos ot) = RE à E 
w 


Transformada de Laplace da Integral de uma Função 


A derivação e a integração são operações inversas, como ocorre com a multiplicação e a divisão. Uma vez que 
a derivação de uma função f(t) corresponde (grosso modo) à multiplicação de sua transformada L(f) por s, é de 
se esperar que a integração de f(t) corresponderá à divisão de H(f) por s: 


Transformada de Laplace da Integral 


Façamos F(s) representar a transformada de uma função f(t), que é contínua por intervalos para t = 0 e 
satisfaz à restrição de crescimento (2) da Seção 6.1. Então, para s >0,s>ket>0, 


i 1 i Pa 
(4) alfi ar) = =F (s), portanto, Ji dr= 2 En) 


Em (4), representemos a integral por g(t). Uma vez que f(t) é contínua por intervalos, g(t) é contínua e (2) da 
Segáo 6.1 fornece 


ekt (k > 0). 


t t t 
M 
Ig] = tt di = | fimjdr=m ferrdr= (8-1) = 
0 0 0 k 
Isso mostra que g(£) também satisfaz a uma restrição de crescimento. Além disso, g'(t) = f(t) excetuando-se nos 
pontos em que f(t) for descontínua. Logo, g'(t) é contínua por intervalos em cada intervalo finito e, pelo Teorema 
1, uma vez que g(0) = O (a integral de O a O é nula) 


LO) = Lig (0) = sL} — 80) = sL). 
Dividindo por s e trocando os lados esquerdo e direito, chegamos à primeira fórmula de (4), da qual se segue a 


segunda fórmula, tomando-se a transformada inversa em ambos os lados. a 


Aplicacáo do Teorema 3: Fórmulas 19 e 20 da Tabela da Secáo 6.9 
1 


e , 
sis? + a?) sUs? + q?) 


Usando o Teorema 3, encontre a inversa de 
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EXEMPLO-4 


Solucáo. Da Tabela 6.1 da Seção 6.1 e da integração de (4) (segunda fórmula com os lados trocados), obtemos 


gf l |- e gl A Rr (1 —cos ot) 
Ste] o HBA] by o + dis 


Esta é a fórmula 19 da Seção 6.9. Integrando novamente este resultado e usando (4) como antes, obtemos a fórmula 20 da Seção 6.9: 


4 1 1 t T sen wr | t sen wt 
£ PET = "3 o cos w7) dr 3 3 = "3 aa 


2 2 
S + q?) w w w o 0 w 


Usualmente, resultados assim podem ser obtidos de diversas maneiras. Para este mesmo exemplo, tente usar a redução por frações parciais. EB 


Equações Diferenciais, Problemas de Valor Inicial 
Discutiremos agora como o método das transformadas de Laplace é usado para resolver EDOs e problemas de 
valor inicial. Consideremos o problema de valor inicial 


(5) y” + ay! + by =r(0, y(0) = Ko, y'(0) =K; 


onde a e b são constantes. Aqui, r(t) é a entrada dada (força motriz), aplicada a um sistema mecânico ou elétrico, 
e y(t) é a saída* (ou resposta à entrada) a ser obtida. No método de Laplace, é preciso passar por três etapas: 


Etapa 1. Determinação da equação subsidiária. Esta é uma equação algébrica para a transformada Y = L(y) 
obtida transformando-se (5) por meio de (1) e (2), a saber, 
[s? Y — sy(0) — y'(0)] + alsY — y(0)] + DY = R(s) 
onde R(s) = £(r). Agrupando os termos em Y, temos a equação subsidiária 
(s2 + as + b)Y = (s + a)y(0) + y'(0) + R(s). 


Etapa 2. Solução algébrica da equação subsidiária. Dividimos por s? + as + b e usamos a chamada função 
de transferência 


il 1 
s2+as+b  (s+1la)?+b- la? ` 


(6) Q(s) = 


(O é freqilentemente representada por H, porém necessitamos de H com muito mais freqiiéncia para outros 
propósitos.) Isso fornece a solugáo 


(7) Y(s) = [(s + a)y(0) + y'(0)]0(s) + R(s)Q(s). 
Se y(0) = y'(0) = 0, isso é simplesmente Y = RQ; logo, 


Y (saída) 
R (entrada) 


0) = 


e isso explica o nome de Q. Observe que Q não depende nem de r(t) nem das condições iniciais (mas somente 
de ae b). 


Etapa 3. Inversão de Y para se obter y = £-!(Y). Reduzimos (7) (usualmente por frações parciais, como no 
cálculo) a uma soma de termos cujos inversos podem ser encontrados em tabelas (p. ex., na Seção 6.1 ou na Seção 
6.9), ou usando um sistema de álgebra computacional, de modo a obtermos a solução y(t) = £-1(Y) de (5). 


Problema de Valor Inicial: Etapas Básicas do Método de Laplace 
Resolva 

yo y=k y(0) =1, y'(0) =1. 
Solução. Etapa 1. De (2) e da Tabela 6.1, obtemos a equação subsidiária [com Y = £(y)] 


s?Y — sy(0) y'(0) Y = 1/3, portanto, (s2 — 1)Y = s + 1 + 1/52. 


* Em inglês, output. (N. T.) 
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Etapa 2. A função de transferência é O = 1/(s? — 1), e (7) torna-se 


1 
Y +10 a: E 


Simplificando e fazendo uma expansáo por fracóes parciais, obtemos 


| 
s-1 As 


Etapa 3. Dessa expressáo para Y e da Tabela 6.1, obtemos a solugáo 


Hi af E 
yt) = LTUY) = £ + | 


g 
s2 


O diagrama da Fig. 115 resume nosso método. H 
Espaço t Espaço s 
Problema dado Equação subsidiária 
y =y=t (s2 - 1)Y =s +1 + 1/52 
y(0)=1 
y (0) =1 
Solução do problema dado Solução da equação subsidiária 
y(t) = el + senh t-t Ee JE o 
da Sal en e 
Fig. 115. O método da transformada de Laplace 
EXEMPLO-5 Comparacáo com o Método Usual 
Resolva o problema de valor inicial 
y” +y +9y=0, y(0) = 0,16, y'O) = 0. 
Solução. De (1) e (2), vemos que a equação subsidiária é 
s?Y — 0,165 + sY — 0,16 + 9Y = 0, portanto, (s2 + s + 9)Y =0,16(s + 1). 
A solução é 
0,16(s + 1) 0,16(s + 3) + 0,08 
© S4s+9 — (s+192+% 
Logo, pelo primeiro teorema do desvio e pelas fórmulas para cosseno e seno da Tabela 6.1, obtemos 
35 0,08 35 
t) = £-Hy) = e7 210,16 cos t+ — sen t 
y(t) (Y) 4 1/35 7 
= e705(0,16 cos 2,96t + 0,027 sen 2,96t). 
Este resultado concorda com o do Exemplo 2, Caso (III) da Seção 2.4, mas requereu menos trabalho. a 


Vantagens do Método de Laplace 


o Exemplo 4. 
2. Os valores iniciais sáo automaticamente tratados. Veja os Exemplos 4 e 5. 


eficiente, como mostraremos nas próximas seções. 


1. A resolução de uma EDO não-homogênea não requer que primeiro se resolva a EDO homogénea. Veja 


3. É possível tratar as entradas complicadas r(t) (nos lados direitos das EDOSs lineares) de modo bastante 


EXEMPLO-6 Problemas com o Valor Inicial Deslocado 


Estes correspondem aos problemas de valor inicial cujas condições iniciais são dadas para algum 1 = tọ > 0, em vez de t = 0. Em problemas 


assim, fazemos t = 7 + to, de modo que t = tọ fornece 7 = 0, podendo-se então aplicar a transformada de Laplace. Por exemplo, resolva 


Y+y=2k yâd=im  ylm=2-vê 


Solução. Temos ty = im e fazemost = Y + 17. Então, o problema é 
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9" +9 =2(8 + Im, Y'(0) =2 — 2 


onde H(7) = y(t). Usando (2) e a Tabela 6.1, e representando a transformada de Y por Y, vemos que a equação subsidiária do problema de 
valor inicial “desviado” é 


27 7 2 im 2 api 2 hr 
sY = siam = (2 = Y YA VS da portanto, ($? + DY = -z + 2 + get? v2. 
Resolvendo isso algebricamente para Y, obtemos 
z 2 br ias 2-2 
“aan (els el sal” 


As inversas dos dois primeiros termos podem ser vistas no Exemplo 3 (com w = 1), e os dois últimos termos dão cos e sen, 
y =£ UY) =2€ la(1 V2) sent 


i =2ť + hr V2 sent. 
Agora, Ë = t — im, sent = yz (ent — cost), de modo que a resposta (a solução) é 


sent) 4 cost) + ¿cost + (2 


y = 2t — sent + cos t. 


PROBLEMAS PROPOSTOS 6.2 


1-8 


OBTENÇÃO DE TRANSFORMADAS POR DERIVAÇÃO 
Usando (1) ou (2), encontre <£(f) se f(t) for igual a: 


(c) Verifique (1%) para f(t) = etse0O<t<leOset>1. 
(d) Verifique (1*) para duas funções mais complicadas de sua escolha. 


1. tett 2. t cos 5t (e) Compare o método da transformada de Laplace para a resolução 
3. sen? wt 4. cos? mt de EDOs com o método visto no Capítulo 2. Dê exemplos que você 
5. senh? at 6. cosh? dr mesmo imaginar para ilustrar as vantagens (até o ponto visto por 
E nós) do método de Laplace. 

7. t sen irt 8. sent; (Use o Problema 3.) 
9. (Obtenção por métodos diferentes) Para muitas transformadas, na | fa—0) 

usualmente é possível obté-las por meio de diferentes métodos. Mos- A 

tre isso para o Problema 1 e também para £(cos? 51) (a) expressando / ¡<— fa + 0) 

cos? 5t em termos de cos t; (b) usando o Problema. 3. A | SS a 

I AS 

10-24| PROBLEMAS DE VALOR INICIAL 0 a A 


Resolva os seguintes problemas de valor inicial pela transformada de 
Laplace. (Caso necessário, utilize uma expansão em frações parciais, 
como no Exemplo 4. Mostre todos os detalhes do que fizer.) 


10. 
11. 
12. 
13. 
14. 
15. 
16. 
17. 
18. 
19. 
20. 


21 
22 


23. 
24. 


25 


y” + 4y=0, y(0) = 2,8 
» + ly = 17 sen 2t, y(0) = —1 
y" -y — 6y = 0, y(0) = 6, y'(0) = 13 
y” -3=0, y(0) = 4, y'(0) =0 
y” — 4y' + 4y =0, y(0) = 2,1,  y*(0) = 3,9 
y” + 2y' + 2y = 0, y(0) = 1, y'(0) = —3 
y” + ky’ — 2k?y = 0, HO) =2,  y'(0)=2k 
y” + 7y’ + 12y = 21e%,  y(0) = 3,5, y'(0)= -10 
y” + 9y = 10e7, y0) = 0, y'(0)=0 
y” + 3y' + 2,25y = 98 + 64, y(0) = 1, y'(0) = 31,5 
y” — 6y' + 5y = 29 cos 2t, y(0) = 3,2, y'(0) = 6,2 
. (Dados desviados) y” — 6y = 0, yQ)=4 
. y" — 2y' — 3y = 0, ya) = =3 y) = -17 
y” + By — 4y = felt, YD=4 y(D=5 
y” + 2y" + 5y = 50żt — 150, y(3)=-4 y(3)=14 
. PROJETO. Comentários sobre a Seção 6.2. (a) Dê razões pelas 


quais os Teoremas 1 e 2 são mais importantes que o Teorema 3. 
(b) Estenda o Teorema 1 mostrando que, se f(t) for contínua, 
excetuando-se para uma descontinuidade ordinária (salto finito) 
em algum t = a (> 0), com as demais condições permanecendo 
como no Teorema 1, então (veja a Fig. 116) 


(14) EG’) = 520) — FO) — [fa + 0) 


fla — O)je"S. 


Fig. 116. Fórmula (1*) 


26. PROJETO. Resultados Adicionais por Derivação. Procedendo 
como no Exemplo 1, obtenha 3 5 
— w 
a t | = -5a 
(a) “£(t cos wt) E 


e disso e do Exemplo 1, obtenha a: (b) fórmula 21, (c) 22; (d) 23 
da Seção 6.9, 


s? + a? 
(e) g(t cosh at) = (82 — 272 7 
2as 
(f) Pt senh at) = (a? . 
27-34 OBTENÇÃO DAS TRANSFORMADAS POR 
INTEGRAÇÃO 
Usando o Teorema 3, encontre f(t) se £(f) for igual a: 
1 1 
= s2 + s/2 a sê — ns? 
1 1 
2 gos Aa 
5 2 
si — 5s Ea s? + 95 
3. ae. 34 s 
st — 4s? si + qºs? 


35. (Frações parciais) Utilizando frações parciais, resolva os Proble- 
mas 27,29 e 31. 
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6.3 Função Degrau Unitário. Desvio t. 


Esta seção e a seguinte são extremamente importantes, pois nelas mostraremos como chegar ao ponto em que o 
método da transformada de Laplace manifesta seu real poder nas aplicações, além da sua superioridade em relação 
à abordagem clássica vista no Capítulo 2. Para isso, apresentaremos duas funções auxiliares, a função degrau 
unitário ou função de Heaviside u(t — a) (a seguir) e o delta de Dirac (t — a) (na Seção 6.4). Essas funções são 
adequadas à resolução de EDOs com lados direitos complicados e de considerável interesse em engenharia, como 
as ondas simples, as entradas (forças motrizes) descontínuas ou atuantes somente durante um certo intervalo de 
tempo, as entradas periódicas mais gerais do que simplesmente as dadas por senos e cossenos, ou as forças de 
impulso que agem durante um certo instante (como golpes de martelo, por exemplo). 


Função Degrau Unitário (Função de Heaviside) u(t — a) 


A função degrau unitário ou função de Heaviside u(t — a) é O para t < a, apresenta um salto de tamanho 1 
em t = a (onde podemos deixá-la indefinida) e vale 1 para t > a, como na fórmula: 


0 set< a 
(1) u(t — a) = (a = 0). 
1 set>a 


A Fig. 117 mostra o caso especial u(t), que possui seu salto localizado em zero, e a Fig. 118, o caso geral 
u(t — a) para um valor positivo arbitrário de a. (Alguns dados biográficos sobre Heaviside são apresentados no 
início da Seção 6.1.) 

A transformada de u(t — a) decorre diretamente da integral de definição na Seção 6.1, 


oo oo past oo 
= = —st _ = =st, Es es i 
Lu(t — a)} E u(t — a) dt Je 1 dt 


= 
Il 
Q 


onde aqui a integral começa em t = a (= 0) porque u(t — a) é O para t < a. Logo, 


—as 


(2) (ult — a)) = (s > 0). 


A função degrau unitário é uma típica “função de engenharia”, concebida para auxiliar os engenheiros em 
suas medidas, em casos que fregiientemente envolvem funções (forças motrizes mecânicas ou elétricas) que, 
ou estão atuando ou não no sistema estudado. A multiplicação de funções f(t) por u(t — a) permite-nos produzir 
todos os tipos de efeitos. A idéia básica e simples subjacente a isso está ilustrada nas Figs. 119 e 120. Na Fig. 
119, a função dada é mostrada em (A). Em (B), a função está desligada entre t = 0 e t = 2 (porque u(t- 2) = 0 
quando t < 2), sendo ligada a partir de t = 2. Em (C), ela sofre um desvio de 2 unidades para a direita, digamos, 
por exemplo, de 2 segundos, de modo que começa 2 segundos mais tarde, porém da mesma maneira que antes. 
De modo mais geral, temos o seguinte. 


Consideremos f(t) = O para todo t negativo. Então, f(t — aju(t — a) com a > 0 corresponde a ft) desviada 
(translacionada) para a direita pela quantidade a. 


A Fig. 120 mostra o efeito de diversas funções degrau unitário, três delas representadas em (A) e um número 
infinitamente grande em (B), quando ocorre uma continuidade periódica à direita; este é o efeito de um retifica- 
dor que elimina as meias-ondas negativas de uma tensão senoidal. CUIDADO! Certifique-se de ter entendido 
completamente essas figuras, em particular a diferença entre as partes (B) e (C) da Fig. 119. Veremos a seguir a 
aplicação da Fig. 119(C). 


ult) u(t— a) 


1 — o = 


l 
I 
I 
| 
0 t 0 a t 


Fig. 117. Funcáo degrau unitário u(t) Fig. 118. Função degrau unitário u(t — a) 
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TEOREMA 


PROVA 


10) 
aTa A PA 
A a A 
| 1) / 
+ p=] om~ 
m 2m7 t 2m 27 t 2 m+2 21+2 t 
/ f 
y | V/ 
st O 5L U 


(A) =5sent B) dult- 2) (©) Kt- 2Ju(t-2) 


Fig. 119. Efeitos da função degrau unitário: (A) Função dada. (B) Desligamento e ligamento. (C) Desvio 


= NAN 


LI] 
= 024 6 10 1 


-k 


(A) k[u(t — 1) — 2u(t — 4) + u(t — 6)] (B) 4 sen Er t)[u(t) — u(t — 2) + u(t — 4) — +] 


Fig. 120. Uso de várias funcóes degrau unitário 


Desvio no Tempo (Desvio t): Substituição de t por t - a em f(t) 


O primeiro teorema do desvio (“desvio s”) na Seção 6.1 tratava das transformadas F(s) = L[f(0)) e F(s — 
a) = L{e*f(t)}. Já o segundo teorema do desvio abordará as funções ft) e ft — a). As funções degrau unitário 
são simples ferramentas e o teorema será necessário para aplicá-las em conexão com outras funções quaisquer. 


Segundo Teorema do Desvio; Desvio no Tempo 
Se f(t) tiver a transformada F(s), então a “função desviada” 


e 0 set<a 
(3) fo == at-a = | 
(t— a) 


possui a transformada e “SF(s). Ou seja, se L[f(0) = F(s), então 


set > a 


(4) 


Ou, invertendo ambos os lados, podemos escrever 


Lift ajut — a)) = e “F (s). 


(4%) f(t — aju(t — a) = £r1fe-“sF (s)). 


Falando em termos práticos, se conhecemos F(s), podemos obter a transformada de (3) multiplicando F(s) por 
es, Na Fig. 119, a transformada de 5 sen t é F(s) = 5/(s? + 1), logo a função desviada 5 sen (t — 2) u(t — 2) 
mostrada na Fig. 119(C) possui a transformada 


e F(s) = Se 2/(s? + 1). 


Provemos o Teorema 1. No lado direito de (4), usamos a definição da transformada de Laplace, escrevendo 7 no 
lugar de t (para podermos dispor de t mais tarde). Então, tomando e“ dentro da integral, temos 


pas Per (7) dr = f erro (7) dr. 


Substituindo 7 + a = t, portanto, 7 = t — a, dr = dt na integral (CUIDADO, o limite inferior se altera!), obtemos 


oo 


f eftt = a) dt 


a 


ea (s) 


ener (s) = 
Para fazermos a transformada de Laplace no lado direito, precisamos ter uma integral de O a %, e não de a a %. 
Porém, isso é fácil de ser feito. Multiplicamos o integrando por u(t — a). Então, para t de O até a, o integrando é 
0, e podemos escrever, com f como em (3), 
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EXEMPLO 


els) = | esf(t-ajult-a)dt= | ef at 


0 
(Você vé agora o motivo de u(t — a) aparecer?) Essa integral é o lado esquerdo de (4), a transformada de Laplace 
de f(t) em (3). Isso completa a prova. a 


Aplicação do Teorema 1. Uso das Funções Degrau Unitário 


Escreva a seguinte função usando funções degrau unitário e encontre a sua transformada. 


2 se0<t<1 
flt) =3 18 sel<t< ir (Fig. 121) 


cost se  t>¿im 


Solução. Etapa 1. Em termos das funções degrau unitário, 


f =2(1 — ult — 1)) + Ht2(uít — 1) — ult — 23m) + (cos t)u(t — $r). 


Com efeito, 2(1 — u(t — 1)) dá f(t) para O < 1< 1, e assim por diante. 


Etapa 2. Para aplicarmos o Teorema 1, precisamos escrever cada termo de f(t) na forma f(t — aJu(t — a). Portanto, 2(1 — u(t — 1)) permanece 
como está e fornece a transformada 2(1 — e”*)/s. Então, 


elzt E t+ og) 
e tul 1) e jst- jes juti r 


Ali) di ES 


Juntas, 


2 2 1 1 1 1 q 7) 1 
es y | | em I e rs/2 esla 
$ 5% 2s 56 292 


Se a conversão de f(t) para em f(t — a) for inconveniente, substitua-a por 
(4%) LA (ult — a)) = e t + a)). 
(4**) decorre de (4) quando escrevemos f(t — a) = g(t), logo, f(t) = g(t + a) e então de novo escrevemos f no lugar de g. Portanto, 


pa] ea -ospela 
sf atu Dj =e Li yt +1) e £st +t+> e atata 


como antes. Algo similar ocorre com gut = im). Finalmente, por (4**), 


1 1 1 
gfeostu(t -> ) = errei cost + 57) = e-S2y(-sent) ee ; a 
2 2 s*+1 
ft) 
2 is 
1 Y ana 2 
0 | | | N | y pos e | 
=l = ag em OA did e 


Fig. 121. f(t) do Exemplo 1 


EXEMPLO-2 Aplicação dos Dois Teoremas do Desvio. Transformada Inversa 


Encontre a transformada inversa f(t) de 
es e 


SH PHa 


F(s) = GI 


Solução. Sem as funções exponenciais no numerador, os três termos de F(s) teriam as inversas (sen 1r£)/1r, (sen mt)/7, e te7%, porque 
[o p porq 


1/s? possui a inversa t, de modo que 1/(s + 2)? tem a inversa te? pelo primeiro teorema do desvio na Seção 6.1. Logo, pelo segundo teorema 


do desvio (desvio 1), 
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1 1 io 
ft) = — sen (alt — 1) ult — 1) + — sen (rlt — 2)) ult — 2) + (t = 3)e-2€-Du(t — 3). 


Agora, sen (mt — T) = —sen mt e sen (mt — 27) = sen mt, de modo que o segundo e o terceiro termos cancelam um ao outro quando t > 
2. Logo, obtemos f(t) = O se 0 <1< 1, —(sen rf)/msel <1<2,0se2<1<3, e (1 — 3)e™?t-3 se 1 > 3. Veja a Fig. 122. || 
0,3 


E IN 
/ 
0,2 + / — 
0,1 - J \ / i bs 


PS 
\ / | TI 
0 1 2 3 4 5 6 t 


Fig. 122. f(t) do Exemplo 2 


EXEMPLO-3 Resposta de um Circuito RC a uma Onda Retangular Única 


Calcule o valor da corrente i(t) no circuito RC da Fig. 123 quando é aplicada a ele uma onda retangular única de tensão Vo. Supõe-se que o 
circuito estava em repouso antes de a onda ser aplicada. 


E v(t) i(t) 
o) Vo VYRE N 
e 
Desa 
R 0 a b t 0 a Bl Pa t 


Fig. 123. Circuito RC, força eletromotriz v(t) e corrente do Exemplo 3 


Solução. A entrada é Volu(t — a) — u(t — b)]. Logo, o circuito é modelado pela equação íntegro-diferencial (veja a Seção 2.9 e a Fig. 


123) , 
; q(t) E If. 
Ri(t) + E=* Ri(t) + T ¡(7) dr = v(t) = Volu(t — a) — u(t — b)]. 
0 
Usando o Teorema 3 da Seção 6.2 e a fórmula (1) desta seção, obtemos a equação subsidiária 
1(s) Vo —as —bs 
Rl(s) 4 E E le emes]; 


Resolvendo algebricamente essa equação para I(s), chegamos a 


Vo/R 
I(s) = F (s](e7% — e™®s) onde F (s) = E e SUE) = — RO, 


com a última expressão sendo obtida da Tabela 6.1 da Seção 6.1. Logo, o Teorema 1 fornece a solução (Fig. 123) 
V 
i(t) = 441) = $ UerasÍ (s)) _ EHe- (s)} e E [et D/ROy( o a) o et DURO o b)); 


ou seja, (1) = 0 se t < a, e 


Ke 080 sea<t<b 
i(t) 


(Ki — Kyje RO sea>b 
onde K, = Voe FOIR e Ky = Voe! FOR. E 
1 0 2 0 


EXEMPLO-4 Resposta de um Circuito RLC a uma Entrada Senoidal Durante um Intervalo de Tempo 


Encontre a resposta (ou seja, a corrente) do circuito RLC da Fig. 124, onde E(f) é senoidal e atua somente durante um curto intervalo de 
tempo, digamos, 


E(t) = 100 sen 4001 se0<1<2r e E(t) = 0 se t > 27 
sendo inicialmente nulas a corrente e a carga. 


Solução. Pode-se representar a força eletromotriz E(t) por (100 sen 4005(1 — u(t — 2%)). Logo, o modelo para a corrente i(t) no circuito 
é a equação íntegro-diferencial (veja a Seção 2.9) 


t 
0,1" + 11i + 100 [ 1(7) dr = (100 sen 400t)(1 — u(t — 27), i(0)=0, ¡'(0) = 0. 
0 
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Dos Teoremas 2 e 3 da Seção 6.2, obtemos a equação subsidiária para K($) = £(1) 


100 - 4005 1 E 


| 
0,1sl + 111 + 100 ¿e 


s? + 4002 As s 
Resolvendo algebricamente e notando que s? + 110s + 1000 = (s + 10)(s + 100), obtemos 
i 1000 - 400 ( s se7?7s ) 
© (s + 10)(s + 100) \ s? +400? s? +400? / * 


Para o resultado da multiplicação do primeiro termo entre parênteses (...) pelo fator à sua frente, usamos a expansão por frações parciais 
400 000s A B Ds +K 
(s + 10)(s + 100)(s? + 400% s+ 10 s? + 400? ` 


" s+100 


Agora, determinamos A, B, D, K pelo método que preferirmos, ou usando um sistema de álgebra computacional, do seguinte modo. A mul- 
tiplicação pelo denominador comum fornece 


400 0005 = A(s + 100)(s2 + 400%) + B(s + 10)(s2 + 400?) + (Ds + KXs + 10)X(s + 100). 


Fazemos s = —10 e —100 e então igualamos a zero as somas dos termos em s? e s%, obtendo (com todos os valores arredondados) 


(s = —10) —4 000 000 = 90(10? + 400?)A, A = —0,27760 
(s = —100) —40 000 000 = —90(100? + 400°)B, B = 2,6144 
(termos em s?) 0=A+B+D, D = -2,3368 
(termos ems?) 0 = 100A + 10B + 110D +K, K = 258,66. 


Uma vez que K = 258,66 = 0,6467 - 400, obtemos, portanto, para o primeiro termo 4 em 7 = h — h 
0,2776 2,6144 2,33685 0,6467 - 400 
a s+10 ° s+100  s2+4002 * s?+ 400? 


Da Tabela 6.1 da Segáo 6.1, vemos que sua inversa é 


i(t) = -0,2776e 71% + 2,6144e71%! — 2,3368 cos 4001 + 0,6467 sen 4001. 


Esta é a corrente i(t) quando O < t < 27. No intervalo O < t < 27, ela concorda com a do Exemplo 1 da Seção 2.9 (excetuando-se pela notação), 
que trata do mesmo circuito RLC. Seu gráfico na Fig. 62 da Seção 2.9 mostra que os termos exponenciais decrescem muito rapidamente. 
Note que, agora, a quantidade de trabalho necessária foi substancialmente menor. 

O segundo termo 1, de 1 difere do primeiro termo pelo fator e727, Visto que cos 400(t — 2%) = cos 400t e que sen 400(t — 2%) = sen 
4001, o segundo teorema do desvio (Teorema 1) fornece a inversa i(t) = O se O < t < 27 e, para t > 27, ele fornece 


it) = —0,2776e 1-2 + 2,6144e-100t-27 — 2 3368 cos 4001 + 0,6467 sen 4001. 
Logo, em i(t), os termos em seno e cosseno se cancelam, e a corrente para t > 27 é 
i(t) = —0,2776(e7 1% _ e 10-20) + 2,6144 (071008 — e 00-20), 


Ela vai a zero com muita rapidez, praticamente em 0,5 segundo. a 


C=102F 
R=11Q L=01H 


E() 
Fig. 124. Circuito RLC do Exemplo 4 


PROBLEMAS PROPOSTOS 6.3 


1. PROJETO ESCRITO. Teorema do Desvio. Explique e compa- 
re os diferentes papéis dos dois teoremas do desvio, usando suas 
próprias formulações e exemplos. 


2 3 
4 5 
A , 2 
2-13] FUNÇÃO DEGRAU UNITÁRIO E SEGUNDO el de EARL SEA 
TEOREMA DO DESVIO 8. 1-e*(0<t< T) 9. 1(5<1< 10) 

Faça um esboço ou gráfico da função dada (que se supõe ser nula fora 
do intervalo fornecido). Represente-a usando funções degrau unitário. 
Encontre sua transformada. Mostre os detalhes do que fizer. 12. senh 1 (0 < t < 2) 13. er (2 <t< 4) 


TOA ted) ee (0<t<2) 


. sen 3t (0 < t< 7) . P(Q <t<2) 


10. sen wt (t > 671/0) 11. 20 cos mt (3 < t < 6) 
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14-22 | TRANSFORMADAS INVERSAS PELO SEGUNDO 


TEOREMA DO DESVIO 
Encontre e faça um esboço ou gráfico de Af) se H(f) for igual a: 
14. se7*/(s? + w?) 
15. e7*/5? 
16. s7? — (s7? + s Des 
17. (e7?7s — eBrS/(s2 + 1) 
18. e779/(s? + 25 + 2) 
20. (1 — es — k) 
22. 2,5(e738s — £72685)/5 
23-34| PROBLEMAS DE VALOR INICIAL, ALGUNS COM 
ENTRADAS DESCONTÍNUAS 


Usando a transformada de Laplace e mostrando os detalhes do que 
fizer, resolva: 


19. e7?%/5? 
21. se”*/(s? — 4) 


23. y” + 2y' + 2y =0, y(0) = 0, y'(0) = 1 
24. 9y" — 6y' +y=0, y(0) = 3, y'(0) = 1 
25. y” + 4y' + 13y = 145 cos 2t, y(0) = 10, y(0)= 14 
26. y” + 10y" + 24y = 1442, y0)=12  y'(0)=-=S 


19 

27. y" + 9y = r(t), (À =8sentse0<1<re0 
set >m; y0) = 0, y (0) =4 

28. y” + 3y" + 2y = rÀ, (A =l1se0<t<1e0 
set> 1; y(0)=0, y (0 =0 

29. y" + y =r(0, rt) =tse0<t<1le0 


se t> l; y(0) = y'(0) =0 
30. y” — 16y = (i), r()= 48 se0<1<4e0 
se t > 4; y(0) = 3, y'(0) = —4 


31. y" + y'—2y=H(0,r() = 3 sent — cos t se 0 < t < 27 
e 3 sen 2t — cos 2t se t > 27; y(0) = 1, y (0) =0 
32. y” + 8y' + 15y =r(0), (A = 35 se0 <t<2e0 
se t> 2; y(0) = 3, y'(0) = -8 
33. (Dados desviados) y” + 4y =82se0<1<5e0set> 5; 
y) = 1 + cos 2, y'(1) = 4 — 2 sen 2 
34. y" + 2y' + 5y = 10 sen tse 0 < t < 27 e 0 
se 1 > 2T; y(T) = 1, y (m) = 2e77 — 2 


MODELOS DE CIRCUITOS ELÉTRICOS 


35. (Descarga) Usando a transformada de Laplace, encontre a carga 
q(t) no capacitor de capacitância C da Fig. 125, considerando que 
o capacitor está carregado de tal modo que seu potencial é Vo e a 
chave é ligada em t = 0. 


c R 


[a 


Fig. 125. Problema 35 


36-38| CIRCUITO RC 

Usando a transformada de Laplace e mostrando os detalhes do que 

fizer, encontre a corrente i(f) no circuito da Fig. 126, com R = 10 Q 

e C = 10? F, onde se supõe que, em í = 0, a corrente seja nula e: 

36. v(t) = 100 V se 0,5< t < 0,6 e O nos demais instantes. 
Por que i(t) apresenta saltos? 

37. v=0ser<2e100(1 — 2) V ser > 2 

38. v = O set < 4 e 14: 10% V set > 4 


v(t) 
Fig. 126. Problemas 36-38 


39-41| CIRCUITO RL 
Usando a transformada de Laplace e mostrando os detalhes do que 
fizer, encontre a corrente i(t) no circuito da Fig. 127, supondo que 
i(0) = O e que: 
39. R = 10 Q, L = 0,5 H, v = 200t V e0 <t<2e0set>2 
40. R = 1 KQ (= 1000 0), L = 1 H, v = 0 se 

0< t< T, e40 sen tV set> rm 
41. R = 25 Q, L = 0,1 H, v = 490e*Vse0<t<le0ser> 1 


v(t) 
Fig. 127. Problemas 39-41 


42-44 | CIRCUITO LC 
Usando a transformada de Laplace e mostrando os detalhes do que 
fizer, encontre a corrente i(t) no circuito da Fig. 128, supondo que, 
inicialmente, a carga no capacitor e a corrente sejam nulas e que: 
42. L = 1 H, C = 0,25 F, v = 200(1 — 31%) V se 
0O<tf<1le0ser>1 
43. L = 1 H, C = 107? F, v = —9900 cos t V se 
m < t< 37 e0 em outros instantes 
44. L = 0,5 H, C = 0,05 F, v = 78 sen tV se0 < t< mel set>m 


v(t) 
Fig. 128. Problemas 42-44 


45-47 | CIRCUITO RLC 

Usando a transformada de Laplace e mostrando os detalhes do que 
fizer, encontre a corrente i(t) no circuito da Fig. 129, supondo que a 
corrente e a carga iniciais sejam nulas e que: 


45. R= 2 Q, L= 1 H, C = 0,5 F, v(ð = 1 kV se 
O<t<2e0set>2 
46. R = 4 Q, L = 1 H, C = 0,05 F, v = 34e* V se0<t<4e0 
set>4 
47. R = 2 Q, L = 1H, C = 0,1 F, v = 255 sen t V se 0 < t < 2r 
e 0 se t > 27 c 
R L 


v(t) 
Fig. 129. Problemas 45-47 
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6.4 Impulsos Curtos. Função Delta de Dirac. 
Frações Parciais 


Os fenômenos de natureza impulsiva, como a ação de forças ou de tensões durante curtos períodos de tempo, 
surgem em diversas aplicações, como, por exemplo, quando um sistema mecânico é atingido pelo golpe de um 
martelo, um avião faz uma aterrissagem “forçada”, uma única e grande onda atinge um navio, quando se bate 
numa bola de tênis com uma raquete, e assim por diante. Nosso objetivo é mostrar como problemas desse tipo 
podem ser modelados pela “função delta de Dirac”, podendo ser resolvidos de maneira muito eficiente pela 
transformada de Laplace. 

Para modelarmos situações desse tipo, consideramos a função 


1/k sea =t=a+k , 
(1) fut—a) = (Fig. 130) 
0 em outros instantes 


(e, posteriormente, seu limite à medida que k — 0). Essa função representa, por exemplo, uma força de magnitude 
1/k atuando de t = a até t = a + k, onde k é um número positivo e pequeno. Em mecânica, a integral de uma força 
agindo durante um intervalo de tempo a = t = a + k é chamada de impulso da força, ocorrendo algo similar 
para as forças eletromotrizes E(t) agindo sobre circuitos. Visto que o retângulo sombreado na Fig. 130 tem área 
1, o impulso de fọ em (1) é 

a+k 1 


0) =) fut-a)dt= f q ót=1, 


a 


Para descobrirmos o que acontecerá à medida que k se tornar progressivamente menor, tomamos o limite de 
f, à medida que k — 0 (k > 0). Esse limite é representado por (t — a), ou seja, 


alt= a) = lim falt — a). 


dt — a) é a chamada função delta de Dirac? ou função impulso unitário. 

dt — a) não é uma função no sentido comum usado no cálculo, mas sim uma função generalizada.? Para per- 
cebermos isso, observemos que o impulso Z, de fẹ é 1, de modo que, de (1) e (2), e tomando o limite à medida 
que k — 0, obtemos 


00 set=a co 
6) lt — a) = e f at-adt=1, 
0 em outros instantes 0 


porém, sabemos do cálculo que uma fungáo que vale O em todo lugar excetuando-se num único ponto tem neces- 
sariamente uma integral nula. Não obstante, nos problemas envolvendo impulsos, é conveniente operar em (t — a) 
como se esta fosse uma função ordinária. Em particular, para uma função contínua g(t), utiliza-se a propriedade 
[fregientemente chamada de propriedade da peneiração de (t — a)]* 


(4) f otalt — a) dt = gía) 


que é plausível por (2). 


Área=1 


1/k 


a a+k t 


Fig. 130. A função f,(t - a) em (1) 


2 PAUL DIRAC (1902-1984), físico inglês, que em 1933 recebeu o Prêmio Nobel [juntamente com o austríaco ERWIN SCHRÖDINGER 
(1887-1961)] por seus trabalhos em mecânica quântica. 

As funções generalizadas são também chamadas de distribuições. Sua teoria foi criada em 1936 pelo matemático russo SERGEIL VOVICH 
SOBOLEV (1908-1989) e, em 1945, sob aspectos mais abrangentes, pelo matemático francês LAURENT SCHWARTZ (1915-2002). 
* No original, o autor alerta o leitor de língua inglesa para não confundir os termos “filtragem” (sifting) e “desvio” (shifting), ambos usados 
neste capítulo. (N. T.) 
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EXEMPLO 


Para obtermos a transformada de Laplace de (t — a), escrevemos 


f,(t= a) = 


e tomamos a transformada [veja (2)] 


SLI (t a)) = 1 le-as e—a+k)s] = eras 1 — ee 
k ks ks 
Agora, consideremos o limite à medida que k — 0. Pela regra de l’ Hôpital, o limite do quociente no lado direito 
é 1 (derive o numerador e o denominador separadamente em relação a k, obtendo se™ e s, respectivamente, e use 
se™/s —> 1 enquanto k — 0). Logo, o lado direito tem o limite e“. Isso sugere o uso deste limite para definir a 
transformada de ô(t — a), ou seja, 


(5) Slot — a)} = e=“. 


As funções degrau unitário e impulso unitário podem agora ser usadas no lado direito das EDOs que modelam 
sistemas mecânicos ou elétricos, conforme exemplificaremos a seguir. 


Sistema Massa-Mola sob uma Onda Quadrada 


Determine a resposta do sistema massa-mola amortecido (veja a Seção 2.8) sob a ação de uma onda quadrada, modelada por (veja a Fig. 
131) 


n 


y” + 3y + 2y = rÀ = ult — 1) — ult — 2), »(0) = 0, y'(0) = 0. 


Solução. De (1) e (2) da Seção 6.2 e de (2) e (4) desta seção, obtemos a equação subsidiária 
1 


I 
SY + 3sY + 2Y = (68 — 2), Solução: Y(s) = Ts — 0725), 
s! ) É (9 = rasa ) 
Usando a notação F(s) e frações parciais, obtemos 
1 1 1/2 1 1/2 
F(s) = =3 = + . 
s(s* +35 +2) s(s+1)s+2) s s+1 s+2 


Da Tabela 6.1 da Seção 6.1, vemos que a inversa é 


flt) = L£ UF) = 4- et + te”, 


Portanto, pelo Teorema 1 da Seção 6.3 (desvio t), obtemos a resposta da onda quadrada, que está mostrada na Fig. 131, 
y = 2TUF(s)e7* — F (s)e7?s) 


0 (0<t<1) 
=41 TD y le-26-D A<t<9) 
ED y e7t-2 y le-24-D = le-24-2) (>). E 
NO) 
1 IT ora 
l l 
| l 
l 
0,5} i I 
I 
! y 
| > 
0 l E age ] == 
0 1 2 3 4 t 


Fig. 131. Onda quadrada e resposta do Exemplo 1 


EXEMPLO-2 Resposta de um Sistema Massa-Mola a um Golpe de Martelo 


Encontre a resposta do sistema do Exemplo 1 com a onda quadrada substituída por um impulso unitário no instante 1 = 1. 
Solução. Temos agora a EDO e a equação subsidiária 
y” + 3y' +2y=38(1— 1), e E + 3s + 2Y = E 


Resolvendo algebricamente, obtemos 
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Y es 1 1 ) E 
ri a 542/0" 
Pelo Teorema 1, a inversa é 
i 0 se0<t<1 
y(t) = £~ (Y) = i 
¿UD — ¿21 se t> 1 


y(t) é mostrada na Fig. 132. Você poderia imaginar como o gráfico da Fig. 131 se aproxima do gráfico da Fig. 132 à medida que a onda vai 


se tornando cada vez mais curta, com a área do retángulo permanecendo com o valor 1? E 
yu) 
0,2 f N 
0,1 H N 
0 | | E 
0 1 3 5 t 


Fig. 132. Resposta a um golpe de martelo do Exemplo 2 


EXEMPLO-3 Rede RLC com Quatro Terminais 


Na Fig. 133, encontre a resposta da tensão de saída, considerando que R = 20 Q, L = 1 H, C 107% F, a entrada é S(t) (correspondente a 
um impulso unitário no instante t = 0) e a corrente e a carga são nulas no instante t = 0. 


Solução. Para compreender o que está se passando, observe que esse circuito elétrico consiste em um circuito RLC ao qual estão conec- 
tados dois fios em A e B, para medir a tensão v(t) no capacitor. Lembrando da Seção 2.9 que a corrente i(t) e a carga g(t) relacionam-se pela 
fórmula i = q' = dqldt, obtemos o modelo 


Li +Ri4 T La” + Rq’ + T q” + 20q' + 10 000q = alt). 
De (1) e (2) da Seção 6.2 e de (5) desta seção, obtemos a equação subsidiária para O(s) = £(q) 
1 
(s? + 20s + 10 000)Q = 1. Solução: Q= 


(s + 10)? + 9900 ` 


Pelo primeiro teorema do desvio na Seção 6.1, obtemos de Q as oscilações amortecidas para q e v; arredondando 9900 = 99,502, obtemos 


(Fig. 133) 
1 
q = £ HQ) = 99,50 e 10% sen 99,50t e v= E = 100,5e71% sen 99,50t. E 
a(t) v 
80 / 
R L 40H N 
RWA 
c ol | N 45 1 
A B 0,05 Ol 0,15./0,2 “0,25 03 + 
-40 + á 
Ny 
vt) =" -80 f- 
Circuito elétrico Tensáo no capacitor 


Fig. 133. Circuito elétrico e tensáo de saída do Exemplo 3 


Mais sobre Frações Parciais 


Vimos que a solução Y de uma equação subsidiária usualmente surge na forma de um quociente de polinômios 
Y(s) = F(s)/G(s), de modo que uma representação por frações parciais leva a uma soma de expressões cujas 
inversas se podem obter de uma tabela, com a ajuda do primeiro teorema do desvio (Seção 6.1). Essas represen- 
tações são às vezes chamadas de expansões de Heaviside. 

Em G(s), um fator não-repetido s — a requer uma fração parcial simples A/(s — a). Veja os Exemplos 1 e 2 que 
acabamos de abordar. Os fatores reais repetidos (s — ay, (s — ay?, etc. requerem as frações parciais 


A, A, As A, A, 
+ + 
(s — ay? s-a' (s — ay? (s — ay? s-a 
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EXEMPLO 4 


As inversas são (Apt + Ae“, (1Ag1? + Ast + Aje“, etc. 
Os fatores complexos não-repetidos (s — als — a), a = a + iß, a = a — if, requerem uma fração parcial 
(As + B)/|(s — a)? + [2]. Uma aplicação disso pode ser vista no Exemplo 4 da Seção 6.3, e uma outra é a seguinte. 


Fatores Complexos Não-repetidos. Vibrações Forçadas Amortecidas 


Resolva o problema de valor inicial para um sistema massa-mola amortecido que é posto em movimento por uma força senoidal durante um 
certo intervalo de tempo (Fig. 134), 
y” +2' +2y=r@®, rt) =10sen2se0<t<me0set >; y(0)=1, y'(0)=-=S. 


Solucáo. Da Tabela 6.1, de (1) e (2) da Seção 6.2 e do segundo teorema do desvio da Seção 6.3, obtemos a equação subsidiária 


(sY —s + 5) + 2(sY — 1) + 2Y = 10 3 (1 — e775), 
st +4 
Agrupando os termos em Y, (s2 + 2s + 2)Y, fazemos —s + 5 — 2 = —s + 3 no lado direito e resolvemos, 
20 206778 s-3 


(6) Y = 


(S2 + 4)(s2 + 25 + 2) (S2 +48 +25 +2)  s.+28+2' 


Para a última fração, obtemos da Tabela 6.1 e do primeiro teorema do desvio, 
4 s+1-4 
( 


7 A a 
™ s+1241 


] =e (cost — 4 sent). 


Na primeira fração em (6), temos raízes complexas não-repetidas, logo, uma representação por frações parciais 
20 As +B Ms +N 
2 2 = e2 +2 : 
(s% + 4)(s% + 25 + 2) s +4 so +25+2 


A multiplicagáo por um denominador comum dá 


20 = (As + Bs? + 2s + 2) + (Ms + Ns? + 4). 


Determinemos A, B, M, N. Igualando os coeficientes de cada potência de s em ambos os lados, obtemos as quatro equações 
[s3l: [s2]: 
© [5]: @ [5º]: 


Podemos resolver isso, por exemplo, obtendo M = —A de (a), então obtemos A = B de (c), logo N = -3A de (b) e finalmente A = —2 de (d). 


(a) 0=A4A+M (b) 0=24A+B+N 


0 = 24 + 2B + 4M 20 = 2B + 4N. 


Logo, A 2, B 2,M=2,N=6,e a primeira fração em (6) tem a representação 
=2s — 2 2(s+1)+6-2 , i 

(8) 3 3 . Transformada inversa: —2 cos 2t — sen 2t + e™*(2 cost + 4 sent). 
s2+4 (s + 1) + 1 


A soma disso e de (7) é a solução do problema para O < £ < 7, a saber (os senos se cancelam), 


(9) 


Na segunda fração em (6) tomada com o sinal negativo, temos o fator e””*, de modo que, de (8) e do segundo teorema do desvio (Seção 6.3), 
obtemos a transformada inversa 


+2 cos (2t 


y(1) = 3e™ cost — 2 cos 2t — sen 2t se0<1< T. 


211) + sen (2t — 2) — e 27 [2 cos (t — m) + 4 sen (t — 7)] 


= 2 cos 2t + sen 2t + e 27 (2 cost + 4 sent). 


A soma disso e de (9) é a solução para t > m. 


(10) YA = e™[(3 + 2e7) cos t + 4e” sen 1] set> T. 


A Fig. 134 mostra (9) (para O < t < 7) e (10) (para t > 7), uma vibração inicial, que vai a zero rapidamente por causa do amortecimento e 
da ausência de uma força motriz após t = 77. El 


NO) 


NA 
E 


a” A y = O (Posição | i , i j 
ar o H o 
| de equilíbrio) J F / 27 3x is i 
a y | 
Força a “Cs ed / 
=| Amortecedor (amortecimento) 2 | 


E Y 


= 


Sistema mecânico Saída (solução) 


Fig. 134. Exemplo 4 
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O caso dos fatores complexos repetidos [(s — a)(s — a)]?, que é importante em conexão com a ressonância, será 


tratado pela “convolução” na próxima seção. 


PROBLEMAS PROPOSTOS 6.4 


1-12 


O EFEITO DA FUNÇÃO DELTA NOS SISTEMAS 


VIBRATÓRIOS 


Mostrando os detalhes do que fizer, obtenha a solugáo das seguintes 


EDOs, representando-as graficamente e discutindo-as. 


1. 


E 


14. 


E S 


y” + y =8(t— 27), y(0) = 10, y'(0) = 0 
y” +2y +2=e!t+58t—2), y(0)=0, y(0)=1 
y” — y = 108(£ — 5) — 1008(t — 1), y(0) = 10,  y'(0)=1 
y” + 3y' + 2y = 10(sen 1 + ôt — 1)), y(0) = 1, y'(0) = —1 
y” +4y' + 5y = [1 — u(t 10)e — e8(t — 10) 
y0) = 0, y'(0) =1 
y” + 2y! — 3y = 1006(t — 2) + 1008(t — 3), 
y(0) =1, y'(0)=0 
y” + 2y' + 10y = 10[1 — u(t — 4)] — 108(t — 5), 
y(0) =1, y'(0) =1 
y” + 5y' + 6y = ôlt Lar) + ult — T) cos t, 
y0) = 0, y'(0)=0 
y” + 2y' + 5y = 251 — 1008(1 — m), y(0)=-2, y(0)=5 
. y” + 5y = 25t — 1008 — 7),  y(0)=-2, y (0) = 5. 
(Compare com o Problema 9.) 
"+ 3y" — 4y = 2¢ — 8e5(1 — 2), XO = 2, y'O) =0 
"+y=-2sent+ 1084 — 7) y0)=0, y(0=1 
. PROJETO DE ÁLGEBRA COMPUTACIONAL. Efeito do 


Amortecimento. Considere um sistema vibratório de sua escolha, 
modelado por 


y+ oy +ky=r( 


com r(t) envolvendo uma função 6. (a) Usando gráficos da solução, 
descreva o efeito de se diminuir continuamente o amortecimento, 
fazendo-o ir a O e mantendo k constante. 


(b) O que acontece se c for mantida constante e k for continuamente 
aumentada a partir de 0? 


(c) Estenda seus resultados para um sistema com duas funções ô 
no lado direito, atuando em instantes diferentes. 


PROJETO DE ÁLGEBRA COMPUTACIONAL. Limite de 
uma Onda Retangular. Efeitos do Impulso. 


(a) No Exemplo 1, considere uma onda retangular de área 1 de 1 a 
1 + k. Faça um gráfico das respostas para uma segiiência de valores 
de k aproximando-se de zero, ilustrando o fato de que, para valores 
progressivamente menores de k, essas curvas aproximam-se da 
curva mostrada na Fig. 132. Sugestão: se seu sistema de álgebra 
computacional não fornecer soluções para a equação diferencial 
envolvendo k, adote valores específicos de k desde o início. 

(b) Faça experiências sobre a resposta da EDO no Exemplo 1 
(ou de outra EDO de sua escolha) para um impulso %(t — a) com 
diversos valores de a (> 0) sistematicamente escolhidos; escolha as 
condições iniciais y(0) # 0, y'(0) = 0. Considere também a solução 
caso nenhum impulso seja aplicado. Existirá uma dependência da 
resposta em a? E em relação a b caso você escolha bó(t — a)? 
Poderia — 9(t — 4) com 4 > a anular o efeito de (t — a)? Você 
consegue imaginar outras questões que poderiam ser consideradas 
experimentalmente ao inspecionar os gráficos? 


15. 


16. 


PROJETO. Fórmulas de Heaviside. (a) Mostre que, para uma 
raiz simples a e a fração A/(s — a) em F(s)/G(s), temos a fórmula 
de Heaviside 
(s — a)F(s) 

G(s) 
(b) Similarmente, mostre que, para uma raiz a de ordem m e frações 
em 


A = lim 


s>a 


F (s) — Am Am-1 
G(s) (s o a)” (s no aj” 
A, a 
+ + outras frações 
s—a 
temos as fórmulas de Heaviside para o primeiro coeficiente 
„(s — a)™F (s) 
mm os) 


e, para os outros coeficientes, 


(s — a)”F (s) | 
G(s) y 
k= 1, -*-¿m= E 


PROJETO DE EQUIPE. Transformada de Laplace de Fun- 
ções Periódicas 


A 1 lim qr 
e= mk! sba dE 


(a) Teorema. A transformada de Laplace de uma função f(t) con- 
tínua por intervalos e com período p é 


1 p 
11 = == f mst > 0). 
(11) AS) O (s>0) 
Prove este teorema. Sugestão: escreva a = K F s? +... Nan- 


ésima integral, faça t = (n — 1)p. Exclua e"-D” debaixo do símbolo 
da integral. Use a fórmula da soma para as séries geométricas. 
(b) Retificador de meia-onda. Usando (11), mostre que, na Fig. 
135, a retificação de meia-onda de sen wt tem a transformada de 
Laplace 


w(1 + e77) 
(f) (s2 E (1 _ e 2msto) 
w 
o (S? E aP) Cas 


(Un retificador de meia-onda exclui as porções negativas da cur- 
va. Um retificador de onda inteira converte essas porções negati- 
vas em positivas; veja a Fig. 136.) 


0) 


i ? 
0 zlo 


k N 
21/0 31/0 t 


Fig. 135. Retificação de meia-onda 


0 rlo 


N | 
2110 31/0 t 


Fig. 136. Retificação de onda inteira 
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(c) Retificador de onda inteira. Mostre que a transformada de (e) Função escada. Encontre a transformada de Laplace da função 
Laplace da retificação de onda inteira de sen wt é escada da Fig. 138, notando que ela é a diferença entre kt/p e a 
as função dada em (d). 
=2 2 coth —. 
SS Hw 2w IO) 
j 
(d) Onda dente-de-serra. Encontre a transformada de Laplace da — —= 
onda dente-de-serra da Fig. 137. k Y 
N l | | 
fO 0 p 2p 3p t 
k l | A Fig. 138. Função escada 
i i i 
l l | 
L L L 
0 p 2p 3p t 


Fig. 137. Onda dente-de-serra 


6.5 Convolução. Equações Integrais 


TEOREMA 


EXEMPLO 


EXEMPLO-2 


A convolução tem a ver com a multiplicação de transformadas. A situação é a seguinte. A adição de transformadas 
não representa nenhum problema; sabemos que E(f + g) = Hf) + L(g). Por outro lado, a multiplicação de 
transformadas ocorre frequentemente em conexão com as EDOs, as equações integrais e em outras aplicações. 
Nesses casos, usualmente conhecemos “P(f) e £(g) e gostaríamos de conhecer a função cuja transformada é o 
produto £(f)£(e). Poderíamos talvez supor que isso corresponderia a fg, porém tal resultado é falso. A transfor- 
mada de um produto é geralmente diferente do produto das transformadas dos fatores, 


Hfg) + EPE) em geral. 


Para vermos isso, façamos f = ee g = 1. Então, fg = el, Hfg) = Is — 1), mas £(f) = IXs — 1) e (1) = 
ls dá HPLg) = Us? — s). 

De acordo com o teorema a seguir, a resposta correta é que £(f)£(g) é a transformada da convolução de fe 
g, representada pela notação-padrão f * g e definida pela integral 


a) h(t) = (f = g(t) = Í fimglt — 7) dr. 


Teorema da Convolucáo 


Se duas funções fe g satisfazem à suposição do teorema da existência da Seção 6.1, então suas transforma- 
das Fe G existem e o produto H = FG é a transformada de h dada por (1). (A prova disso será fornecida 
após o Exemplo 2.) 


Convolução 
Considere H(s) = 1/[(s — a)s]. Encontre A(t). 


Solução. 1/(s — a) possui a inversa f(t) = e% e 1/s tem a inversa g(?) = 1. Com f(T) = e” e g(t— 7) = 1, obtemos, portanto, de (1), a 
resposta t 


1 
hY =e=1= [esrtdr= — (e* — 1) 
0 a 
Para verificar isso, calcule 
1 1 1 a 1 
=-8 = = = plaut) q 
H(s) = S£(h)(s) a = E ER T Le”) L). E 


Convolução 
Considere H(s) = 11(s? + w). Encontre h(t). 


Solução. A inversa de 1/(s2 + w?) é (sen wt)/w. Logo, de (1) e da fórmula trigonométrica (11) no Apéndice 3.1, com x = Hot + w7) e 
y= Hot — wT), obtemos 
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PROVA 


sen wt sen owt 1 i 
h(t) = * = > | Sen wr sen w(t — 7) dr 
0 


109) w Ww 


1 t 
= z fi COS œt + cos wr] dr 
2w 0 


1 
= 2 | ecos ot + 
w 


sen cid e 
7=0 


sen wt | 


E COS wt + 
(09) 


20? 
o que concorda com a fórmula 21 da tabela da Seção 6.9. a 


Provemos o Teorema 1 da Convolução. CUIDADO! Observe quais são as variáveis de integração! Podemos 
representá-las como quisermos, por exemplo, por 7 e t, e escrevemos 


o0 oo 


F(s) = li e f(T) dr e G(s) = l e*Pg(p) dp. 


0 
Agora, fazemos t = p + 7, onde 7 é primeiramente um valor constante. Então p = t - 7, e t varia de 7 a o, Por- 
tanto, 


G(s) =i esntorglt — 7) dt = er f eg(t — 7) dt. 


rem F e tem G variam independentemente. Logo, podemos inserir a integral G na integral F. Então, o cance- 
lamento de e*” e e°” fornece 


oo 


Fls)G(s) = | efie | egt- a dtdr= f fin) | egt- dear. 
0 T 0 T 

Aqui, mantemos 7 fixo e fazemos a integração em £ de 7 a %, e depois integramos em 7 de O a o. Esta é a região 

sombreada na Fig. 139. Sob a suposição adotada para fe g, a ordem de integração pode ser invertida (veja a Ref. 

[A5] para uma prova usando a convergência uniforme). Então, integramos primeiro em relação a 7 de O a t, e 

depois em relação a t de O a %, ou seja, 


oo E oo 


[es f fimatt— mardt = f eht) dt = £(h) = His). 


0 0 0 


m 
— 
un 
— 
(ep) 
— 
un 
— 
II 


Isso completa a prova. a 


t 


Fig. 139. Regiáo de integracáo no plano tr, na prova do Teorema 1 


A partir da definigáo, segue-se quase imediatamente que a convolugáo tem as propriedades 


f *g=g>*f (lei comutativa) 

f * (91 +92) =f *91 +f *92 (lei distributiva) 

(f =g) *v =f * (g * v) (lei associativa) 
f*0=0=*f=0 


similarmente ás da multiplicação de números. Entretanto, há também duas propriedades náo-usuais, que são as 
seguintes. 
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EXEMPLO-3 


EXEMPLO-4 


Propriedades Não-usuais da Convolução 


Em geral, f * 1  f. Por exemplo, 
t 


ts1= [ mldr= 4 at 
0 


(f = PO = 0 pode não se verificar, como se observa no Exemplo 2 com w = 1, que dá 


sent * sent = —4t cost + ¿sent (Fig. 140). Mi 


+ YA 


4 + 


Fig. 140. Exemplo 3 


Consideraremos agora o caso de uma raiz dupla complexa (que foi deixada de lado na última seção, apresen- 
tada em conexão com as frações parciais) e encontraremos a solução (a transformada inversa) diretamente pela 
convolução. 


Fatores Complexos Repetidos. Ressonância 


Num sistema massa-mola não-amortecido, ocorre ressonância se a frequência da força motriz for igual à frequência natural do sistema. Então, 
o modelo é (veja a Seção 2.8) 


y” + wy = K sen wot 


onde wo? = k/m, k é a constante elástica da mola e m é a massa do corpo a ela preso. Por simplicidade, supomos que y(0) = 0 e y'(0) = 0. 
Então, a equação subsidiária é 


Ko Ko 
2 2 _ 0 os o 0 
SY + oo Y == 3. Sua solucáo é y= Proa oF 


Esta é uma transformada como a do Exemplo 2, com w = wọ e sendo multiplicada por Kw,. Logo, do Exemplo 2, podemos ver diretamente 
que a solução do nosso problema é 
sen wot K 


K wo 
z | —tcos wat + = z (— wot COS wot + sen wat). 
200 wo 200 


y(t) = 


Vemos que o primeiro termo cresce sem restrição. E claro que, havendo ressonância, esse termo tem que ocorrer. (Veja também um tipo 
similar de solução na Fig. 54 da Seção 2.8.) E 


Aplicação a EDOs Lineares Não-homogêneas 


As EDOs lineares não-homogêneas podem agora ser resolvidas por um método geral baseado na convolução, pelo 
qual se obtém a solução na forma de uma integral. Para ver isso, lembre da Seção 6.2 que a equação subsidiária 
da EDO 


(2) y” + ay! + by = rð (a, b constantes) 
tem a solução [(7) na Seção 6.2] 
Y(s) = [(s + a)y(0) + y (OJQ) + R(s)Q(s) 


com R(s) = £(r) e O(s) = 1/(s? + as + b) sendo a função de transferência. Obter a inversa do primeiro termo 
[: + -] não representa nenhuma dificuldade pois, independentemente de la? — b ter um valor positivo, nulo ou 
negativo, sua inversa será uma combinação linear de duas funções exponenciais, ou terá a forma (c, + coe “2, 
ou corresponderá a uma oscilação amortecida, respectivamente. O termo interessante neste caso é R(s)O(s), pois 
r(t) pode assumir diversas formas de importância prática, como veremos. Se y(0) = 0 e y'(0) = 0, então Y = RO, 
e o teorema da convolução fornece a solução 


t 


3) y = f alt= dria dr 
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EXEMPLO-5 


EXEMPLO 6 


EXEMPLO 7 


Resposta de um Sistema Vibratório Amortecido a uma Onda Quadrada Única 


Usando a convolugáo, determine a resposta do sistema massa-mola amortecido modelado por 
y” + 3y' + 2y = r(0), r(t) = 1se1< t< 2 e0 em outros instantes, y0) = y0) =0. 


Esse sistema com uma entrada (força motriz) atuante apenas durante um certo tempo (Fig. 141) foi resolvido por redução em frações 
parciais na Seção 6.4 (Exemplo 1). 
Solução por Convolução. A função de transferência e sua inversa são 
1 gh pk 1 
2 +35+2 (s+1s+2) s+1 s+2' 


logo, qt) = e 


Logo, a integral de convolução (3) é (excetuando-se quanto aos limites da integração) 


y(t) = fot -m-1d7= flee» a e-24-9] dr=e 1-9 — le-26-9, 


Agora vem um ponto importante da manipulação da convolução. r(7) = 1 somente se 1 < 7 < 2. Logo, set < 1, a integral é nula. Se 1 < t < 
2, temos que integrar de 7 = 1 (e não de 0) a t. Isso fornece (com os dois primeiros termos do limite superior) 


—0 1,¿-0 —(t-1 1,¿-2t-1 1 —(t-1 la- 20- 
y(t) = e GE 5e ma (e ( ) — 2e é 2) => e s á + 2e £ 3, 
Set > 2; temos que integrar der=1a2 (e nao a t). Isso fornece 
—(t -2 l1a—2t -2 —(t-1 la—2t—1 
y(t) =e ( ) e ( ) (e G ) se ( 2. 


A Fig. 141 mostra a entrada (a onda quadrada) e a interessante saída, que é nula de O a 1, após o que ela aumenta, atinge um máximo (próximo 
de 2,6) depois de a entrada ter se anulado (por qué?), e finalmente decresce monotonicamente a zero. 


IA 
1H == 
l I 
l I 
0,5 | Pd Saída (resposta) 
l 
l —— 
E ad E sie 
ans l 
% 1 2 3 4 t 


Fig. 141. Onda quadrada e resposta do Exemplo 5 


Equações Integrais 


A convolução também ajuda a resolver certas equações integrais, ou seja, equações onde a função desconhecida 
y(t) aparece numa integral (e talvez também fora dela). Isso se refere a equações com uma integral que tem a 
forma de uma convolução. Logo, essas equações são especiais, sendo suficiente explicar a idéia em termos de 
dois exemplos, acrescentando alguns outros casos entre os problemas propostos. 


Uma Equação Integral de Volterra de Segunda Espécie 


Resolva a equação integral de Volterra de segundo espécie” 
t 


XD) — | y(7) sen (t — 7) dr = t. 
0 


Solução. De (1), vemos que a equação dada pode ser escrita como uma convolução, y — y * sen t = t. Escrevendo Y = £(y) e aplicando 
o teorema da convolução, obtemos 


1 s? 1 
a A 
A solução é 
Ssk de. | tê 
Y(s) = Road zz e fornece a resposta y(t) =t + E 
Verifique o resultado no SAC ou por substituição e fazendo repetidas integrações por partes (o que precisará de paciência). a 


Outra Equacáo Integral de Volterra de Segunda Espécie 


Resolva a equação integral de Volterra 


3 Se o limite superior da integração for variável, a equação recebe o nome do matemático italiano VITO VOLTERRA (1860-1940) e, se 
esse limite for constante, a equação recebe o nome do matemático sueco IVAR FREDHOLM (1866-1927). A expressão “de segunda espécie 
(primeira espécie)” indica que y ocorre (não ocorre) fora da integral. 
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y(t) fa H T) y(t= 7) dr=1= senht. 
0 


Solucáo. Por (1), podemos escrever y — (1 + t) *y = 1 — senh t. Escrevendo Y = £(y), obtemos, usando o teorema da convolução e 
entáo tomando denominadores comuns, 


JE E | 1 1 vis) $e 51 s= lss 
s ' , ogo, s)» = l 
s se s i 9 52 s(s? —1) 


(s? — s — 1)/s cancela-se em ambos os lados, de modo que a resolução de Y simplesmente fornece 


Y(s) = easolucáo é y(t) = cosh t. E 


PROBLEMAS PROPOSTOS 6.5 


1-8 CONVOLUÇÕES POR INTEGRAÇÃO (d) Delta de Dirac. Demonstre a fórmula da filtragem (4) da Seção 
Essas Por 6.4, usando f, com a = 0 [(1) Seção 6.4] e aplicando o teorema do 
Ei E da de valor médio para as integrais. 
' nas ' pe e a (e) Força motriz não-especificada. Mostre que as vibrações for- 
iS 4. el *e” (a + b) cadas governadas por 
5. 1 * cos wt 6. 1 * fÐ y , 
7. ekt * port 8. sen 1 * cos t y toy = r), y0) = K, y 0) = K, 
” com w + 0 e uma força motriz náo-especificada r(t) podem ser 
9-16| TRANSFORMADAS INVERSAS POR CONVOLUCAO escritas na forma de convolução, 
Encontre Af) considerando que £(f) é igual a: y = 1 sen wt + r(t) + K, Cos wt + Ka sen ot. 
1 1 w w 
9 = 10, —— e 
(s — 3)(s + 5) sis =) 27-34 | EQUAÇÕES INTEGRAIS 
1 1 12. 1 Usando transformadas de Laplace e mostrando os detalhes do que 
s(s? + 4) ss — 2) fizer, resolva: 
1 S t 
F 1) A +17 27. y(t) — Lo dr =1 
0 
1 5 t 
15. s(s? — 9) 16. (s2 + 1)(s? + 25) 28. y(t) + IEG cosh (t — T) dr = t+ el 
0 


17. (Frações parciais) Usando frações parciais, resolva os Problemas E 
9, 11 e 13. Comente sobre a quantidade de trabalho necessária para 29. y(1) — Í y(T) sen (t — T) dT = cos t 
0 


isso. 


t 
18-25 | RESOLUÇÃO DE PROBLEMAS DE VALOR INICIAL 30. y(1) + 2 | e cos (E =T) dr = cos t 


Utilizando o teorema da convolução, resolva: t 
18. y” EEE y(0) = 0, y'O ==) 31. y(t) + Ja = T)y(T) dr = 1 
19. y” + 4y = sen 3t, y(0)=0, y'(0)=0 t 
20. y” + Sy" + 4y = 2e”, xO =0, y'(0)=0 32. y(1) — Los =) dr = 2 — 3? 
21. y” + 9y = 8 sen tse 0 < t < m eQ set >r, i f 
, 
O) =0, y(0)=4 33. y(t) + 2et | e™y(T) dí = tet 
22. y" + 3y' + 2y =1se0 < t< a e0 se t> a; o 
y0)=0, y'(0)=0 ' 
23. y” + 4y = Sult — 1); y0)=0, y'(0)=0 34. y(t) + | ear) dr = P — t — ¿+ je” 
a El , , E 0 
24. y” , =ô =1, y(0)= A, 
y, FF MOS yO 35, EXPERIMENTO DE ÁLGEBRA COMPUTACIONAL. Varia- 
25. y 6y 8y = 28t — 1) + 26(1 — 2); X0) = 1, y (0)=0 ção de um Parâmetro. (a) No Problema 33, substitua 2 por um 
26. PROJETO DE EQUIPE. Propriedades da Convolução. Pro- parâmetro k e investigue graficamente como a curva-solução se 
ve a: altera se você variar k, particularmente para valores próximos de 
(a) Comutatividade, f * g = g * f k = -2. 
(b) Associatividade, (f * g) * v = f * (g * v) (b) Faça experimentos similares com uma equação integral de sua 


(c) Distributividade, f * (2, + 2) = f * g1 + f * ga escolha cuja solução seja oscilatória. 
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6.6 Derivação e Integração de Transformadas. 
EDOs com Coeficientes Variáveis 


EXEMPLO 


A variedade de métodos de obtenção de transformadas e transformadas inversas, bem como sua aplicação na 
resolução de EDOs, é surpreendentemente grande. Vimos que esses métodos incluem a integração direta, o uso 
da linearidade (Seção 6.1), o desvio (Seções 6.1 e 6.3), a convolução (Seção 6.5) e a derivação e integração de 
funções f(t) (Seção 6.2). Mas isso não é tudo. Nesta seção, consideraremos operações de menor relevância, a 
saber, a derivação e a integração das transformadas F(s) e as correspondentes operações para as funções f(t), com 
aplicações em EDOs de coeficientes variáveis. 


Derivação de Transformadas 


Pode-se mostrar que, se uma função f(t) satisfizer às condições do teorema da existência da Seção 6.1, então a 
derivada F'(s) = dF/ds da transformada F(s) = <£(f) pode ser obtida derivando-se F(s) em relação a s sob o 
sinal da integral (a prova está na Ref. [GR4] listada no Apêndice 1). Portanto, se 


fo o) oo 


F(s) = f f ef(t) dt, então, F'(s) = — Í f e*t f(t) dt. 


Conseqiientemente, se L(f) = F(s), então 
(1) OS O logo, L-HF'(s)} O) 


onde a segunda fórmula é obtida aplicando-se £-1 em ambos os lados da primeira fórmula. Dessa maneira, a 
derivação da transformada de uma função corresponde à multiplicação da função por —t. 


Derivação de Transformadas. Fórmulas 21-23 da Seção 6.9 


Demonstraremos as três seguintes fórmulas. 


HS) O) 
1 1 
a (+ Ba 28 (sen Bt — Bt cos Bt) 
6 2 > 22 d sen Bt 
(s* + p^ 28 
4 s? 1 F 
(4) (2 + B3? 28 (sen Bt + Bt cos Bt) 


Solucáo. De (1) e da fórmula 8 (com w = B) na Tabela 6.1 da Seção 6.1, obtemos por derivação (CUIDADO! Regra da cadeia!) 
St t) 245 
sen => a + 

B (s2 AE pa? 


Dividindo por 28 e usando a linearidade de £, obtemos (3). 
As fórmulas (2) e (4) são obtidas do seguinte modo. De (1) e da fórmula 7 (com w = B) na Tabela 6.1, encontramos 


(s? + B) o 252 s2 _ B 
(s2 + B = (s2 + py? ý 


(5) £(t cos Bt) 


Disso e da fórmula 8 (com w = B) na Tabela 6.1, temos 
s2— 2 1 
(s? $ B? = s2 + B £ 


1 
Pltcos Bt + B sen Bt| = 


No lado direito, tomamos agora o denominador comum. Então, vemos que, para o sinal positivo, o numerador torna-se s? — B? + s2 + p? 
= 2s2, de modo que (4) é obtida dividindo-se a expressão por 2. Similarmente, para o sinal negativo, o numerador toma a forma s? — B? — 
s? — B? = —282 e obtemos (2). Isso concorda com o Exemplo 2 da Seção 6.5. a 
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EXEMPLO-2 


Integração de Transformadas 


Similarmente, se f(t) satisfizer às condições do teorema da existência na Seção 6.1 e se existir o limite de f(f)/t à 
medida que t se aproxima de O pela direita, então, para s > k, 


t o Sa t 
(6) a18] - Í F (5) ds logo, a) E as} = o 


S 


Dessa maneira, a integração da transformada de uma função ft) corresponde à divisão de f(t) por t. 
Indiquemos como obter (6). Da definição, segue-se que 


i (5) ds = [| Peso at ds 


e é possível mostrar (veja a Ref. [GR4] no Apêndice 1) que, sob as suposições aqui enunciadas, pode-se inverter 
a ordem de integração, ou seja, 


[Fe ds = [esmo as dt = [10] f eas] dt. 


=% em relação a 5 dá e7*/(—t) . Aqui, a integral sobre 5 no lado direito é igual a e™*/t. Por- 


A integração de € 
tanto, 


[Fe ds = [es e dt = so) (s> k). E 


Derivação e Integração de Transformadas 


SE H w 
Encontre a transformada inversa de In (1 H 2 ) =n E 


Solução. Chamemos a transformada dada de F(s). Sua derivada é 


d 
F'(s) = (in 54 q? ins?) 
(s) de ( w) 
Tomando a transformada inversa e usando (1), obtemos 


£ UF '(s)} = ga 


25 
s + q? 


2] 2 cos wt — 2 = —tf (t) 


Logo, a inversa f(t) de F(s) é f(t) = 2(1 — cos wt)/t. Isso concorda com a fórmula 42 da Seção 6.9. 
Alternativamente, se fizermos 


2s 2 
G(s) = = -— E 


ZP então, g(t) = £7*G) = 2(cos ot — 1). 
w 


Disso e de (6), obtemos, em concordância com a resposta a que acabamos de chegar, 


52 E g(t) 2 
-foi G(s) ds = — “2 = p tl — cos ot), 


com o sinal negativo ocorrendo devido ao fato de que s é o limite inferior da integração. 
De modo similar, obtém-se a fórmula 43 da Seção 6.9, 


2 
a fnfa - a Ž (1 — coshat), E 


Casos Especiais de EDOs Lineares com Coeficientes Variáveis 


A fórmula (1) pode ser usada para resolver certas EDOs com coeficientes variáveis. A idéia é a seguinte. Façamos 
P(y) = Y. Então £(y”) = sY — y(0) (veja a Seção 6.2). Logo, por (1), 


d dY 


(7) Pty”) = E [sY — y(0)] = -Y - s de 
Similarmente, L(y”) = s2Y — sy(0) — y*(0) e, por (1), 
(8) LIty”) = a [s2y — sy(0) — y'(0)] = —2sy — s? + y(0) 
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EXEMPLO=3 


Logo, se uma EDO tiver coeficientes tais como at + b, a equação subsidiária é uma EDO de primeira ordem para 
Y, e que é às vezes mais simples que a EDO de segunda ordem dada. Mas se esta última tiver coeficientes 
at? + bt + c, então duas aplicações de (1) dariam uma EDO de segunda ordem para Y, e isso mostra que o pre- 
sente método funciona bem somente para as EDOs um tanto especiais, com coeficientes variáveis. Uma importante 
EDO para a qual esse método é vantajoso é a seguinte. 


Equação de Laguerre. Polinômios de Laguerre 
A EDO de Laguerre é 


(9) y" + a- y +ny=0. 


Determinemos uma solução de (9) com n = 0, 1, 2, + -+ + . De (7)-(9), obtemos a equação subsidiária 


dY dY 
| 2sY s- yo) + sY — y(0) ( y sX) ent 0. 


Simplificando, temos 


(s= 53 t(n+1-s)Y=0. 


Separando as variáveis, usando frações parciais, integrando (tomando como nula a constante de integração) e passando para a forma expo- 
nencial, obtemos 


(10%) dY n+1-s n n+1 (s — 1)” 
Y 5-5 = (521 5 ds e MS gn+l 
Escrevemos 1, = £-!Y) e provamos a fórmula de Rodrigues 
el d”? 
(10) lo = 1, alt) = ar dt” (te), n=1,2, 


Estes são polinômios, porque os termos exponenciais se cancelam se realizarmos as derivações indicadas. Eles são chamados de polinômios 
de Laguerre, sendo usualmente denotados por L, (veja em Problemas Propostos 5.7, embora continuaremos a reservar as letras maiúsculas 
para as transformadas). Provemos (10). Pela Tabela 6.1 e pelo primeiro teorema do desvio (desvio s), 


n! 


Bte)= "5, 
(s + 17H 


d” nls” 
logo, por (3) da Seção 6.2, e E) > rp 


porque as derivadas até a ordem n — 1 são nulas em 0. Agora, fazemos um outro desvio e dividimos por n! para obtermos [veja (10) e então 
(10%)] 
(s — 1)” 


S 


Ll.) = =Y. E 


PROBLEMAS PROPOSTOS 6.6 


Mostrando os detalhes do que fizer, encontre “£(f) se ft) for igual a: 


1-12 TRANSFORMADAS POR DERIVAÇÃO 21. PROJETO ESCRITO. Derivação e Integração de Funções e 


Transformadas. De memória, faça um curto resumo dessas quatro 
operações. Então, compare suas anotações com o texto e escreva 


1 Ate 2. —t cosh 2t um relatório de duas a três páginas sobre essas operações e o sig- 
3. tsen wt 4. t cos (1 + k) nificado delas nas aplicações. 
5. te” sen t 6. ? sen 3t 22. PROJETO DE ÁLGEBRA COMPUTACIONAL. Polinômios 
7. É senh 4t 8. Mer de Laguerre. (a) Escreva um programa de SAC para encontrar 
9. 2 sen wt 10. t cos wt 1, (t) na forma explícita a partir de (10). Aplique isso para calcular 
11. tsen (t + K) 12. te" sen t lọ «»> ho: Verifique que lo ..., ho satisfazem à equação diferencial 
de Laguerre (9). 
13-20 | TRANSFORMADAS INVERSAS (b) Mostre que 
Usando derivação, integração, desvio s ou a convolução (e mostrando "(IP /n 
os detalhes do que fizer), encontre Af) se £(f) for igual a: Lat) = Y i i ) pe 
6 5 m=0 di m 
(s + 12 (s? + 16)? e calcule lo, ..., ho a partir dessa fórmula. 
2(s + 2) A (e) Calcule lo, ..., lo recursivamente a partir de l = 1, 4 = 1 — t 
o. 16. ——— or 
[(s + 2)? + 1}? (s2 — 1)? E 
2 sia (n + Da = On + 1 — Dl, — nha. 
I 13 18. In 
z + aca experimentos com gráficos de lo, * * , ho, verificando 
(s — k) s+b (d) Faça experi gráficos de || L ificand 
19. In S 20. arccot S empiricamente como o primeiro máximo, o primeiro mínimo, 
s—1 w 
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movem-se com relação à sua localização, como funções de S$ LOX” = (1 — y tettta- 
n. Escreva um breve relatório sobre isso. 0 
e) Uma função geratriz (veja sua definição em Problemas Pro- E : 
(e) são £ j A À J 5 J Obtenha lo, - - -, ho a partir da soma parcial correspondente dessa 
postos 5.3) para os polinômios de Laguerre é p a i i 
série de potências em x e compare os termos /,, com os de (a), (b) 
ou (c). 


6.1 Sistemas de EDOs 


EXEMPLO 


O método da transformada de Laplace pode também ser usado para resolver sistemas de EDOs, como explicare- 
mos através de aplicações usuais. Consideremos um sistema linear de primeira ordem com coeficientes constantes 
(conforme discutimos na Seção 4.1) 


Yı = A11Y1 + aya Ya + Quit) 
(1) , 
Y2 = A21Y1 + A22Ya + Jəlt). 

Escrevendo Y, = £(y,), Y, = E), G, = Lg), Ga = L(g5), obtemos de (1) da Seção 6.1 o sistema sub- 
sidiário 


SY, — y1(0) = ayy Y, + a12Y2 + Gy(s) 
SY o — Yə(0) = d2/Y, + ds 2 + Gals). 


Agrupando os termos em Y; e Y,, temos 


(am SY + ai2Y2 = —y(0) — G(s) 


2 
(2) a21Yı + (a22 — S)Yə = —Yə(0) — Gals). 


Resolvendo esse sistema algebricamente para Y;(s), Ya(s) e tomando a transformada inversa, obtemos a solução 
yı = L UY), ya = L7UY,) do sistema dado (1). 
Note que é possível escrever (1) e (2) na forma vetorial (ocorrendo algo similar para os sistemas nos exemplos 


dados); portanto, fazendo y = [y, ya]', A = la], g = [8 g2], Y =[Y, Y,]',G =[G, Gs], temos 


y =Ay+g e (A — sDY = —y(0) — G. 


Problema de Mistura Envolvendo Dois Tanques 


Na Fig. 142, o tanque 7, inicialmente contém 100 galões de água pura. O tanque T, inicialmente contém 100 galões de água onde são 
dissolvidas 150 libras de sal. O fluxo de entrada em T; é de 2 gal/min a partir de T,, e de 6 gal/min contendo 6 libras de sal vindo do exte- 
rior. O fluxo de entrada em T, é de 8 gal/min, a partir de T}. O fluxo de saída de T, é de 2 + 6 = 8 gal/min, conforme mostra a figura. As 
misturas são revolvidas de modo a se manterem uniformes. Calcule e represente graficamente os conteúdos de sal y,(t) e ya(t) em T; e To, 
respectivamente. 

Solucáo. O modelo é obtido na forma de duas equacóes 


Taxa temporal da alteração = Entrada/min — Saída/min 


para os dois tanques (veja a Seção 4.1). Portanto, 


j 8 2 i 8 8 
Yı 100 Y1 * 100 “2 * 6, Y2 = 100% 7 100 “> 
As condições iniciais são y,(0) = 0, yo(0) = 150. Disso, vemos que o sistema subsidiário (2) é 
(-0,08 — s)Y, + 0,02Y, = = 
0,08Y y + (0,08 — s)Y 150. 


Para Y, e Y, podemos resolver esse sistema algebricamente por eliminação (ou pela regra de Cramer da Seção 7.7) e escrevermos as soluções 
em termos de frações parciais, 

9s + 0,48 100 62,5 37,5 
s(s + 0,12)(s + 0,04) S s + 0,12 s + 0,04 


Y, = 


y 1505? + 12s + 0,48 100 125 75 
2 s(s + 0,12)(s + 0,04) s s + 0,12 s + 0,04 ` 
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Tomando a transformada inversa, chegamos à solução 
yı = 100 — 62,56 012 — 37,56-004 


Yo = 100 + 12587012 — 750-0,04% 


A Fig. 142 mostra o interessante gráfico dessas funções. Você poderia explicar fisicamente suas principais características? Por que as funções têm 
o limite 100? Por que y, não é monotônica, ao passo que y, o é? Por que y, a partir de um certo instante fica subitamente maior que y,? Etc. Mi 


6 gal/min 


2 gal/min 


8 gal/min 


150 
Lo Conteúdo de sal em T, 
a 


Conteúdo de sal em Ti 


J | | l 
50 100 150 200 t 


6 gal/min 


Fig. 142. Problema de mistura do Exemplo 1 


Outros sistemas de EDOs de importância prática podem ser similarmente resolvidos pelo método da transformada 
de Laplace, com o surgimento automático dos autovalores e autovetores que tivemos que determinar no Capíutlo 
4, como vimos no Exemplo 1. 


EXEMPLO-2 Circuito Elétrico 


Encontre as correntes i,(t) e is(t) no circuito da Fig. 143, com L e R medidas nas unidades usuais (veja a Seção 2.9), v(t) = 100 V se 0 = 
t =0,5 e 0 após isso, e i(0) = 0, i'(0) = 0. 
70) 


20 tuto 


L,=0,8H 


Correntes 


Circuito elétrico 


Fig. 143. Circuito elétrico do Exemplo 2 


Solucáo. O modelo desse circuito é obtido a partir da lei da tensão de Kirchhoff, como na Seção 2.9. Para o circuito debaixo, obtemos 


0,81, + Mii — io) + 1,4i, = 100[1 — ult — 3)] 


e para o circuito de cima, 


1-12 + Liz — 1) =0, 
Dividindo por 0,8 e ordenando os termos, temos, para o circuito debaixo, 


il + 31, — 1,2512 = 125[1 — u(t — 3] 


e para o de cima, 
+ la = 0. 
Com iy(0) = 0, i5(0) = 0, obtemos de (1) da Seção 6.2 e do segundo teorema do desvio, a equação subsidiária 


1 e? ) 


(s + 3)l, — 1,25l, = 125 (+ EE 
1, + (s + 1)l¿=0. 


Resolvendo algebricamente para l e l>, temos 
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1256 +1) 2 
Lo sís + 4)(s +1) 


la s(s + 3)(s + 3) 


Os lados direitos sem o fator 1 — e7/2 


têm as expansões em frações parciais 


500 125 625 
Ts 3(s +4)  21(s +) 


500 250 250 
75 3(s + 4) 21(s + 3) ' 


respectivamente. A transformada inversa disso fornece a solução para 0 < t = $ 


125 625 500 
e7*/2 e77t/2 | 


i(t) 
3 21 7 (0=s:1+<). 
250 250 500 

ia(t) mm Em eTt/2 + a e77t/2 Æ a 


De acordo com o segundo teorema do desvio, a solução para t > + é it) — i(t >) e lat) — ixlt 5, ou seja, 


125 625 
i(t) = — ES (1 — 614 ¿-/2 — > (1 — ee TU2 
(>). 
250 250 
ialt) = — EE (1 — Mell EL (7 — 871%) ¿7012 


Você poderia explicar fisicamente por que ambas as correntes acabam indo a zero, e por que i(t) possui um ápice destacado, ao passo que 
b a - 1 
i(t) apresenta uma direção tangente contínua em 1 = 3? 


Os sistemas de EDOs de ordem superior podem ser resolvidos pelo método da transformada de Laplace de um 
modo similar. Como uma importante aplicação, típica de diversos sistemas mecánicos similares, consideraremos 
as massas vibrantes e acopladas, presas a molas. 


k 
Po m,=1 
Y 

k 
To m,=1 
Ya A 


Fig. 144. Exemplo 3 


EXEMPLO-3 Modelo de Duas Massas Presas a Molas (Fig. 144) 
O sistema mecánico da Fig. 144 consiste em dois corpos de massa 1 presos a trés molas de mesma constante elástica k, sendo desprezíveis 
as massas das molas. Também se supóe que o amortecimento seja praticamente nulo. Entáo, o modelo para esse sistema físico corresponde 
ao sistema de EDOs 


n 
y1 = ky + Klya — y1) 
n 
yo = =k(Y2 — Y1) — kyz 
Aqui, y, € y, são os deslocamentos dos corpos em relação às suas respectivas posições de equilíbrio estático. Essas EDOs decorrem da 
segunda lei de Newton, Massa x Aceleração = Força, como na Seção 2.4 que tratava de um único corpo. De novo, consideramos as forças 
para baixo como positivas e as para cima como negativas. No corpo de cima, -ky, é a força da mola superior e k(y, — yı) é a força da mola 
do meio, com y, — y, sendo a alteração líquida no comprimento da mola — pense nisso antes de prosseguir. No corpo debaixo, —k(ya — yı) é 
a força da mola do meio e —ky, a força da mola debaixo. 


Determinaremos a solução correspondente às condições iniciais y,(0) = 1, ya(0) = 1, y1(0) = V3k, ya(0) = — V3k. Façamos Y, = £(y1) 
e Y, = (yo). Então, de (2) da Seção 6.2 e das condições iniciais, obtemos o sistema subsidiário 


SY, — s — V3k = —kY1 + k(Y2 — Yı) 
SY, — s + V3k k(Yo — Yı) — KYo. 


(3) 
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Esse sistema de equações algébricas lineares com as incógnitas Y, e Y, pode ser escrito como 


(s? +20 — Ko =s+VXk 
Wo + (5? + 2k)Y, = s — V3k. 
O método da eliminação (ou a regra de Cramer da Seção 7.7) fornece a solução, que pode ser expandida em termos de frações parciais, 
(s + V3k)(s? + 2k) + k(s — V3k) so Vx 
Ro (s2 + 2k)? — k? st 4k sS2+% 
y, 15420 V3k) + k(s + V3k) ss V3k 
? (s? + 2k)? — k? s2+k o s24+3k' 


Logo, a solugáo do nosso problema de valor inicial é (Fig. 145) 


yalt) = 27 UY ,) = cos Vkt + sen V3kt 
Yalt) = L7UY y) = cos Vkt — sen V3kt. 


Vemos que o movimento de cada massa é harmônico (o sistema não é amortecido!), correspondendo à superposição de uma oscilação “lenta” 


e uma oscilação “rápida”. E 
2 A 
nro ON \ 
EN J PN/ 
1F N la PA 
17 al / | "i L 7 
0 KN 2m | JARA V t 
\/ / A 
-1b A) WA 
ob V Y 


Fig. 145. Soluções do Exemplo 3 


PROBLEMAS PROPOSTOS 6.7 


1-20 SISTEMAS DE EDOS 15. yi = —3y, + ya + ult — Del, 
Usando a transformada de Laplace e mostrando os detalhes do que ya = —4y + 2y2 + ult — De, 
fizer, resolva os problemas de valor inicial: y1(0) = 0, yo(0) = 3 
L yi = —Y1 — Y Ya = yi 7 Ya (0) =0, ya(0) = 1 16. Y = —2y + 2yo, y = 2y1, — Sy, 
2. yi =5Y% + y2=Y1 + 5 JO) =1,  ya(0)= -3 y1(0) =1, y1(0)=0, yx =3, y0 =0 
r r 
3. y1 = 6 + yz = Adi + Aya VO) = 2, Y) = 7 17, yf = dy, + 8y» y3 = SY + ya YO) = 8, yi0) = —18, 
4. yi +y=0, yn+tm=2cost y(0)=1, y0) = 0 ya(0) = 5, y0) = —21 
Ea P des 
5. yi > e 2ya + t, a E Ya — h 18. y” + y, = —101 sen 101, y% + y, = 101 sen 10%, 
ca A Sl O= O) = 6, 0)= 8 0) = 6 
s = dy, — 8 cos 4t, = —3y, — 9 sen 4t, 
a 2 de dé 19. yi + y =2et + et, y + ya = 2 senh 1, yy ty =æ 
y1(0) = 0, yxX0) = 3 
r , ro 3 yı(0) = 0, ya(0) = 1, y3(0) = 1 
7. yi = Sy, — 4% — 9 + 2t, ya = 10y, — Ty — 178? — 2t, , 
ro, , (PA roy r_ ¿E 
y,(0) = 2, ya(0) = O 20. 4y, + y — 2y3 = 0, 29 + y; =l, 2y — 4y3 = —16t 
8. yi =6Y1 + Y» Yz = 91 + 6Y2, yı(0) = —3, y0) = -3 y0) = 2, y0) = 0, (0) = O 
9. y = 5y + 5y — 15 cos 1 + 27 sen 1, 21. PROJETO DE EQUIPE. Comparacáo de Métodos de Reso- 
ya = —10y, — 5y — 150 sent, y (0)=2,  y(0)=2 lucáo de Sistemas Lineares de EDOs. 
10. y; = —2y; + 3) = 4yı — Y» Yı(0) = 4, YO) = 3 (a) Modelos. Resolva os modelos nos Exemplos 1 e 2 da Seção 4.1 
11. yl =y +1- ut- 1), y= -y +1-ult- 1, pelo método da transformada de Laplace e compare a quantidade 
z x de trabalho necessária para isso com a do exercício da Seção 4.1. 
y1(0) = 0, y0) = 0 (Mostre os detalhes do que fizer.) 
12. yi =2y, + ! = 4y, + 2y, + 64tu(t— 1) : A : 
Yi Yı T Y» Ya Yı Ya : (b) Sistemas Homogêneos. Resolva os sistemas (8) e (11)-(13) da 
y1(0) = 2, y0) = 0 Seção 4.3 por transformadas de Laplace. (Mostre os detalhes do 
13. yi = y, + 6u(t — Det, y, = 1 + 2), yı(0) = 0, y0) = 1 que fizer.) 
14. y = Y, ya = —y + Ml — u(t — 275)] cos t, (c) Sistema Náo-homogéneo. Resolva o sistema (3) da Segáo 4.6 
y1(0) = 1, ya(0) = 0 por transformadas de Laplace. (Mostre os detalhes do que fizer.) 
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APLICAÇÕES ADICIONAIS 


22. 


23. 


24. 


25. 


(Vibrações forçadas de duas massas) Resolva o modelo do 
Exemplo 3 com k = 4 e as condições iniciais y,(0) = 1, y/(0) = 
1, ya(0) = 1, y2(0) = —1 sob a suposição de que a força 11 sen 
t está agindo sobre o primeiro corpo e a força —11 sen t sobre o 
segundo. Represente num mesmo gráfico as duas curvas e explique 
fisicamente o movimento. 


EXPERIMENTO DE ÁLGEBRA COMPUTACIONAL. Efei- 
to das Condições Iniciais. No Problema 22, fazendo variações 
sistemáticas nas condições iniciais, descreva e explique os gráficos 
fisicamente. A grande variedade de curvas o surpreenderá. Serão 
elas sempre periódicas? É possível encontrar leis empíricas para as 
mudanças em termos de alterações contínuas dessas condições? 
(Problema de mistura) O que acontecerá no Exemplo 1 se dupli- 
carmos todos os fluxos (em particular, se houver um aumento para 
12 gal/min vindo do exterior, que contém 12 libras de sal, conser- 
vando o tamanho dos tanques e as condições iniciais como antes? 
Tente primeiro responder por palpite, para depois fazer os cálculos. 
Você consegue relacionar essa nova situação à anterior? 


(Circuito elétrico) Usando transformadas de Laplace, encontre as 
correntes i(f) e ix(t) na Fig. 146, onde v(t) = 390 cos t e ij(0) = 0, 
i¿(0) = 0. Quanto tempo demorará para que as correntes pratica- 
mente atinjam seu estado estacionário? 


70) 


40 
20} / qi 
/ P ON 
0 x — | N al 
2 4 
-20 A 
-40 


Fig. 146. Circuito e correntes elétricas do Problema 25 


Correntes 


26. (Onda cossenoidal única) Resolva o Problema 25 quando a FEM 
(força eletromotriz) estiver agindo somente de O a 27%. Seria pos- 
sível responder isso apenas dando uma olhada no Problema 25, 
praticamente sem fazer cálculos? 


6.8 Transformada de Laplace: Fórmulas Gerais 


Fórmula Nome, Comentários Seção 
Fis) = Lf) = | ef at Definição de Transformada 
bl 6.1 
f(t) = £7HF (s)) Transformada Inversa 
L{af (t) + bg(t)} = a£4f (t)} + b£{g(t)} Linearidade 6.1 
Lief ()} = F (s — a) Desvio s si 
SL UF (s — a)} = e% (t) (Primeiro Teorema do Desvio) ' 
Llf’) = self) — f (0) 
Lf”) = Llf) — sf (0) — f (0) Derivação 
da Função 
gj z= s”£lf) e a | (0) E A a 6.2 
od ão que fr-D(0) 
q 1 
PL [tt al = — £f) Integração da Função 
0 S 
t 
Ego = | fiot- dr 
0) 
t 
= fr — Tjg(7) dr Convolução 6.5 
(0) 
L * 9) = Ef) Elg) 
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Fórmula Nome, Comentários Seção 
SL Af (t — a) u(t — a)) = e “F (s) Desvio t 

Pecas (s)} = f(t — a) u(t — a) (Segundo Teorema do Desvio) 6.3 

SLI (t)} = —F (s) Derivação da Transformada 
t ço 6.6 

g tu a f F (5) ds Integracáo da Transformada 
p 6.4 

1 
P(f) = == f es (t) dt f Periódica com Período p Projeto 

1 += e ps (0) 16 


6.9 Tabela de Transformadas de Laplace 


Tabelas mais completas podem ser encontradas na Ref. [A9] do Apéndice 1. 


F(s) = {fO} FO Seção 
1 1/s 1 
2 1/5? t 
3 List (n=1,2, ) t”-1/(n — 1)! 
4 | 1/V5 UV 6.1 
5 1/5%/2 2Vt/7r 
6 1/5* (a > 0) t“-1/T(a) 
1 
7 eu 
s—a 
1 at 
8 Ey te E 
1 = 1 n—1pgat 
9 Say (n = 1,2, ) TT tte 
1 1 k-—1pgat 
Migas RU ra. * 
1 1 at bt 
ay. PM a ea 
S at bt 
ar] 070 p- 
13 E L t 
E z Sen o 
14 É t 
ENTRE cos w 
1 1 
— 6.1 
15 2a? a senhat 
S 
16 2 cosh at 
17 E 2 at sen wt 
-arg y seno 


(continua) 
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Tabela de Transformadas de Laplace (cont.) 


F(s) = LIF(0) fO Seção 
s-a 
18 Tsa)? + o e cos œt 6.1 
19 Ra e : (1 t) 
+A 2 COS w E 
20 E I t 
+ 0) PE (wt — sen wt) 
21 ! : ( t t t) 
(s2 HE o)? PE sen wl wl COS w 
S t 
22 EE 20 sen wt 6.6 
23 d radical 
(52 E 2)? 20 sen w wl COS w 
S 3 > 1 o 
24 Erro (a? + b?) ERR) (cos at — cos bt) 
25 l E (senkt cos kt kt senhkt 
s4 4 ak qa (senkt cos kt — cos kt sen ) 
26 f l ntah 
s44} 4 22 sen Kt sen 
1 1 
21 TG E (senhkt — senkt) 
2 S 1 
8 SEE pa (cosh kt — cos kt) 
1 
29 | Vs—-a-vs-b (et — eat) 
2 Vat? 
1 a—b 
0 = AO. —(a+b)t/2 ) : 
dl ESTEVES A oa w 
1 
31 — (at) 5.5 
V a le 
5 1 at 
32 (s — aja? = e(1 + 2at) 
1 Va t Yy.-12 
33 (s? — a?) (k > 0) TK ES ly, —1/2(at) 5.6 
34 | es u(t — a) 6.3 
35 | emas slt — a) 6.4 
1 
36 | eis Jol2Vkt) 5.5 
37 eS gra Es cos 2Vkt 
Vs art 
1 1 
38 | gp e/s UA senh 2Vkt 
k 2 
39 | eys (k>0) eta 
2V art? 
1 
40 E Ins =Int= y (y=0,5772) 5.6 
s-a 1 
41 In = b E (e! E e”) 


(continua) 
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Tabela de Transformadas de Laplace (cont.) 


F(s) = ECO) FO Seção 
S + q? 2 
2 | Ina q (1 — cos œt) 6.6 
ge a? 2 
43 | In —— — (1 — cosh at) 
S t 
w 1 
44 arctan — — Sen ot 
S t 
1 s . 
45 — arccot s Si(t) Apêndice 
A3.1 


QUESTÕES E-PROBEEMAS-DE-REVISAO DO CAPÍTULO 6 


1. O que quer dizer cálculo operacional? 2 2 ) E 180 + 1852 + 354 
Quais são as etapas necessárias para se resolver uma EDO por 3L s2 T sã € 32. CT 
transformadas de Laplace? O que é a equação subsidiária”? 

3. A transformada de Laplace é uma operação linear. O que isso dd 2 
significa? E por que isso é importante? ses? + œ’) 2s? + 2s +1 


4. Para quais problemas a transformada de Laplace é preferível ao 
método usual? Explique. 


35-50 | EDOs ÚNICAS E SISTEMAS DE EDOs 


Resolva pelo método da transformada de Laplace, mostrando os deta- 
lhes do que fizer e representando graficamente a solução: 


5. O que são as funções degrau integral unitário e delta de Dirac? Dê 


exemplos. 
6. Qual é a diferença entre os dois teoremas do desvio? Quando eles 35. y” + y = u(t — 1), y(0) = 0, y'(0) = 20 

se aplicam? 36. y” + 16y = 401 — 7), x0) = —1, y'(0)=0 
7. A igualdade L(f(0g(0) = LLf0)LLe(0)) se verifica? Explique. 37. y” + 4y = 884 — 5), y(0) =10,  y'(0)=-1 
8. Uma função descontínua pode ter transformada de Laplace? Toda 38. y "+ y = u(t — 2), y(0) = 0, y (0) = 0 

função contínua tem uma transformada de Laplace? Justifique. 39. y” + 2y' + 10y = 0, y0) = 7, y'(0) = —1 


9. Enuncie de memória as transformadas de algumas funções 40. y” + 4y” + 5y = 50%, y(0) = 5, y (0) = —5 
simples. 41. y” — y — 2y = 12u(t— m) sen t, y(0)=1, y'(0) = -1 

10. Se duas funções contínuas diferentes tiverem transformadas, estas 42, y” 2» + y = tôt — 1), y0) = 0, y'(0) =0 
também serão diferentes. Qual a importância prática disso? 43. y” 4y' E 4y =8(1— 1) — ô(t — 2), 0) =0, y'O =0 

11-22 | TRANSFORMADAS DE LAPLACE 44. y" + 4y = ôt — m) — ôlt — 27), y0) = 1, y(0) = 0 

Encontre a transformada (mostrando os detalhes do que fizer e indi- 45. yi + ya = Sent ya + y, = -sen t, y(0) = 1, ya(0) = 0 

cando o método ou fórmula que estiver usando): 46. yi = —3y, + y, — 12, y = —4y, + 2y, + 12t, 

11. te% 12. e! sen 2t y1(0) = 0, ya(0) = 0 

13. sen? t 14. cos? 41 47. yi = Ya Ya = —5yı — 2%» y1(0) = 0, y0) = 1 

15. tu(t — 7) 16. u(t — 27) sen t 48. yi = ya p= +Ô- T), y1(0)=0, y0) =0 

17. et * cos 2t 18. (sen wt) * (cos wt) 49. y! = 4y2 — 4e, y3 = 3y, + Y» 

19. sen t + senh t 20. cosh + — cos t y1(0) =1, y1(0)=2, y20)=2, y2(0) =3 

21. ei — e* (a+b) 22. cosh 2t — cosh £ 50. y1 = 16y» yz = 161, 


y1(0) =2, y0) = 12, y2(0) =6, y2(0) =4 
MODELOS DE CIRCUITOS E CIRCUITOS ELETRÓNICOS 


23-34 | TRANSFORMADAS INVERSAS DE LAPLACE 


Encontre a transformada inversa (mostrando os detalhes do que fizer 


e indicando o método ou fórmula que estiver usando): 51. (Circuito RC) Encontre e represente graficamente a corrente 
105 15 i(t) no circuito RC da Fig. 147, onde R = 100 Q, C = 103 F, 
23. E) 24. EE v(t) = 1001 V se 0 < t < 2, v(t) = 200 V se t > 2, considerando 
nula a carga inicial no capacitor. 
25, 12 26. 3s 
s? + 45 + 20 s-25+2 
5s +4 2s — 10 R c 
27. z 6 28. —s e7 
S S 
25s +4 s? — 16 v(i) 


pa o es 30. — 6: 
(s2 + 4s + 5)? (s? + 16)? Fig. 147. Circuito RC 
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52. (Circuito LC) Encontre e represente graficamente a carga q(t) e Li; + R(i, — is) = v(t) 
a corrente i(t) no circuito LC da Fig. 148, onde L = 0,5 H, C = a 1. 
0,02 E () = 1425 sen 5t V se 0 < t < m, UNO = 0 se t > 7, R (la — 11) + T25 0. 


considerando nulas a corrente e a carga iniciais. 


Resolva esse sistema, onde R = 1 Q, L = 2 H, C = 0,5 F, v = 
90 V, i(0) = 0, i(0) = 2 A. 


v(t) v(t) 
Fig. 148. Circuito LC 


53. (Circuito RLC) Encontre e represente graficamente a corrente i(t) 


no circuito RLC da Fig. 149, onde R = 1 Q, L = 0,25 H, C = 0,2 Fig. 150. Circuito elétrico do Problema 54 
F, v(t) = 377 sen 20t V, considerando nulas a corrente e a carga 
iniciais. 


55. (Circuito Elétrico) Elabore o modelo do circuito elétrico da Fig. 
C 151 e obtenha e represente graficamente as correntes, supondo que 
as correntes e a carga no capacitor sejam nulas no instante em que 

a chave é ligada em 1 = 0. 


t 
ut) v=100 2 V 


Fig. 149. Circuito RLC Í 


54. (Circuito Elétrico) Mostre que, pela lei da tensão de Kirchhoff Chave Y =300 
(Segáo 2.9), as correntes no circuito elétrico da Fig. 150 sáo obtidas f 
pelo sistema Fig. 151. Circuito elétrico do Problema 55 


C=0,01 F 


RESUMO DO CAPÍTULO 6 


Transformadas de Laplace 


O principal propósito das transformadas de Laplace é resolver equações diferenciais e sistemas constituídos dessas 
equações, bem como os correspondentes problemas de valor inicial. A transformada de Laplace F(s) = £(f) de uma 
função ft) é definida por 


(1) F(s) = HP) = f l etf(t) dt (Seção 6.1) 


Essa definição é motivada pela propriedade de que a derivação de f em relação a t corresponde à multiplicação da 
transformada F por s; mais precisamente, 


a) EF ) = 5 Ef) — FO) (Seção 6.2) 
PS”) = EF) — sf(0) — F'(0) 


etc. Logo, tomando a transformada de uma dada equação diferencial 


6) y” + ay" +by=r(0) (a, b constantes) 


e escrevendo £(y) = Y(s), obtemos a equação subsidiária 


(4) (s2 + as + b)Y = S(r) + sf(0) + f(O) + af (0). 


Aqui, para obtermos a transformada £(r), pode nos ser de alguma valia a pequena tabela da Seção 6.1, ou a tabela 
maior da Seção 6.9. Esta é a primeira etapa. Na segunda etapa, resolvemos a equação subsidiária algebricamente para 
Y(s). Na terceira etapa, determinamos a transformada inversa y( = £71(Y), ou seja, a solução do problema. Esta 
é em geral a etapa mais difícil, e podemos de novo utilizar uma dessas duas tabelas. Freqüentemente Y(s) será uma 
função racional, de modo que podemos obter a inversa “£-1(Y) através da redução em frações parciais (Seção 6.4) caso 
não nos ocorra uma forma mais simples de resolução. 
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O método de Laplace evita a determinação de uma solução geral da EDO homogênea correspondente, e por ele 
tampouco é preciso determinar os valores de constantes arbitrárias numa solução geral com base em condições iniciais; 
em vez disso, podemos inserir estas últimas diretamente em (4). Dois outros fatos reforçam a importância prática 
das transformadas de Laplace. Primeiro, elas possuem algumas propriedades básicas, com consegiientes propriedades 
técnicas, que simplificam a determinação das transformadas e das inversas. As mais importantes dessas propriedades 
estão listadas na Seção 6.8, juntamente com referências às seções correspondentes. Mais sobre o uso das funções 
degrau unitário e delta de Dirac pode ser encontrado nas Seções 6.3 e 6.4, e mais sobre a convolução, na Seção 6.5. 
Segundo, devido a essas propriedades, o método atual é particularmente adequado à manipulação dos lados direitos 
r(t) das equações, dados por diferentes expressões e referentes a diferentes intervalos de tempo, por exemplo, quando 
r(t) for uma onda quadrada ou um impulso, ou tiver uma forma como r(t) = cos t se O = t = 47 e O, sendo nula nos 
demais instantes. 

A aplicação das transformadas de Laplace aos sistemas de EDOs é apresentada na Seção 6.7. (E sua aplicação às 
EDPs será mostrada na Seção 12.11.) 


CAPÍTULO 7 
CAPÍTULO 8 
CAPÍTULO 9 
CAPÍTULO 10 


Álgebra Linear. 
Cálculo Vetorial 


Álgebra Linear: Matrizes, Vetores, Determinantes. Sistemas Lineares 
Álgebra Linear: Problemas de Autovalores de Matrizes 

Cálculo Diferencial Vetorial. Grad, Div, Rot 

Cálculo Integral Vetorial. Teoremas Integrais 


A álgebra linear dos Capítulos 7 e 8 consiste na teoria e na aplicagáo de vetores e matrizes principalmente 
em relação aos sistemas lineares de equações, problemas de autovalores e transformações lineares. 


A álgebra linear vem tendo uma importância crescente tanto na pesquisa quanto no ensino de engenharia, 
pois constitui a base para o uso de métodos numéricos (veja os Capítulos 20-22); além disso, suas principais 
ferramentas, as matrizes, são capazes de manipular enormes quantidades de dados — imagine, por exemplo, 
uma rede de milhões de conexões telefônicas — numa forma facilmente acessível aos computadores. 


A análise linear, vista nos Capítulos 9 e 10, usualmente chamada de cálculo vetorial, estende a diferenciação 
de funções de uma variável para as funções de várias variáveis — o que inclui as operações diferenciais 
vetoriais grad, div e rot. A análise linear também generaliza a integração para os casos de integrais sobre 
curvas, superfícies e sólidos, com as transformações dessas integrais umas nas outras sendo fornecidas pelos 
teoremas fundamentais de Gauss, Green e Stokes (Capítulo 10). 


Programas de computador apropriados à álgebra linear (Lapack, Maple, Mathematica, Matlab), caso 
necessários, podem ser encontrados na lista do início da Parte E desta obra. 


Os métodos numéricos de álgebra linear (Capítulo 20) podem ser estudados diretamente após os Capí- 
tulos 7 ou 8, visto que o Capítulo 20 independe dos demais capítulos da Parte E que tratam de métodos 
numéricos. 


CAPÍTULO / 


Álgebra Linear: Matrizes, Vetores, 
Determinantes. Sistemas Lineares 


Este é o primeiro dos dois capítulos sobre álgebra linear, que trata principalmente das equações e transforma- 
ções lineares (a serem discutidas neste capítulo) e dos problemas de autovalores (tratados no Capítulo 8). 

Os sistemas de equações lineares, também chamados sucintamente de sistemas lineares, surgem em redes 
elétricas, estruturas mecânicas, modelos econômicos, problemas de otimização e nos métodos numéricos 
para equações diferenciais, conforme veremos nos Capítulos 21-23 e em outras situações. 

As principais ferramentas usadas pela álgebra linear são as matrizes (arranjos retangulares de números 
ou funções) e os vetores. Os cálculos matriciais manipulam as matrizes como objetos únicos, representando- 
as por letras, e permitem que se façam contas com elas de uma maneira compacta, quase como se fossem 
números, de modo que os cálculos matriciais constituem uma poderosa “taquigrafia matemática”. 

Os cálculos com matrizes e vetores serão definidos e explicados nas Seções 7.1-7.2. As Seções 7.3-7.8 
concentram-se nos sistemas lineares, com uma discussão completa sobre a eliminação de Gauss, o papel 
do rank, o problema da existência e unicidade de soluções (Seção 7.5), e a inversão de matrizes. Também 
se incluem os determinantes (regra de Cramer) na Seção 7.6 (numa rápida referência) e na Seção 7.7. As 
aplicações são consideradas ao longo de todo este capítulo. A última seção (7.9) sobre espaços vetoriais, 
espaços de produto interno e transformações lineares é mais abstrata. Os problemas de autovalores serão 
apresentados no Capítulo 8. 


COMENTÁRIO. Os métodos numéricos de álgebra linear (Seções 20.1-20.5) podem ser estudados 
imediatamente após este capítulo. 


Pré-requisito: Nenhum. 
Seções que podem ser omitidas num curso mais curto: 7.5, 7.9. 
Referências e Respostas dos Problemas: Parte B do Apêndice 1 e Apêndice 2. 


FA Matrizes, Vetores: Adição e Multiplicação Escalar 


Nesta seção e na próxima introduziremos os conceitos e regras fundamentais de matrizes e álgebra vetorial. A 
principal aplicação disso aos sistemas lineares (sistemas de equações lineares) começará na Seção 7.3. 

Uma matriz é um arranjo retangular de números (ou funções) dispostos entre colchetes. Esses números (ou 
funções) são chamados de elementos (ou às vezes de entradas) da matriz. Por exemplo, 


a11 dia a13 
0,3 1 —5 
a21 a22 das |> 
0 —0,2 16 
(1) d31 A32 d33 
A x 4 
> [a, as as], 
gr Ax 1 


são matrizes. A primeira matriz tem duas linhas (fileiras horizontais de elementos) e três colunas (fileiras ver- 
ticais). A segunda e a terceira matrizes são quadradas, isto é, cada uma tem tantas linhas quanto colunas (3 e 
2, respectivamente). Os elementos da segunda matriz têm dois índices informando suas respectivas localizações. 
O primeiro índice é o número da linha e o segundo é o número da coluna onde se encontra o elemento. Dessa 
forma, ass (leia-se a dois três) encontra-se na linha 2 e na coluna 3 etc. Essa notação é padrão, independentemente 
do fato de a matriz ser ou não quadrada. 

Matrizes que têm somente uma linha ou uma coluna são chamadas de vetores. Assim, a quarta matriz em (1) 
tem apenas uma linha e é chamada de vetor-linha. A última matriz em (1) tem apenas uma coluna e é chamada 
de vetor-coluna. 
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EXEMPLO 


EXEMPLO-2 


Veremos que matrizes tém utilidade prática na armazenagem e no processamento de dados. Numa primeira 
ilustração disso, consideremos dois exemplos simples e usuais. 


Sistemas Lineares, uma Aplicação de Grande Importância das Matrizes 
Num sistema de equações lineares, sucintamente chamado de sistema linear, com 


4X1 + 6X, + 9X3 6 
6X1 — 2x3 = 20 
5X — 8X + X3 = 10 


os coeficientes das incógnitas x,, x2, x; constituem os elementos da matriz de coeficientes, chamada de A, 


4 6 9 4 6 9 6 
A=|6 0 -2 A matriz AR=|6 0 -2 20 
5 -8 1 5-8 1 10 


é obtida acrescentando-se a A os lados direitos do sistema linear, e é chamada de matriz aumentada do sistema. Em A, os coeficientes do 
sistema são apresentados conforme o padrão obedecido pelas equações. Ou seja, suas posições em A correspondem às ocupadas originalmente 
no sistema quando este é escrito conforme o mostrado. O mesmo vale para Á. 

Veremos que a matriz aumentada À contém todas as informações sobre as soluções de um sistema, de modo que é possível resolver um 
sistema apenas fazendo cálculos com a matriz aumentada. Discutiremos isso em detalhes na Segáo 7.3. Por ora, vocé poderá verificar por 
substituição que a solução deste exemplo é x, = 3, x = 1/2, x3=-1. 

A notação xy, X2, Xz para as incógnitas é prática, mas não essencial; poderíamos ter escolhido x, y, z, ou outras letras. 


Quantidades de Vendas em Forma de Matrizes 


Numa loja, as quantidades de vendas de três produtos I, II, HI nas segundas-feiras (SEG), terças-feiras (TER)... podem ser, para cada semana, 
organizadas numa matriz como 


SEG TER QUA QUI SEX SAB 

400 330 810 0 210 470 I 
A = 0 120 780 500 500 960 II 

100 0 0 270 430 780 HI 


Se a empresa tem dez lojas, podemos fazer dez matrizes desse tipo, uma para cada loja. Então, somando os elementos correspondentes dessas 
matrizes, podemos obter uma matriz que mostra o total de vendas de cada produto em cada dia. Você poderia imaginar outro tipo de infor- 
mação para a qual é possível utilizar matrizes? Por exemplo, em problemas de transporte e armazenamento? Ou no registro de telefonemas 
ou de distâncias em redes rodoviárias? E 


Conceitos Gerais e Notações 


Representaremos as matrizes por letras maiúsculas em negrito A, B, C, - - - ou escrevendo o elemento geral entre 
colchetes; dessa forma, A = [aj], e assim por diante. Por uma matriz m X n (leia-se, matriz m por n), queremos 
dizer uma matriz com m linhas e n colunas — as linhas vêm sempre primeiro! m X n é o chamado tamanho da 
matriz. Portanto, uma matriz m X n tem a forma 


d11 a12 din 
(2) A a21 doa don 
[ajx] = 
Ami Ama amn | 


As matrizes em (1) são de tamanho 2 X 3,3 X 3,2 X 2,1 X 3e2 X 1, respectivamente. 

Cada elemento em (2) tem dois números subscritos. O primeiro refere-se ao número da linha, e o segundo, ao 
número da coluna. Assim, ax é o elemento situado na linha 2 e coluna 1. 

Se m = n, dizemos que A é uma matriz quadrada n X n. Então, a sua diagonal contém os elementos a,, as», 

* *, Ay € é chamada de diagonal principal de A. Assim, as diagonais principais das matrizes quadradas em (1) 

são 411, A22, 433 CCT”, 4x, respectivamente. 

As matrizes quadradas são particularmente importantes, conforme veremos. Uma matriz que não é quadrada 
é chamada de matriz retangular. 


216 Parte B e Álgebra Linear. Cálculo Vetorial 


DEFINIÇÃO 


EXEMPLO-3 


DEFINIÇÃO 


EXEMPLO-4 


Vetores 


Um vetor é uma matriz que tem apenas uma linha ou uma coluna. Seus elementos são chamados de componentes 
do vetor. Representaremos os vetores por letras minúsculas em negrito a, b,: - - ou por meio de seu componente 
geral entre colchetes, a = [a;], e assim por diante. Nossos vetores especiais em (1) sugerem que um vetor-linha 
(genérico) tem a forma 


a=|[a a ***, a]. Por exemplo, a=[-2 5 08 0 1]. 
Por sua vez, um vetor-coluna tem a forma 

by 

4 
ba 

b = NE Por exemplo, b = 0 

—7 
Dia 


Adição de Matrizes e Multiplicação Escalar 


O que torna as matrizes e vetores realmente úteis e particularmente apropriados ao uso em computadores é o fato 
de podermos realizar operações com eles quase tão facilmente como realizamos com números. De fato, agora 
introduziremos as regras da adição e da multiplicação escalar (multiplicação por números), sugeridas pelas apli- 
cações práticas. (A multiplicação de uma matriz por outra será apresentada na próxima seção.) Primeiramente, 
precisamos entender o conceito de igualdade. 


Igualdade de Matrizes 


Duas matrizes A = [a;,] e B = [b;,] são iguais, e escrevemos A = B, se e somente se elas tiverem o mesmo 
tamanho e se seus elementos correspondentes forem iguais, isto é, ay = by, 412 = b12, e assim por diante. 
As matrizes que não são iguais são chamadas de diferentes. Portanto, matrizes de diferentes tamanhos são 


sempre diferentes. 


Igualdade de Matrizes 


Sejam 
A = e B = ; 
às a292 dl 


Entáo, a11 = 4, 


A=B se e somente se 
a21 =3, ap=-1. 


As seguintes matrizes são todas diferentes. Explique! 
1 3 4 2 
4 2 1 3 


Adição de Matrizes 


A soma de duas matrizes A = [a;,] e B [b,,] de mesmo tamanho é escrita como A + B e seus elementos são 
iguais a aj; + by, sendo obtidos pela soma dos elementos correspondentes de A e B. Matrizes de tamanhos 
diferentes não podem ser somadas. 


Como um caso especial, a soma a + b de dois vetores-linha ou dois vetores-coluna, que devem ter o mesmo 
número de componentes, é obtida adicionando-se os componentes correspondentes. 


Adição de Matrizes e Vetores 


—4 6 3 5- =l 0 1 5 3 
SeA = eB = , então A + B = E 
0 1 2 3 1 0 3 2 2 
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Não é possível somar A do Exemplo 3 com A do presente exemplo. Se a = [5 7 2] e b= [-6 2 0], então a +b = [-1 9 2]. 
Uma aplicação da adição de matrizes foi sugerida no Exemplo 2. Muitas outras aplicações seguirão. E 


DEFINIÇÃO Multiplicação Escalar (Multiplicação por um Número) 


O produto de qualquer matriz m X n A = [a;,] e qualquer escalar c (número c) é escrito como cA e cor- 
responde à matriz m X n cA = [ca;.), obtida pela multiplicação de cada elemento de A por c. 


Aqui, escrevemos simplesmente (—1)A como -A, e dizemos que se trata do negativo de A. Semelhantemente, 
para (-k)A escrevemos —kA. Além disso, escrevemos A + (-B) como A — B, e dizemos que se trata da diferença 
entre A e B (sendo que estas matrizes devem ter o mesmo tamanho!). 


EXEMPLO-5 Multiplicação Escalar 


27 =18 21 1,8 3 =2 0 0 

10 
Se A=| 0 0,9 |, então —A = 0 —0,9 |, y =| 0 1 |, A =| 0 0 
90 -—4,5 9,0 4,5 10 -5 0 0 


Se uma matriz B estiver representando as distâncias em milhas entre algumas cidades, então a matriz 1,609B representará essas mesmas 
distáncias em quilómetros. E 


Regras para a Adicáo de Matrizes e a Multiplicacáo Escalar. Das conhecidas leis da adigáo de números, 
obtemos leis semelhantes para a adigáo de matrizes de mesmo tamanho m X n, a saber, 


(a) A+B=B>+A 

(3) (b) (A+B)+C=A+(B+C) (escreve-se A + B + C) 
(c) A+0=A 
(d) A + (A) = 0. 


Aqui, 0 refere-se à matriz nula (de tamanho m X n), isto é, à matriz m X n cujos elementos são todos iguais a 
zero. (A última matriz no Exemplo 5 é uma matriz nula.) 

Logo, a adição de matrizes é comutativa e associativa [por (3a) e (3b)]. 

Similarmente, para a multiplicação escalar, obtemos as regras 


(a) c(A + B) = cA + cB 

(4) (b) (c + DA =cA + kA 
(c) c(kA) = (ck)A (escreve-se ckA) 
(d) IA =A. 


PROBLEMAS PROPOSTOS 7.1 


1-8 ADIÇÃO E MULTIPLICAÇÃO ESCALAR DE 2 —4,5 
MATRIZES E VETORES 
; u= O |, v= 0,8 
Considere 
3 0 4 0 -5 -3 z. 1,2 


Encontre as seguintes expressões ou justifique o fato de não se poder 
definir algumas delas. 


6 5 —4 —3 4 0 1. C+D,D+C,6D-C), 6C- 6D 


> 

II 

| 
en 
N 
N 
w 

Il 

| 
u 
N 
ÉS 


an a E a 2. 4C, 2D, 4C + 2D, 8C - 0D 
3. A+C-D,C-D,D-C,B+2C+4D 
C=|2 4), D=|-4 7], 4. XA +B), 2A + 2B, 5A- 1B, A+B+C 
13 -8 3 5. 3C — 8D, 4GA)(4- 3)A, B - LA 
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se AA 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


SA — 3C, A — B + D, 4(B - 64), 4B - 24A 

33u, 4v + 9u, 4(v + 2,25u), u — v 

A + u, 12u + 10v, 0(B — v), 0B + u 

(Sistema linear) Escreva um sistema linear (como o do Exemplo 1) 
cuja matriz aumentada seja a matriz B nestes problemas propostos. 


. (Multiplicação escalar) No Exemplo 2, a matriz A informa a quan- 


tidade de mercadorias vendidas. Encontre a matriz que mostra o 
número de lotes vendidos se cada lote consiste em (a) 5 mercado- 
rias e (b) 10 mercadorias. 

(Notacáo subscrita dupla) Escreva os elementos de A do Exemplo 
2 utilizando a notação geral mostrada em (2). 

(Tamanhos, diagonal) Quais são os tamanhos das matrizes A, B, 
C, D, u, v destes problemas propostos? Quais são as diagonais prin- 
cipais de A e B; em relação à mesma pergunta, o que dizer de C? 
(Igualdade) Explique por que as cinco matrizes do Exemplo 3 são 
diferentes. 

(Adição de vetores) é possível fazer-se a soma de: (a) vetores- 
linha cujos números de componentes sejam diferentes, (b) um 
vetor-linha e um vetor-coluna que tenham o mesmo número de 
componentes, (c) um vetor e um escalar? 

(Regras gerais) Prove (3) e (4) para casos gerais de matrizes 3 X 
2 e escalares c e k. 

PROJETO DE EQUIPE. Matrizes em Modelagens de Rede. 
Conforme veremos, existem diversas aplicações envolvendo matri- 
zes, de modo que esses problemas podem ser eficientemente tra- 
tados por computadores. Por exemplo, podem-se usar matrizes na 
caracterização de conexões em redes elétricas, em malhas viárias, 
em processos de produção etc., conforme veremos. 

(a) Matriz de incidência nodal. O circuito elétrico da Fig. 152 
consiste em 5 ramos ou lados (conexões, numeradas como 1, 2, 
***,5) e 4 nós (pontos onde dois ou mais ramos se encontram), 
com um dos nós aterrados. Numeramos os nós e os ramos, e damos 
a cada ramo uma direção apontada por uma seta. Fazemos isso 
arbitrariamente. A rede pode agora ser descrita por uma “matriz 
de incidência nodal” A = [a;,], onde 


+1 se o ramo K deixa o nó O 
ajy = 171 se o ramok entra no nó O 


O se o ramo k não toca O) 


Mostre que, para o circuito da Fig. 152, a matriz A tem a seguinte 
forma 


Ramo 1 2 3 4 5 


ND|/1 -1 -1 0 0 
N(Q|0 1 0 1 

N()|O 0 1 0 
N(9|--1 0 0 10 


Fig. 152. Rede e matrizes de incidência nodal no Projeto de 
Equipe 16(a) 


(b) Encontre as matrizes de incidência nodal das redes da Fig. 153 


© © © 


Fig. 153. Circuitos do Projeto de Equipe 16(b) 


(c) Faça o gráfico das três redes correspondentes às matrizes de 
incidência nodal. 


1 0 0 
1 —1 1 —1 
0 =l 1 
0 0. = 1 
=l 1 0 
=] 1 0 0 
0 0 — 


0 0 =i s] 0 —1 


(d) Matriz de incidéncia de malha. Uma rede também pode ser carac- 
terizada por uma matriz de incidência de malha M = [my], onde 


+1 se o ramo k está na malha | j 


e tem a mesma orientação 


Mi. = Y 71 se o ramo k está na malha | j 


e tem a orientação oposta 


O se o ramo k não está na malha | j 


e uma malha é um laço desprovido de ramos em seu interior (ou exte- 
rior). Aqui, as malhas são numeradas e direcionadas (orientadas) de 
maneira arbitrária. Mostre que, na Fig. 154, a matriz M corresponde 
à figura dada, onde a linha 1 corresponde à malha 1 etc. 


3 


1 1 0 —1 0 0 

0 0 0 1 1 1 
M= 

o —1 1 0 1 0 

1 0 1 0 0 1 


Fig. 154. Circuito e matriz M no Projeto de Equipe 16(d) 


(e) Aos nós da Fig. 154, atribua da esquerda para a direita os 
números 1, 2, 3, e o número 4 ao nó mais baixo. Encontre a matriz 
de incidéncia nodal correspondente. 
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7.2 Multiplicação de Matrizes 


Na multiplicação de matrizes, uma matriz é multiplicada por outra. Esta é a última operação algébrica que defini- 
remos (depois ainda mencionaremos a transposicáo, que é de menor importáncia). Já sabemos que as matrizes 
sáo adicionadas fazendo-se a soma de seus elementos correspondentes. Isto quer dizer que, na multiplicacáo de 
matrizes, deveríamos entáo multiplicar seus elementos correspondentes? A resposta é náo, e o motivo disto é que 
tal operação não seria de muita utilidade nas aplicações. A definigáo-padráo da multiplicação matricial parece arti- 
ficial, mas o motivo dela será plenamente esclarecido posteriormente nesta seção, quando empregarmos matrizes 
nas “transformações lineares”, que sugerem o uso dessa multiplicação. 


DEFINIÇÃO Multiplicação de uma Matriz por uma Matriz 
O produto C = AB (nesta ordem) de uma matriz m X n A = [ajk] vezes uma matriz r X p B = [bj] é 
definido se e somente se r = n, sendo, então, a matriz m X p C = [cy] com os elementos 
i n j = 1, ,M 
a) Ciro = = abie = ajDix + ajabar + >? + ajnDnk 
l=1 k= 1, , P- 
A condição r = n significa que o segundo fator, B, deve ter o número de linhas igual ao número de colunas do 
primeiro fator, a saber, n. Na forma de um diagrama dos tamanhos (mostrado a seguir): 
A B = a 
[m x n] [n xr] = [m x rl. 
ci; em (1) é obtido multiplicando-se cada elemento da linha j de A pelo correspondente elemento na coluna k 
de B, somando-se então esses n produtos. Por exemplo, co, = 471011 + Gob + * * * + Gopb, 1, € assim por diante. 
Pode-se chamar isso sucintamente de “multiplicação das linhas nas colunas”. Veja a ilustração na Fig. 155, em 
que n = 3. 
n=3 p=2 p=2 
E ES SAE ES Ses EE 
GW Wo % 1 212 CW Gp 
a Con Cha Log om “>> | =| EM “2 à 
= m= 
dá Gy % da 31 232 Cai -fsa i 
| a Cao das | Cm ap 
Fig. 155. Notações em um produto AB = € 
EXEMPLO-1 Multiplicação de Matrizes 
3 3 =l 272 3 1 22 —2 43 42 
AB = 4 0 D a 0 7 8|=|26 -16 14 6 
—6 -3 2 9 —4 1 1 —9 4 -37 -28 
Aqui, C11=3* 2+5- 5+(1)-* 9=22, e assim por diante. O elemento na caixa é c,;=4:3+0:7+2:1=14.0 produto BA não é 
definido. L 
EXEMPLO-2 Multiplicação de uma Matriz e um Vetor 
4 2 3 4:3+2:5 22 4 2 
= = enquanto é indefinido. El 
1 8 5 1.3 +8-5 43 1 8 
EXEMPLO-3 Produtos de um Vetor-linha e um Vetor-coluna 
1 1 3 6 1 
[3 6 111 2 |= [19], 2 113 ]=|6 12 2 E 
4 4 12 24 4 
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EXEMPLO-4 


EXEMPLO 5 


EXEMPLO-6 


ATENÇÃO ! Multiplicação Matricial Não É Comutativa; em geral, AB + BA 


Isso é ilustrado pelos Exemplos 1 e 2, onde um dos dois produtos nem mesmo é definido, e também pelo Exemplo 3, onde os dois produtos 
têm tamanhos diferentes. E nem mesmo nas matrizes quadradas a comutatividade em geral se verifica. Por exemplo, 


1 1 -1 1 0 0 -1 1 1 1 99 99 
= mas = ; 
100 100 1.51 0 0 1, A 100 100 991.99 
Isto é interessante, visto que também demonstra que AB = 0 não necessariamente implica que BA = 0 ou A = 0 ou B = 0. Discutiremos isso 


posteriormente na Seção 7.8, bem como as razões por que isso ocorre. a 


Nossos exemplos mostram que a ordem dos fatores no produto de matrizes deve ser sempre cuidadosamente 
observada. À parte isso, a multiplicação de matrizes obedece a regras semelhantes à da multiplicação de números, 
a saber. 


(a) (KA)B = k(AB) = A(KB) escreve-se kAB ou AkB 
(2) (b) A(BC) = (ABJC escreve-se ABC 

(c) (A +B)C =AC + BC 

(d C(A+B)=CA+CB 


desde que A, Be C sejam tais que as expressões à esquerda sejam definidas; aqui, k é qualquer escalar. (2b) é 
chamada de lei associativa. (2c) e (2d) são chamados de leis distributivas. 

Como a multiplicação de matrizes é uma multiplicação de linhas em colunas, podemos resumidamente escrever 
a fórmula de definição (1) como 


(3) Cir = ab, je os ke Lcd, 


onde a; é o j-ésimo vetor-linha de A e b, é o k-ésimo vetor-coluna de B, de modo que, em conformidade com (1), 


Dix, 


Produto em termos de Vetores-linha e Vetores-coluna 
Se A = [aj] é de tamanho 3 X 3 e B = [bj,] é de tamanho 3 X 4, então, 
ab; ab, abs aba 
(4) AB =| ab} ab, ab; ab, 
azb; azb asbs azba 


Fazendo a; = [3 5 —1], a, = [4 0 2] etc., verifique (4) para o produto do Exemplo 1. a 


O processamento paralelo de produtos no computador é facilitado por uma variante de (3) para computar 
C = AB, que é usada por algoritmos-padráo (como no Lapack). Neste método, A é usada conforme dada, B é 
considerada em termos de seus vetores-coluna e o produto é computado em forma de colunas; assim, 


As colunas de B sáo entáo calculadas por diferentes processadores (uma ou várias por cada processador), que 
simultaneamente calculam as colunas da matriz produto Ab,, Ab, etc. 


Computando Produtos em Forma de Coluna por (5) 


Para obter 


de (5), calcule as colunas 


Es aE des al lalo lo. ae Lal 


de AB e depois escreva-as como uma única matriz, conforme mostrado na primeira fórmula à direita. a 
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DEFINIÇÃO 


Motivo de se Usar a Multiplicação nas Transformações Lineares 


Apresentemos agora um motivo, relacionado às transformações lineares, que nos faz usar essa multiplicação 
matricial “não-natural”. Para n = 2 variáveis, essas transformações são da forma 


Yı = d11X, + d19X2 


Ya = d21X1 + a22X2 


e bastam para explicar a idéia. (Na Seção 7.9, discutiremos o caso geral para um n qualquer.) Por exemplo, (6*) 
pode relacionar um sistema de coordenadas xx a um sistema de coordenadas y,y, no plano. Em forma vetorial, 
podemos escrever (6*) como 


(6%) 


yı a11 d12 | | Xi a11X1 + à12X2 

Y2 a21 a22 | L X2 d21X1 + a22X2 
Façamos agora a suposição adicional de que o sistema x,x, se relacione a um sistema wwx por outra transfor- 
mação linear, digamos, 

Xi by bio] [Wi by1W, + bj2Wa 
(7) xX Bw = 

X2 Da bəs | [Wo b21W, + Dz2Wa 


Então, o sistema yy encontra-se indiretamente relacionado ao sistema w;w, por meio do sistema x,x,, e deseja- 
mos expressar essa relação de forma direta. Por substituição, pode-se mostrar que essa relação direta é também 
uma transformação linear, digamos, 


C11 Cia Wa C¡¡W¡ + Cj2Wa 
C21 C22 Wa C21W¡ + CoaWo 
De fato, substituindo (7) em (6), obtemos 
Yı = a11(b11W1 + Dy2W>) + aya(Da¡W, + Da2W>) 
= (81111 + d12D21W1 + (a11012 + A12D22)W2 
Y2 = A21(D,1W1 + Di2W2) + a22(D21W1 + Dz2W>) 
= (d21D11 + a22021)W1 + (A21D12 + A22022)W2. 


Comparando isso com (8), vemos que 


fab) 


Cm = â11b11 + â12021 C12 = A11D12 + A12bo2 


Co = A21D11 + A29D21 Co» = 21012 + a22b92. 


Isto prova que C = AB com o produto definido como em (1). Para matrizes maiores, a idéia e o resultado são 
exatamente os mesmos. Somente o número de variáveis muda. Teremos, então, m variáveis y e n variáveis x e 
p variáveis w. As matrizes A, B e C = AB então têm os tamanhos m X n,n X pem X p, respectivamente. E 
o requisito de que C seja o produto de AB leva à fórmula (1) em sua forma geral. Isso justifica plenamente a 
multiplicação de matrizes. 


Transposição 


A transposição permite fazer uma transição de vetores-linha para vetores-coluna e vice-versa. De modo mais 
geral, ela nos permite escolher entre trabalhar com uma matriz ou com sua transposta, ficando com a forma mais 
prática para uma determinada situação. 


Transposição de Matrizes e Vetores 


A transposta de uma matriz m X n A = [a;.] é a matriz n X m AT (leia-se A transposta) que tem a primeira 
linha de A como sua primeira coluna, a segunda linha de A como sua segunda coluna, e assim sucessiva- 
mente. Portanto, a transposta de A em (2) é AT = [aj], que se escreve como 
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da dz amı 
a dj2 do Ama 
(9) A = as] 
din don amn 
Como um caso especial, a transposição converte vetores-linha em vetores-coluna e vice-versa. 


EXEMPLO 7 Transposição de Matrizes e Vetores 


5 4 
5 —8 1 
Se A = ; então A= |-8 0 
4 0 0 
1 0 
De forma um pouco mais compacta, podemos escrever 
5 4 
58 17" 3 07 [3 8 
=|-8 ol, = 
4 0 0 8 =l 0 =i 
1 0 
6 eT 
6 2 3l=ļ|2]f, 2| =[6 2 3 
3 3 


Note que, para uma matriz quadrada, a transposição é obtida trocando-se os elementos simetricamente posicionados em relação à diagonal 
principal, p. ex., ay, € a», e assim sucessivamente. 


As regras para a transposição são 


(a) (ANT =A 
de= T W 
dû (b) (A+B)J=AT+B 
(c) (CA) = cAT 
(d) (AB) = B'AT, 


CUIDADO! Note que, em (10d), as matrizes transpostas estão em ordem inversa. Deixamos as provas para o 
estudante (Veja o Problema 22.) 


Matrizes Especiais 


Alguns tipos de matrizes ocorrem freqüentemente em casos práticos, de modo que listaremos agora os mais 
importantes. 


Matrizes Simétricas e Anti-simétricas. A transposição dá ensejo a duas classes úteis de matrizes, conforme 
veremos agora. Matrizes simétricas e matrizes anti-simétricas são matrizes quadradas cujas transpostas são iguais 
às próprias matrizes ou às matrizes negativas, respectivamente: 


(11) AT=A (portanto ay = a;r), AT=-—A (portanto ay, = —a;x, logo aj; = 0). 
Matriz Simétrica Matriz Anti-simétrica 
EXEMPLO-S Matrizes Simétricas e Anti-simétricas 
20 120 200 0 1 -3 
A = | 120 10 150 é simétricae B = |—1 0 =2 é anti-simétrica. 
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Se uma empresa, por exemplo, tem três prédios C}, Cs, C; onde armazena seu estoque, então A poderia representar os custos a; digamos, 


de armazenagem de 1000 sacos de cimento no centro C;, e aj, (¡ + k) o custo do envio de 1000 sacos de cimento de C; para Cp. Obviamente, 
jk = Ay, pois O envio na direção oposta teria o mesmo custo. 
As matrizes simétricas têm diversas propriedades gerais que as tornam importantes, conforme veremos adiante. E 


Matrizes Triangulares. As matrizes triangulares superiores sáo matrizes quadradas que podem ter elementos 
não-nulos somente na diagonal principal e acima dela, ao passo que os elementos situados abaixo da diagonal 
principal sáo todos iguais a zero. Analogamente, as matrizes triangulares inferiores podem ter elementos náo- 
nulos somente na diagonal principal e abaixo dela, enquanto os elementos situados acima de sua diagonal principal 
sáo todos iguais a zero. Qualquer elemento situado na diagonal principal de uma matriz triangular pode ou náo 
ser igual a zero. 


EXEMPLO-9 Matrizes Triangulares Superiores e Inferiores 


3 0 0 0 
1 4 2 2 0 0 
1 3 O. = 0 0 
S 0 3 21, 8 =I 0 |, 
o. 2 1 0 2 0 El 
0 0 6 7 6 8 
1 9 3 6 
Triangular superior Triangular inferior 


Matrizes Diagonais. São matrizes quadradas que podem ter elementos não-nulos somente em sua diagonal prin- 
cipal. Qualquer outro elemento situado acima ou abaixo da diagonal deve ser zero. 

Se todos os elementos da diagonal de uma matriz diagonal S forem, digamos, iguais a c, podemos chamar S 
de uma matriz escalar, porque a multiplicação de qualquer matriz quadrada A de mesmo tamanho por S tem o 
mesmo efeito que a multiplicação de A por um escalar, isto é, 


(12) AS = SA = cA. 


Em particular, uma matriz escalar cujos elementos na diagonal principal são todos iguais a 1 é chamada de 
matriz unidade (ou matriz identidade), sendo simplesmente representada por L,, ou simplesmente por I. Para 
I, a fórmula (12) torna-se 


(13) AI=IA =A. 


EXEMPLO-10 Matriz Diagonal D. Matriz Escalar S. Matriz Identidade | 


Aplicações da Multiplicação de Matrizes 


A multiplicação de matrizes desempenha um papel crucial em conexão com os sistemas de equações lineares, que 
começaremos a ver na próxima seção. Por ora, citaremos algumas outras aplicações que dispensam explicações 
prolongadas. 


EXEMPLO-—H Produção de Computadores. Matriz vezes Matriz 


A Supercomp Ltda. fabrica dois modelos de computador, o PC1086 e o PC1186. A matriz A mostra o custo por computador (em milhares 
de dólares) e B os números relativos à produção do ano de 2005 (em múltiplos de 10.000 unidades). Encontre uma matriz C que mostre aos 
acionistas o custo trimestral (em milhões de dólares) da matéria-prima, da mão-de-obra e as despesas gerais. 


Trimestre 
PCIO86 PC1186 ii 2 3 4 
La 1,6 | Matéria-prima 
A =|0,3 0,4 | Máo-de-obra B = 


l; 8 6 '] PC1086 


PC1186 
0,5 0,6 | Despesas Gerais 
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Solucáo. 
Trimestre 
1 2 3 4 
13,2 12,8 13,6 15,6 Matéria-prima 
C=AB=| 33 3,2 3,4 3,9 | Mão-de-obra 
5,1 5:2 5,4 6,3 Despesas Gerais 


Como o custo é dado em múltiplos de $1000 e a produção em múltiplos de 10.000 unidades, as entradas de C são múltiplos de $10 milhões; 
assim, cy = 13,2 significa $132 milhões etc. H 


EXEMPLO 12 Controle de Peso. Matriz vezes Vetor 


Imagine que, num programa de controle de peso, uma pessoa de 185 libras* queima 350 cal/hora caminhando (3 mph), 500 andando de 
bicicleta (13 mph) e 950 correndo (5,5 mph)**. Bill, pesando 185 lb, planeja exercitar-se de acordo com a matriz dada. Verifique os cálculos 
(A = Andando, B = Bicicleta, C = Correndo). 


W B J 
SEG |1,0 0 05 825 | SEG 
350 
QUA [10 1,0 0,5 1325 | QUA 
500 | = 
SEX |15 0 05 1000 | SEX 
. 950 . 
SÁB |20 15 10 2400 | SÁB E 


EXEMPLO 13 Processo de Markov. Potências de uma Matriz. Matriz Estocástica 


Suponha que, em 2004, o estado de utilização das terras em uma cidade de 60 milhas? de área construída seja 


C: 25% de área comercial I: 20% de área industrial R: 55% de área residencial 


Encontre os estados de utilização em 2009, 2014 e 2019, supondo que as probabilidades de transição para intervalos de 5 anos sejam dadas 
pela matriz A e mantenham-se praticamente as mesmas para o intervalo de tempo considerado. 


De € De I DeR 


0,7 0,1 0 Para C 
A =| 0,2 0,9 0,2 Para I 
0,1 0 0,8 Para R 


A é uma matriz estocástica, ou seja, uma matriz quadrada com todos os elementos náo-negativos e com a soma de cada coluna sendo igual 
a 1. Este exemplo trata de um processo de Markov!, ou seja, um processo pelo qual a probabilidade de se entrar em um determinado estado 
depende apenas do último estágio em que se encontrava (e da matriz A), e náo de nenhum outro estado anterior. 


Solucáo. Da matriz A e do estado de 2004, podemos computar o estado de 2009, 


Q 0,7254 0,120 0:55 0,7 0,1 0 25 19,5 
I 0,2-25 + 0,9-20 + 0,2-55 | =| 0,2 0,9 0,2 20| =| 34,0 
R 0,1-25 + 0-20 + 0,8: 55 0,1 0 0,8 55 46,5 


Explicagáo: Os dados de 2009 para C equivalem a 25% vezes a probabilidade 0,7 de que C passe para C, mais 20% vezes a probabilidade 
0,1 de que I passe para C, mais 55% vezes a probabilidade O de que R passe para C. Somando, 


25: 0,7 + 20: 0,1 + 55 -0 = 19,5 [%]. Também 25 - 0,2 + 20 : 0,9 + 55 - 0,2 = 34 [%]. 
De modo similar, o novo R é 46,5%. Vemos que o vetor de estado de 2009 é o vetor-coluna 
y = [19,5 340 465] = Ax = A [25 20 55] 


onde o vetor-coluna x = [25 20 55]' é o vetor do estado de 2004 dado. Note que a soma dos elementos de y é 100[%]. Similarmente, você 
pode verificar que, para 2014 e 2019, obtemos os vetores de estado 


z=Ay=A(Ax) =A?%x = [17,05 43,80 39,15] 


u = Az =A?y = Ax = [16,315 50,660 33,025]. 


*Libra: unidade de força (peso) do Sistema Inglés, que equivale aproximadamente ao peso de uma massa de 0,45 kg. Logo, 185 libras cor- 
respondem a um peso de aproximadamente 83 kg. (N.T.) 

**Mph: milhas por hora. Uma milha equivale a 1,609 km; logo, as velocidades indicadas sáo de aproximadamente 5 km/h (caminhando), 21 
km/h (andando de bicicleta) e 9 km/h (correndo). (N.T.) 

1 ANDREI ANDREJEVITCH MARKOV (1856-1922), matemático russo, conhecido por seus trabalhos em teoria da probabilidade. 
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Resposta. Em 2009, a área comercial será de 19,5% (11,7 milhas?), a industrial de 34% (20,4 milhas?) e a residencial de 46,5% (27,9 
milhas?). Para 2014, os números correspondentes sáo 17,05%, 43,80% e 39,15%. Para 2019, eles sáo 16,315%, 50,660% e 33,025%. (Na 
Seção 8.2, veremos o que acontece no limite, considerando que essas probabilidades permaneçam as mesmas. Enquanto isso, você poderia 


tentar obter ou adivinhar o resultado?) 


PROBLEMAS PROPOSTOS 7.2 


MULTIPLICAÇÃO, ADIÇÃO E TRANSPOSIÇÃO 


DE MATRIZES E VETORES 


Considere 
6 2 —2 9 4 —4 
A = 10 -3 1|, B= 4 7 0j, 
—10 5 1 —4 0 11 
3 1 5 
C=|0 -2|, a=|1|, b=[3 0 8] 
4 0 2 


Calcule os seguintes produtos e somas ou justifique por que eles não 
são definidos. (Mostre todos os resultados intermediários.) 


1. 
. Ab? + Bb", (A + B)b”, bA, B — BT 

. AB, BA, AAT, ATA 

. A2, B2, (AMZ, (A2)7 

. AA, bA, 5B(3a + 2b”), 15Ba + 10Bb” 
. ATb, b'B, (3A — 2B)'a, a'(3A — 2B) 

. ab, ba, (ab)A, a(bA) 


= p p pd pà = pt 
nn hy 


16. 


17. 


18. 


19. 


N AAA UA EN 


. (A + BY, A? 4 
. (A + BJA — B), A? — AB + BA — B?, A? — B? 
. A?B, A?, (AB), A?B? 

. Bê, BC, (BC), (BC)(BC)” 

. Aa, a'(A + A'a, bBb”, b(B — B5b” 

. a'CC'a, a"C%a, bCTCb”, HCCTb" 

. (Regras gerais) Prove (2) para matrizes 2 X 2 A = [aj], 


Aa, Ab, Ab”, AB 


ab — ba, —(4b)(7a), —28ba, 5abB 


AB + BA + B?, A? + 2AB + B? 


B = [Dj], C = [cj] e um escalar qualquer. 

(Comutatividade) Encontre todas as matrizes 2 X 2 A = [aj] que 
comutam com B = [b;,), onde b =j + k 

(Produto) Nos Problemas 1-14, escreva AB em termos de vetores- 
linha e coluna. 


(Produto) No Problema 1, calcule AB em forma de colunas (veja 
o Exemplo 6). 


PROJETO DE EQUIPE. Matrizes Simétricas e Anti-simétri- 
cas. Estas matrizes ocorrem frequentemente nas aplicações, de 
modo que vale a pena estudar algumas de suas propriedades mais 
importantes. 


(a) Verifique as assertivas em (11) de que a, = a; para uma matriz 
simétrica, e ay; = —a;, para uma matriz anti-simétrica. Dê exem- 
plos. 

(b) Mostre que, para cada matriz quadrada C, a matriz C + c'é 
simétrica e a matriz C — CT é anti-simétrica. Escreva C na forma 
C = S + T, onde S é simétrica e T é anti-simétrica, e encontre S e 
T em termos de C. Nos Problemas 1-14, represente A e B nessa 
forma. 


20. 


21. 


22. 


(c) Uma combinação linear de matrizes A, B, C,: * *, M de mes- 
mo tamanho é uma expressão da forma 


(14) TN A 


onde a, * *, m são escalares quaisquer. Demonstre que, se essas 
matrizes são quadradas e simétricas, (14) também será; da mesma 
forma, se elas forem anti-simétricas, (14) também será. 


(d) Mostre que o produto AB com A e B simétricos é simétrico 
se e somente se A e B comutam, isto é, AB = BA. 

(e) Sob quais condições o produto de matrizes anti-simétricas é 
anti-simétrico? 

(Matrizes idempotentes e nulipotentes) Por definição, A é idem- 
potente se A? = A, e B é nulipotente se B” = 0 para um número 
inteiro positivo m. Dê exemplos (diferentes de 0 ou I). Dê também 
exemplos tais que A? = I (a matriz unidade). 


(Matrizes triangulares) Considere que U,, U, sejam matrizes 
triangulares superiores e L}, L, triangulares inferiores. Quais das 
seguintes matrizes sáo triangulares? Dé exemplos. De que modo 
podemos usar a transposição para reduzir à metade o trabalho a 
ser feito? 


U, + U, UU, U,2 U, + L, UL}, L; + Lo, 
Lilo Ly 


(Transposição de produtos) Demonstre (10a)-(10c). Ilustre 
a fórmula básica (10d) com seus próprios exemplos. Depois 
demonstre-a. 


APLICAÇÕES 


23. 


25. 


26. 


27. 


(Processo de Markov) Se a matriz de transição A tem os elementos 
au = 0,5, a12 = 0,3, az = 0,5, 493= 0,7 e o estado inicial é [1 17", 
quais serão os próximos três estados? 


. (Assinatura de concertos) Numa comunidade de 300.000 adultos, 


assinantes de uma série de concertos tendem a renovar sua assina- 
tura com uma probabilidade de 90% e pessoas que não assinam 
tendem a assinar a próxima temporada com uma probabilidade de 
0,1%. Se o número atual de assinantes é 2000, pode-se prever um 
aumento, uma diminuição ou nenhuma alteração para as próximas 
três temporadas” 


EXPERIMENTO DE ÁLGEBRA COMPUTACIONAL. Pro- 
cesso de Markov. 


Escreva um programa para um processo de Markov. Use-o para 
calcular etapas posteriores do Exemplo 13 do texto. Experimente 
com outras matrizes estocásticas 3 X 3, usando também outros 
valores iniciais. 


(Produção) Em um processo de produção, considere que N signi- 
fique “sem problemas” e T “problemas”. Considere também que 
as probabilidades de transição de um dia para o outro sejam 0,9 
para N > N, logo 0,1 para N —> Te 0,5 para T > N, e logo, 0,5 
para T => T. Se hoje não há problemas, qual será a probabilidade 
de N daqui a dois dias? E daqui a três dias? 


(Vetor de lucros) Duas lojas de fábrica L, e L, em Nova York e 
Los Angeles vendem sofás (S), cadeiras (C) e mesas (M) com 
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28. 


um lucro de $110, $45 e $80, respectivamente. Considere que as 
vendas numa determinada semana sejam dadas pela matriz 


S E M 


600 400 100 Ey 
A= 


300 820 205 Fa 


Considere um “vetor de lucro” p tal que as componentes de v = 
Ap forneçam os lucros totais de L; e Ly. 


PROJETO DE EQUIPE. Transformações Lineares Especiais. 
As rotações possuem diversas aplicações. Mostraremos neste pro- 
jeto como elas podem ser manipuladas usando-se matrizes. 

(a) Rotação no plano. Mostre que a transformação linear y = Ax 


com a matriz 
—sen 0 X1 yi 
e x= p ya 
cos 0 X2 Ya 


Mi 0 
A = 
sen 6 

é uma rotagáo em sentido anti-horário de um sistema de coorde- 
nadas cartesianas x,x, no plano em torno da origem, onde 0 é o 
ángulo de rotação. 


(b) Rotação de n0. Em (a), mostre que 
Mi nó —senn | 
A” = , 
senno  cosnó 
Isso é plausível? Explique com palavras. 


(c) Fórmulas de adicáo para cossenos e senos. Da geometria, 
devemos ter 


Mi æ —sen | p B —sen | 
sena Cosa seng cos fB 
cos (a + B) —sen (a + p) 
E sen (a + B) cos (a + B) 


Obtenha disso as fórmulas de adição (6) do Apêndice A3.1. 


(d) Gráficos no computador. Para visualizar um objeto tridimen- 
sional de faces planas (p. ex., um cubo), devemos armazenar os 
vetores-posição dos vértices em relação a um sistema de coorde- 
nadas xxx; apropriado (e uma lista das bordas conectando essas 
faces), para então obtermos uma imagem bidimensional na tela, 
projetando o objeto sobre um plano coordenado, ou seja, um plano 
XX» fazendo xz = 0. Para mudarmos a aparência da imagem, pode- 
mos impor uma transformação linear nos vetores-posição arma- 
zenados. Mostre que uma matriz diagonal D cujos elementos da 
diagonal principal sejam 3, 1, 3, fornece, a partir de um x = [x] o 
novo vetor-posição y = Dx, onde y, = 3x, (aumente por um fator 
3 a escala na direção x1), Y2 = Xz (inalterado), y3 = 4x; (contração 
na direção x3). Que efeito teria uma matriz escalar? 

(e) Rotações no espaço. Explique geometricamente y = Ax quando 
A é uma das três matrizes 


1 0 0 
0 cosg —senO |, 
0 sen cos 0 
cos p 0 —seng cos y —sen y 0 
0 1 0 3 senyj cos y 0 
sen p O coso 0 0 1 


Que efeito essas transformações teriam em situações como as des- 
critas em (d)? 


7.3 Sistema de Equações Lineares. Eliminação de Gauss 


A utilização mais importante das matrizes relaciona-se à obtenção de soluções de sistemas de equações lineares, 
resumidamente chamados de sistemas lineares. Esses sistemas modelam diversos problemas, como, por exemplo, 
em estruturas, circuitos elétricos, fluxo de tráfego, economia, estatística e muitos outros. Nesta seção, apresenta- 
remos um importante método de solução, a eliminação de Gauss. Propriedades gerais das soluções serão discutidas 


nas próximas seções. 


Sistema Linear, Matriz de Coeficientes, Matriz Aumentada 


Um sistema de m equações com n incógnitas x,, ` - 


(1) 


mi Fº 


* , Xn é um conjunto de equações da forma 
++ aka = Di 
= sp Cloro = ba 


Dizemos que o sistema é linear porque cada variável x; aparece apenas na primeira potência, como na equação de 


uma reta. ay, *** 


» Amn São números dados, chamados de coeficientes do sistema. b}, + - -, bm nos lados direitos 


são também números dados. Se todos os b;são iguais a zero, então dizemos que (1) é um sistema homogéneo. 
Se pelo menos um b, for diferente de zero, então dizemos que (1) é um sistema não-homogêneo. 
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Uma solução de (1) é um conjunto de números xy, * * * , x, que satisfazem a todas as m equações. Um vetor- 
solucáo de (1) é um vetor x cujas componentes formam uma solugáo de (1). Se o sistema (1) é homogéneo, ele 
tem pelo menos a solução trivial xı = 0, - + +, x,= 0. 


Forma Matricial do Sistema Linear (1). Da definigáo de multiplicagáo de matrizes, vemos que as m equagóes 
de (1) podem ser escritas como uma única equação vetorial 


(2) Ax=b 


onde a matriz dos coeficientes A = [a] é a matriz m X n 


X 
ai do "rr dm by 
dor do don 
A = , e X= e b= 
amı Ama es amn Dm 
Xn 


são vetores-coluna. Suponhamos que os coeficientes a não sejam todos nulos, de modo que A não seja uma 
matriz nula. Note que x tem n componentes, enquanto b tem m componentes. A matriz 


bı 


ai Cor Ain | 
| 
E Ñ a . | 
A = 
p S e | 
| 
| 


b m 


amı C amn 


é chamada de matriz aumentada do sistema (1). Pode-se omitir a linha vertical tracejada (como faremos poste- 
riormente); ela é simplesmente um lembrete de que a última coluna de Á não pertence a A. 

A matriz aumentada Á determina por completo o sistema (1) porque contém todos os números dados que 
aparecem em (1). 


EXEMPLO-1 Interpretação Geométrica. Existência e Unicidade de Soluções 


Se m = n = 2, temos duas equações com duas incógnitas x4, X2 
a11X1 + a12X2 = by 
a21X1 + a22X2 = Da. 


Se interpretarmos x}, x, como as coordenadas no plano x,, x,, então cada uma das duas equações representa uma reta, e (x,, X2) é uma solução 
se e somente se o ponto P de coordenadas x}, x, encontrar-se em ambas as linhas. Logo, há três casos possíveis: 

(a) Precisamente uma solução se as linhas se interceptam 

(b) Infinitas soluções se as linhas coincidem 

(c) Nenhuma solução se as linhas são paralelas 
Por exemplo, 


x% +x9=1 x +x,=1 M+x,=1 
2x; -x =0 2x, + 2%, =2 xı +x=0 
Caso (a) Caso (b) Caso (c) 
Xo xa Xa 
DE i 
/ 
y ij E 
3 1 xy 1 xy 1 xy 


Se o sistema é homogêneo, o caso (c) não pode acontecer porque então as duas retas passam pela origem cujas coordenadas 0, O constituem 
a solução trivial. Se você desejar, considere três equações com três incógnitas como representações de três planos no espaço e faça uma 
discussão semelhante sobre os diversos casos possíveis. Veja a Fig. 156. 
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EXEMPLO-2 


O exemplo simples que demos ilustra o fato de que o sistema (1) pode náo ter solugáo. 
Diante disso, temos o seguinte problema. Um sistema (1) dado tem solugáo? Sob quais 
condições ele tem precisamente uma solução? Se ele apresentar mais de uma solução, 
como podemos caracterizar o grupo de todas as soluções? Como podemos, de fato, obter as 
soluções? Talvez a última questão seja a mais imediata do ponto de vista prático. Respon- 
deremos a ela primeiro e discutiremos as outras questões na Seção 7.5. 


Eliminação de Gauss e Substituição Reversa 


Este é um método-padrão de eliminação usado na resolução de sistemas lineares, que pode 
ser executado de modo sistemático, independentemente das características particulares dos 
coeficientes. Trata-se de um método de grande importância prática e que é razoável no que 
diz respeito ao tempo de computação e à demanda de armazenamento (dois aspectos que 
serão considerados na Seção 20.1 do capítulo que trata dos métodos numéricos de álgebra 
linear). Comecemos mencionando um motivo de se utilizar este método. Se um sistema 
estiver em “forma triangular”, digamos, 


2X1 + 5X 2 


podemos resolvé-lo por “substituicáo reversa”, isto é, resolver a última equação encon- 
trando o valor da variável x= —26/13 = 2, e então trabalhar de trás para a frente, substi- 
tuindo x, = —2 na primeira equação e resolvê-la para encontrar x, obtendo assim x, = 2 
— 5x9) = X2 — 5 * (-2)) = 6. Isso nos leva à idéia de primeiro reduzir um sistema genérico 
à forma triangular. Por exemplo, considere o sistema 


2X, + 5X = 2 2 5 2 
Sua matriz aumentada é 
—4X, + 3X, = —30. —4 3 —30 
Deixemos a primeira equação como ela está, e eliminemos x, da segunda equação para 
obtermos um sistema triangular. Para fazermos isso, adicionamos duas vezes a primeira 
equação à segunda e fazemos a mesma operação nas linhas da matriz aumentada. Isso nos 
dá —4x, + 4x, + 3x, + 10x = —30 + 2 » 2, ou seja, 


2x, +5% = 2 2 S p 


13x, = —26 Linha 2 + 2 Linha 1 LO 13 —26 


onde Linha 2 + 2 Linha 1 quer dizer “Adicione duas vezes a Linha 1 à Linha 2” na matriz 
original. Esta é a eliminação de Gauss (para 2 equações com 2 incógnitas) que fornece 
a forma triangular, a partir da qual a substituição reversa agora nos fornece x, = —2 e xı = 
6, como antes. 

Como um sistema linear é completamente determinado por sua matriz aumentada, a 
eliminação de Gauss pode ser feita considerando simplesmente as matrizes, conforme aca- 
bamos de indicar. Faremos isso novamente no próximo exemplo, com ênfase nas matrizes, 
de modo que escreveremos estas primeiro e depois as equações, apenas para não perdermos 
a linha de raciocínio. 


Eliminação de Gauss. Circuito Elétrico 


Resolva o sistema linear 


M-— X+ X= 0 
X1 X2 X3 0 
10x2 + 25x = 90 


20x + 10X3 = 80. 


$ 


Solução única 


NN 


Infinitas soluções 


SO 


Sem solução 


Fig. 156. Trés 
equações com 
três incógnitas 
interpretadas como 
planos no espaço 


Obtenção do circuito da F ig. 157 ( Opcional). Este é o sistema para as correntes desconhecidas x, = 11, X2 = la, X3 = ig no circuito 
elétrico da Fig. 157. Para obtê-lo, identificamos as correntes conforme o mostrado, escolhendo as direções arbitrariamente; se uma corrente 


vier a ser negativa, isso simplesmente significará que a corrente flui na direção contrária à nossa seta. A corrente que entra em cada bateria 


será a mesma que sai dela. As equações para as correntes são o resultado das leis de Kirchhoff: 
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Lei da corrente de Kirchhoff (LCK). Em qualquer ponto de um circuito, a soma das correntes que entram é igual à soma das correntes 
que saem. 


Lei da tensão de Kirchhoff (LTK). Em qualquer circuito fechado, a soma de todas as quedas de tensão é igual à força eletromotriz que 
se imprime ao circuito. 


O nó P fornece a primeira equação, o nó Q, a segunda, o circuito da direita, a terceira e o circuito da esquerda, a quarta, conforme indica 
a figura. 


200 Q 100 > : 3 AN 
Nó P: i- it i= 0 
i i 
i i Nó Q: db g= g0 
80 | 10 Q | 90 V 
A Malha direita: 101, + 251, = 90 
P 150 Malha esquerda: 20i, + 101, = 80 


Fig. 157. Circuito do Exemplo 2 e equações relacionando as correntes 


Solução por Eliminação de Gauss. Podemos resolver este sistema com relativa rapidez observando sua forma particular. Mas isso 
aqui não é o mais importante. O aspecto interessante é que a eliminação de Gauss é sistemática e funcionará, em geral, também para grandes 
sistemas. Aplicá-lo-emos ao nosso sistema e então faremos a substituição reversa. Como já dissemos, escreveremos a matriz aumentada do 
sistema e depois o próprio sistema. 


Matriz Aumentada À Equações 
Pivô 1 —=> (1) “14 0 Pivôl —> (Oo) xt 43=0 
= il 1 =l 0 X1 Xa X3 0 
Eliminar —> 0/10 25 90 Eliminar > 10X2 + 25x3 = 90 
20| 10 0 80 20x1| + 10X2 = 80. 


Passo 1. Eliminação de x, 
Dizemos que a primeira linha de A é a linha-pivô, e que a primeira equação é a equação-pivô. Neste passo, chamemos também de pivô o coe- 
ficiente 1 do termo x, dessa equação. Usemos essa equação para eliminar x, (não temos mais x,) nas outras equações. Para tanto, devemos: 


Adicionar 1 vez a equação-pivô à segunda equação. 
Adicionar —20 vezes a equação-pivô à quarta equação. 


Isso corresponde a operações de linha na matriz aumentada, conforme indicado em cinza atrás da matriz nova em (3). Então, as operações 
são realizadas na matriz precedente. O resultado é 


1 —1 1 0 X— X+ x3= 0 

0 0 0 0 Linha 2 + Linha 1 0= 0 
6) 

0 10 25 90 10x2 + 25x3 = 90 

0 30 —20 80 Linha 4 — 20 Linha 1 30X2 — 20X3 = 80. 


Passo 2. Eliminação de x, 

A primeira equação permanece como está. Queremos que a nova segunda equação passe a ser a próxima equagáo-pivó. Mas, como ela não 
tem o termo x, (de fato, ele é O = 0), devemos primeiramente mudar a ordem das equações e as correspondentes linhas da nova matriz. Colo- 
camos O = 0 no final e movemos a terceira e a quarta equações uma posição para cima. Isso é chamado de pivotação parcial (em oposição 
à raramente utilizada pivotação total, onde a ordem das incógnitas também é alterada). Isso nos dá 


1 =l 1 0 X` X2 + xXx =0 
Pivô 10 —> | 0 25 | 90 Pivô 10 ——= (10%) + 25x; = 90 
Eliminar 30 —> | ọ [30] -20 | 80 Eliminar 30x2 — 20%; = 80 
0 0 0 0 0 = 0 
Para eliminar xs: 
Adicione -3 vezes a equação-pivô à terceira equação. 
O resultado é 
1 =1 1 0 X= X+ X% = 0 
0 10 25 90 10X3 + 25x3 = 90 
(4) 
0 0- —95 | =190 Linha 3 — 3 Linha 2 — 95X3 = —190 
0 


0 0 0 0 = 0 
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TEOREMA 


EXEMPLO 3 


Substituição Reversa. Determinação de x, x» x, (nesta ordem) 
Trabalhando de trás para frente, da última para a primeira equação desse sistema “triangular” (4), podemos agora encontrar xz, depois x, e, 
por fim, xy: 


—95xs = —190 X3 = lg = 2 [A] 
10X2 + 25X3= 90 X2 = 90 — 25x3) = la = 4 [A] 
X— X% + X3 = 0 X1 = X — Xg = İı = 2 [A] 
na qual A significa “ampères”. Essa é a solução para o nosso problema, e é única. a 


Operações Elementares de Linha. Sistemas Equivalentes por Linhas 


O Exemplo 2 ilustra as operações da eliminação de Gauss. Estas são as duas primeiras de três operações chama- 
das de 


Operações Elementares de Linha para Matrizes: 


Troca de duas linhas 
Adição de um múltiplo constante de uma linha em outra linha 
Multiplicação de uma linha por uma constante c não-nula. 


ATENÇÃO! Essas operações são para linhas, não para colunas! Elas correspondem às seguintes 


Operações Elementares para Equações: 


Troca de duas equações 
Adição de um múltiplo constante de uma equação em outra 
Multiplicação de uma equação por uma constante c não-nula. 


Obviamente, a troca de duas equações não altera o conjunto de soluções. Tampouco o faz a adição, pois podemos 
desfazê-la com a subtração correspondente. Algo similar também ocorre com a multiplicação, que pode ser desfeita 
pela multiplicação da nova equação por 1/c (desde que c + 0), produzindo assim a equação original. 

Dizemos que um sistema linear S; é equivalente por linhas a um sistema linear S se Si, pode ser obtida de 
Sa por (um número finito de!) operações de linha. Logo, provamos o resultado seguinte que também justifica a 
eliminação de Gauss. 


Sistemas Equivalentes por Linhas 


Sistemas lineares equivalentes por linhas têm o mesmo conjunto de soluções. 


Em decorrência desse teorema, os sistemas com o mesmo conjunto de soluções são freqúentemente chamados 
de sistemas equivalentes. Mas note bem que estamos tratando de operações de linha. Nenhuma operação de 
colunas na matriz aumentada é permitida neste contexto, porque, se isso ocorresse, o conjunto de soluções ficaria 
em geral alterado. 

Um sistema linear (1) é chamado de sobredeterminado se têm mais equações do que incógnitas, como no 
Exemplo 2; ele é chamado de determinado se m = n, como no Exemplo 1, e é chamado de subdeterminado se 
tiver menos equações que incógnitas. 

Além disso, um sistema (1) é chamado de consistente se tiver pelo menos uma solução (logo, uma solução 
ou um número infinito delas), e é chamado de inconsistente se não tiver solução, tal como x, + x2= 1, x4 + X2 = 
O no Exemplo 1. 


Eliminação de Gauss: os Três Casos Possíveis de Sistemas 


A eliminação de Gauss pode resolver sistemas lineares com soluções únicas (veja o Exemplo 2), com um número 
infinito de soluções (Exemplo 3, a seguir) e sem soluções (sistemas inconsistentes; veja o Exemplo 4). 


Eliminação de Gauss se Houver um Número Infinito de Soluções 


Resolva os seguintes sistemas lineares de três equações com quatro incógnitas cuja matriz aumentada é 
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EXEMPLO-4 


30 20 20 -50 | 80 (60%) + 2,0X2 + 2,0X3 — 5,0X4 = 8,0 


2,7 


(5) 06 15 15 -54 | 27|. Portanto, 0.6%] + 1,5X2 + 1,5Xg — 5,4X4 
12 -03 -03 24 | 21 1,2X¡|— 0,3X2 — 0,3Xg + 2,4%4 


2A: 


Solução. Como no exemplo anterior, destacamos os pivôs e enquadramos os termos das equações e os correspondentes elementos a serem 


eliminados. Indicamos as operações em termos de equações e utilizamos tanto as equações como as matrizes. 


Passo 1. Eliminação de x, da segunda e terceira equações, adicionando 


— 0,6/3,0 = -0,2 vez a primeira equação somada à segunda, 
— 1,2/3,0 = 0,4 vez a primeira equação somada à terceira. 


Disso resulta o seguinte, onde circulamos o pivô do próximo passo. 


3,0 2,0 20 —5,0 8,0 3,0x, + 2,0X2 + 2,0X3 — 5,0X4 8,0 
(6) 0 11 11 -44| 1,1 | Linha2— 0,2 Linha 1 (bo)+ L 1x3 — 44% = 11 
O =11 dl 44 | —1,1 | Linha 3 — 0,4 Linha 1 —1,1X2|— 1,1X3 + 4,4X4 = —1,1 
Passo 2. Eliminação de x, da terceira equação de (6) adicionando 
1,1/1,1 = 1 vez a segunda equação somada à terceira. 
Disso resulta 
30 20 20 —5,0 8,0 3,0x, + 2,0X2 + 2,0X3 — 5,0X4 8,0 
(7) 0 1,1 1,1 —44 1,1 Lixo + 1,1X3 — 4, 4X4 = 1,1 
0 0 0 0 O | Linha 3 + Linha 2 0= 0 


Substituição Reversa. Da segunda equação, x, = 1 — x, + 4x4. Disso e da primeira equação, x, = 2 — Xy. 


Como x; e x, permanecem 


arbitrários, temos um número infinito de soluções. Se escolhermos um valor para x, e um valor para x4, então os valores correspondentes a 


x, e Xz ficam unicamente determinados. 


Sobre a Notacáo. Se as incógnitas permanecem arbitrárias, é costume representá-las por outras letras f, fa, 


... Neste exemplo, podemos 


então escrever xı = 2 — x4 = 2 — ty, x,=1 — x3 + 4x4=1— ty + 4%, x3= tı (primeira incógnita arbitrária), x, = tz (segunda incógnita arbitrária). EB 


Eliminação de Gauss se Nenhuma Solução Existe 


O que acontecerá se aplicarmos a eliminação de Gauss a um sistema linear que não tem solução? A resposta é que, neste caso, o método 


mostrará este fato ao produzir uma contradição. Por exemplo, consideremos 


3 2 113 É) + 2% + x3=3 


2 1 1 0 Dat X2 + X3=0 


6 2 4 6 6X1|+ 2X2 + 4X3 = 6. 
Passo 1. Eliminação de x, da segunda e terceira equações adicionando 


2 ne e 
—3 vezes a primeira equação à segunda, 


6 ENE ão à A 
-3 = —2 vezes a primeira equação à terceira. 


Disso resulta 


3 2 1 3 3x +2X + X3= 3 
O -3 3 |-2] Linha2 — &Linhal C SXo)t 4X3 = —2 
[0 —2 2 O | Linha 3 — 2 Linha 1 — 2X2 |+ 2x3 = 0. 
Passo 2. A eliminação de x, da terceira equação fornece 
3 2 1/83] 3 +2X X= 3 
o 3 4 |-2 — Xa + dx = —2 
0 0 O |12 | Linha 3 — 6 Linha 2 0= 12, 


A afirmação falsa O = 12 mostra que este sistema não tem solução. 


Forma de Escalonamento por Linhas e a Informação Resultante 


Ao final da eliminação de Gauss, a forma da matriz dos coeficientes, da matriz aumentada e do próprio sistema 
são chamadas de forma de escalonamento por linhas. Nela, as linhas de zeros, se existentes, são as últimas 
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linhas e, em cada linha diferente de zero, o elemento náo-nulo da extremidade esquerda encontra-se mais des- 
locado á direita do que na linha anterior. Podemos ver isso no Exemplo 4, onde a matriz dos coeficientes e sua 
correspondente matriz aumentada e escalonada por linhas sáo: 


3 2 1 3 2 1 3 
od 41 e od gj- 
0 0 0 o 0 0 12 


Note que náo exigimos que os elementos náo-nulos nas extremidades esquerdas sejam iguais a 1, pois disso náo 
decorreria nenhuma vantagem em termos de teoria ou contas. (A chamada forma escalonada reduzida, na qual 
esses elementos sáo iguais a 1, será discutida na Segáo 7.8.) 

Ao final da eliminagáo de Gauss (antes da substituigáo reversa), a forma escalonada por linhas da matriz 
aumentada será 


I 
Qin | bı 
I 
Con 1 b3 
. a 
. I x 
8 LIA 
( ) kii i b, 
i br 
Lo. 
LA 
I 
$ Dm 
Aqui, r S m e a11 £ 0, C22 + 0,* : *, kw Z 0, e todos os elementos no triángulo em cinza, assim como os elementos 


no retângulo em cinza, são nulos. Disso vemos que, em relação às soluções do sistema com a matriz aumentada 
(8) (e, assim, em relação ao sistema originalmente dado), há três casos possíveis: 


(a) Exatamente uma solução se r =n e Drai -+ +, bm se presentes, são iguais a zero. Para obtermos a solução, 
resolvemos a n-ésima equação correspondente a (8) (que é kynXn = bn) para x,, depois a (n — 1)-ésima equação 
para x, 1, € assim por diante em cima da linha. Veja o Exemplo 2, onde r =n =3 em=4. 

(b) Infinitas soluções se r < n e D41, + ** , Dm, se presentes, são nulos. Para obtermos qualquer dessas solu- 
ções, escolhemos arbitrariamente valores para x,,1, * * * , Xy. Então, resolvemos a r-ésima equação para x,, depois 
a (r — 1)-ésima equação para x,ı, e assim por diante em cima da linha. Veja o Exemplo 3. 

(©) Nenhuma solução se r < m e um dos elementos b,, 1, + * * , Dm for não-nulo. Veja o Exemplo 4, onde r = 
2<m=3 e bn: = b = 12. 


PROBLEMAS PROPOSTOS 7.3 


1-16 ELIMINAÇÃO DE GAUSS E SUBSTITUIÇÃO REVERSA 8. 2x + y —-32=8 9. 4y +42 = 24 
Resolva os seguintes sistemas ou indique a inexistência de solução. 5x +42=3 3x — liy -2z = -6 
(Mostre os detalhes do que fizer.) 
1. 5x-2y= 20,9 2. 3,0x + 6,2y = 0,2 8x = y +72=0 6x=17y+ z= 18 
=X + 4y = —19,3 2,1x + 85y = 4,3 10. 0,6x + 0,3y — 0,4z = —1,9 
3. 0,5x + 3,5y = 5,7 4. 4y —2z= 2 4,6x + 0,5y + 122 = —1,3 
=X + 5,0y = 7,8 6x- 2y + 2=29 1. 2x- y+3z=-1 12. —2y — 2z = -8 
4x + 8y — 42 = 24 —4x + 2y - 6z = 2 3x + 4y — 5z = 13 
5. 0,8x + 1,2y — 0,62 = -7,8 13. x+ y-2z= 0 
2,6X + 1,702 = 15,3 -4w — x= y+22=-4 
4,0x — 7,3y — 1,52 = 1,1 —2W + 3x + 3y — 62 =-2 
6. 14x—2y- 42=0 7. y+ z= -2 14. w-2X+5y-32=0 
18x — 2y — 6z=0 4y + 6z = —12 3w +6x+ y+ z=0 
4x + 8y — 14z = x+ y+ z= 2 2W — 4x +3y - 2=3 
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15. 3x + 7y — 42 = -46 
SwW+4x+8y+ z= 7 
8w +4y-2= 0 
—w + 6X +22= 13 
16. -2w — 17x + 4y + 3z 0 
7W +3y-2=º 0 
2x + 8y — 62 = -20 
Sw — 13x — y + 52 16 
17-19 | MODELOS DE CIRCUITOS ELÉTRICOS 


Usando as leis de Kirchhoff (veja o Exemplo 2), calcule as correntes 
(Mostre os detalhes do que fizer.) 


20. 


21. 


22. 


200 


400 


300 


500 


300 


Malha de ruas de máo única 


(Problema 21) 


Ponte de Wheatstone 
(Problema 20) 


(Ponte de Wheatstone) Mostre que, se R,/R; = Ry/R, na figura, 
então 1 = 0. (Ry é a resistência do instrumento usado para medir 
I.) Essa ponte é um método para determinar R, se Rj, Ra e R3 
são conhecidas. R, é variável. Para obtermos R,, fazemos 1 = 0 
variando R}. Então, calculamos R, = R¿Ry/Ro. 


(Fluxo de tráfego) Métodos de análise de circuitos elétricos pos- 
suem aplicações em outros campos. Por exemplo, aplicando uma 
analogia à lei da corrente de Kirchhoff, encontre o fluxo de tráfego 
(carros por hora) na rede de ruas de mão única (com as direções 
indicadas pelas setas) mostrada na figura. Essa solução é única? 


(Modelos de mercados) Determine a solução de equilíbrio (D, = 
Si, Ds, = S2) de um mercado consistindo em duas mercadorias com 


23. 


24. 


25. 


o modelo linear (D, S, P = demanda, oferta, preço; índice 1 = 
primeira mercadoria, índice 2 = segunda mercadoria) 
D,=60-2P,- P», Sj=4P,- 2P,+ 14 
D= 4P,- P2+ 10, S= 5P,- 2. 
(Relação de equivalência) Por definição, uma relação de equiva- 
lência num conjunto é a relação que satisfaz três condições (nome- 
adas conforme o indicado): 
(i) Cada elemento A do conjunto é equivalente a si mesmo (“Refle- 
tividade”). 
(ii) Se A é equivalente a B, então B é equivalente a A (“Sime- 
tria”). 
(iii) Se A é equivalente a B e B é equivalente a C, então A é equi- 
valente a C (“Transitividade”). 
Mostre que, em matrizes, a equivalência de linhas satisfaz a essas 
três condições. Sugestão: mostre que essas condições se verificam 
para cada uma das três operações elementares com linhas. 
PROJETO. Matrizes Elementares. A idéia é que as operações 
elementares podem ser realizadas por multiplicação de matrizes. 
Se A é uma matriz m X n na qual queremos fazer uma operação 
elementar, então existe uma matriz E tal que EA é a nova matriz 
após a operação. Essa matriz E é chamada de matriz elementar. 
Essa idéia pode ser útil, por exemplo, em modelagem de algorit- 
mos. (Computacionalmente, é geralmente preferível fazer opera- 
ções com linhas diretamente, a fazê-las por multiplicação de E.) 
(a) Mostre que as matrizes seguintes são elementares, trocando as 
linhas 1 e 3, somando -5 vezes a primeira linha com a terceira, e 
multiplicando a quarta linha por 8. 


1 0 0 0 
o 0 10 
E, = l 
0 1 0 0 
0 0 0 1 
1 0 0 0 
0 1 0 0 
E, = l 
-5 0 1 0 
0 0 0 1 
1 0 0 0 
0 1 0 0 
E, = 
0. 0 10 


0 0 0 8 


Aplique E,, E,, E, a um vetor e a uma matriz 4 X 3 de sua escolha. 

Encontre B = E,E,E,A, onde A = [a] é a matriz 4 X 2 geral. B 

é igual a C = E,E,E,A? 

(b) Conclua que E,, E,, E; são obtidas fazendo-se as corresponden- 

tes operações elementares na matriz unidade 4 X 4. Prove que, se 

M é obtida de A por uma operação elementar de linhas, então 
M = EA, 


onde E é obtida da matriz unidade 1, n X n pela mesma operação 
de linha. 

PROJETO DE ÁLGEBRA COMPUTACIONAL. Eliminação 
de Gauss e Substituição Reversa. Escreva um programa para a 
eliminação de Gauss e substituição reversa (a) que não inclua a 
pivotação; (b) que inclua a pivotação. Aplique os programas aos 
Problemas 13-16 e a sistemas maiores de sua escolha. 
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FA Independência Linear. Rank de uma Matriz. 
Espaco Vetorial 


EXEMPLO 


DEFINIÇÃO 


Na última seção, explicamos a eliminação de Gauss com substituição reversa, o mais importante método numérico 
de solução dos sistemas de equações lineares. Constatamos que tal sistema pode ter uma solução única ou infini- 
tas soluções, ou ser inconsistente, isto é, não ter solução. Assim, confrontamo-nos com questões envolvendo a 
existência e a unicidade de soluções. Responderemos estas questões na próxima seção. Introduziremos então 
um conceito fundamental para responder a estas e outras questões, a saber, o de rank de uma matriz. Para definir 
rank, precisaremos dos seguintes conceitos de importância geral. 


Independência e Dependência Linear de Vetores 


Dado um conjunto qualquer de m vetores aq, * *, aqm (com o mesmo número de componentes), uma combinação 
linear desses vetores é uma expressão da forma 


Cão, + Cao + *** + Am) 
onde cy, C3,* * *, Cm São escalares quaisquer. Consideremos agora a equação 
(1) Cid + Cao dica = l. 


Obviamente, essa equação vetorial (1) se verifica se fizermos todos os c; serem iguais a zero, pois isto faz com 
que tenhamos 0 = 0. Se este é o único conjunto de m escalares para o qual (1) se verifica, então dizemos que 
nossos vetores aq, * *, Am formam um conjunto linearmente independente ou, mais sucintamente, dizemos que 
eles são linearmente independentes. Caso contrário, se (1) também se verifica para casos onde nem todos os 
escalares são iguais a zero, dizemos que esses vetores são linearmente dependentes porque, neste caso, podemos 
expressar (pelo menos) um deles como uma combinação linear dos outros. Por exemplo, se (1) se verifica com, 
digamos, c,% 0, podemos resolver (1) para a): 


am = kag + +0 + knAm) onde k; = —c;/cj. 


(Alguns k; podem ser zero. Ou mesmo todos eles, a saber, se ay,= 0.) 

Qual é a importância disso? Bem, no caso de haver dependência linear, podemos descartar alguns vetores até 
chegarmos a um conjunto linearmente independente que seja ótimo às nossas operações, visto que esse conjunto 
é o menor possível, no sentido de que consiste apenas nos vetores “realmente essenciais”, que não podem ser 
expressos linearmente em termos uns dos outros. Isso serve de motivo à idéia de uma “base”, que usamos em 
vários contextos, notavelmente mais tarde na presente seção. 


Independência e Dependência Lineares 


Os três vetores 
apy=[ 3 0 2 2] 


ao =[-6 42 24 54] 
As =[ 21 -21 O —15] 
sáo linearmente dependentes porque 
6%) — 3) — Ag, = 0. 


Embora isso seja fácil de verificar (faça-o!), não é tão fácil de descobrir. Entretanto, apresentamos a seguir um método sistemático para 
descobrirmos a ocorrência de dependência ou independência linear. 

Os dois primeiros dos três vetores são linearmente independentes porque c;a,+ CA, = 0 implica que c, = O (das segundas componentes) 
e então c; = O (de qualquer outra componente de a«)). E 


Rank de uma Matriz 


O rank de uma matriz A é o número máximo de vetores-linha linearmente independentes de A e é chamado 
de rank A. 
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EXEMPLO-2 


TEOREMA 


EXEMPLO-3 


TEOREMA 2 


TEOREMA-3 


A discussão que faremos mostrará que o rank de uma matriz é um conceito fundamental para a compreensão das 
propriedades gerais das matrizes e dos sistemas de equações lineares. 


Rank 
A matriz 

3 0 2 2 
(2) A=|-6 42 24 54 


tem rank 2 porque o Exemplo 1 mostra que os dois primeiros vetores-linha sáo linearmente independentes, enquanto todos os trés vetores- 
linha sáo linearmente dependentes. 
Note ainda que rank A = O se e somente se A = 0. Isso decorre diretamente da definição. a 


Dizemos que uma matriz A, é equivalente por linhas a uma matriz A, se A, pode ser obtida de A, por meio de 
um número (finito!) de operações elementares de linha. 

O número máximo de vetores-linha linearmente independentes de uma matriz não se altera se mudarmos a 
ordem das linhas ou multiplicarmos uma linha por um c diferente de zero ou ainda se fizermos uma combina- 
ção linear adicionando uma linha a outra. Isso prova que o rank é invariável sob as operações elementares de 
linha: 


Matrizes Equivalentes por Linhas 


Matrizes equivalentes por linhas têm o mesmo rank. 


Logo, podemos determinar o rank de uma matriz reduzindo-a à forma escalonada por linhas (Seção 7.3) para 
então vermos o rank diretamente. 


Determinação do Rank 


Para a matriz do Exemplo 2, obtemos sucessivamente 


A=|-6 42 24 54 (dada) 


0 42 28 58 Linha 2 + 2 Linha 1 


0 —21 —14 =29 Linha 3 — 7 Linha 1 


0 0 0 O | Linha 3 + 3 Linha 2 E 


Como o rank é determinado em termos de dois vetores, de imediato temos o útil 


Independéncia e Dependéncia Linear de Vetores 


p vetores com n componentes cada sáo linearmente independentes se a matriz que apresenta esses vetores 
como vetores-linha possui rank p, e são linearmente dependentes se o rank dessa matriz for menor que p. 


Outras propriedades importantes resultaráo do fundamental 


Rank em Termos de Vetores-coluna 


O rank r de uma matriz A é igual ao número máximo de vetores-coluna linearmente independentes de A. 
Logo, A e sua transposta AT têm o mesmo rank. 
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PROVA 


EXEMPLO-4 


FEOREMA-4 


PROVA 


Nesta demonstração, simplesmente escreveremos “linhas” e “colunas” em vez de vetores-linha e vetores-coluna. 
Consideremos A uma matriz m X n de rank A = 7. Então, pela definição de rank, A tem r linhas linearmente 
independentes, que representaremos por va»: * *, Ve (independentemente de sua posição em A), e todas as linhas 
aa»: * * Am de A são combinações lineares das primeiras, digamos, 


dy = Wo + UNo tro + No 

do = Cova + Covo Fr oo + Ca Va 
(3) . . . 
Am = Cm Vo + mV) Foo + Canvas 


Estas são equações vetoriais para as linhas. Para passarmos para as colunas, escrevemos (3) em termos das com- 
ponentes como n sistemas desse tipo, com k = 1, + +, n, 


aik = Clip + Ci2Uax ++ CGU 

don = CoajUix + Coplop deco F CU 
(4) 

amk = Cm1U1k + Cm2 Vox da CmrUrk 


e agrupamos as componentes em colunas. De fato, podemos escrever (4) como 


Aik Cir Cia Cir 

ak Co C22 Cor 
(5) è = Uik à F Usk P Ii Urk 

amk Cmi Cm2 Cmr 


sendo k = 1,: - +, n. Ora, o vetor no lado esquerdo é o k-ésimo vetor-coluna de A. Vemos que cada uma dessas 
n colunas é uma combinação linear das mesmas r colunas no lado direito. Logo, A não pode ter mais colunas 
linearmente independentes que linhas, cujo número é rank A = r. Ora, as linhas de A são as colunas da transposta 
AT. Para AT, nossa conclusão é a de que AT não pode ter mais colunas linearmente independentes do que linhas, 
de modo que A não pode ter mais linhas linearmente independentes do que colunas. No total, o número de colunas 
linearmente independentes de A deve ser que é o rank de A. Isso completa a prova. E 


Ilustração do Teorema 3 


A matriz em (2) tem rank 2. Do Exemplo 3, vemos que os dois primeiros vetores-linha são linearmente independentes e que, trabalhando 
“de trás para a frente”, podemos verificar que a Linha 3 = 6(Linha 1) — à(Linha 2). Similarmente, as duas primeiras colunas são linearmente 
independentes e, reduzindo a colunas a última matriz do Exemplo 3, constatamos que 


Coluna 3 = ¿(Coluna D+ ¿(Coluna 2) e Coluna 4 = &(Coluna D+ 2 (Coluna 2). E 


Combinando os Teoremas 2 e 3, obtemos, 


Dependéncia Linear de Vetores 


p vetores com n < p componentes são sempre linearmente dependentes. 


A matriz A que possui esses p vetores como vetores-linha tem p linhas e n < p colunas; logo, pelo Teorema 3, 
ela tem rank A = n < p, o que implica a dependência linear pelo Teorema 2. E 


Espaço Vetorial 


Os seguintes conceitos afins são de interesse geral em álgebra linear. No contexto presente, eles servem para 
esclarecer as propriedades essenciais das matrizes e o papel que estas desempenham em conexão com os sistemas 
lineares. 
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EXEMPLO 5 


FEOREMA-5 


PROVA 


FEOREMA-6 


Um espaco vetorial é um conjunto V (náo-vazio) de vetores tal que, com quaisquer dois vetores a e b em V, 
todas as suas combinações lineares aa + Bb (a e B sendo quaisquer números reais) são elementos de V, e esses 
vetores satisfazem às leis (3) e (4) da Seção 7.1 (escritos em letras minúsculas a, b, u, - - +, que é nossa notação 
para vetores). (Esta definição nos basta no momento. Espaços vetoriais gerais serão discutidos na Seção 7.9.) 

O número máximo de vetores linearmente independentes em V é chamado de dimensão de V, representada por 
dim V. Supomos aqui que a dimensão seja finita; a definição de dimensão infinita será fornecida na Seção 7.9. 

Um conjunto linearmente independente em V consistindo em um número máximo possível de vetores em V, 
é chamado de uma base de V. Logo, o número de vetores de uma base de V é igual à sua dim V. 

O conjunto de todas as combinações lineares de vetores dados a, * * ay, com o mesmo número de compo- 
nentes é chamado de subespaço desses vetores. Obviamente um subespaço é um espaço vetorial. 

Por um subespaço de um espaço vetorial V entendemos um subconjunto não-vazio de V (incluindo o próprio 
V) que forma, ele mesmo, um espaço vetorial em relação às duas operações algébricas (adição e multiplicação 
escalares) definidas pelos vetores de V. 


Espaço Vetorial, Dimensão, Base 


O subespaço formado pelos três vetores do Exemplo 1 é um espaço vetorial de dimensão 2, e uma base para ele é, por exemplo, aq), ag), OU 
am, Ag, etc. 


Vejamos também o simples 


Espaço vetorial R” 


O espaço vetorial R” consistindo em todos os vetores com n componentes (n números reais) possui dimen- 
são n. 


Uma base de n vetores é aœ = [1 0 +- 0,ay=[010--- 0], **,am)=[0 ++: 0 1]. E 


No caso de uma matriz A, dizemos que o subespaço dos vetores-linha é o espaco-linha de A, e que o subespaço 
dos vetores-coluna é o espaco-coluna de A. 

Ora, o Teorema 3 mostra que uma matriz A tem tantas linhas linearmente independentes quanto colunas. Pela 
definição de dimensão, este número é a dimensão do espaço-linha ou do espaço-coluna de A. Isto prova o 


Espaço-linha e Espaço-coluna 


O espaço-linha e o espaço-coluna de uma matriz A têm a mesma dimensão, que é igual ao rank de A. 


Finalmente, para uma dada matriz A, o conjunto-solugáo de um sistema homogéneo Ax = 0 é um espaço vetorial 
chamado de espaço nulo de A, e sua dimensão é chamada de nulidade de A. Na próxima seção, apresentaremos 
um motivo para a existência e provaremos a relação 


(6) rank A + nulidade de A = Número de colunas de A. 


PROBLEMAS PROPOSTOS 7.4 


1-12| RANK, ESPAÇO-LINHA, ESPAÇO-COLUNA 0 —2 1 3 
Ache o rank e uma base para o espaço-linha e para o espaço-coluna. a b C 
N . x ; : i 3:1 4 0 7 4, 
Sugestão: faça uma redução por linhas da matriz e de sua transposta. b a c 
(Você pode omitir fatores óbvios dos vetores destas bases.) 5 5 5 5 
1 -2 8 2 5 0 3 4 1 loa 
1, 0 0 2.| 16 6 29 5. | -3 0 =5 6.| 1 a 1 
=3 6 4 0 -7 -4 5 0 a 1 1 
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8 0 4 1 -2 = 
0 2 0 2-3 4 -1 
7 8. 
4 0 2 34 1-2 
0 4 0 4 -1 2 -3 
1 0 3 0 
O 5 8 -37 
9. 
3 8 7 0 
0 -37 0 37 
1 2 3 4 
2 3 4 5 
10. 
3 4 5 6 
4 5 6 7 
2 4 8 46 
16 8 4 2 
11. 
4 8 16 2 
2 16 8 4 
0 0 -7 ı 
O 0 5 0 
12. 
-7 5 0 2 
1 0 2 0 
13-20| INDEPENDÊNCIA LINEAR 


Os seguintes conjuntos de vetores são linearmente independentes? 
(Mostre os detalhes.) 


13. 3 -2 0 4,[5 0 0 1},[-6 1 0 1,[2 0 0 3] 
14. [1 1 01,[1 0 O, 1 1] 
15. [6 0 3 1 4 2,10 =1 2 7 0 5, 

[12 3 0 -19 8 -11] 


16. [3 4 7,2 O 3],[8 2 3],[5 5 6] 


17. 
18. 
19. 
20. 
21. 


[0,2 1,2 5,3 28 1,6], [4,3 34 0,9 20 -—4,3] 


3 2 1,10 0 0,4 3 6] 

Doza sbb zs dls: 7 

[1 2 3 4,2 3 4 5,13 4 5 6,14 5 6 7] 
EXPERIMENTO DE ÁLGEBRA COMPUTACIONAL. Rank. 


(a) Mostre experimentalmente que a matriz n X n A = [ay] com 
Aj =j + k— 1 tem rank 2 para qualquer n. (O Problema 20 mostra 
n = 4.) Tente provar tal fato. 

(b) Faça o mesmo quando ay, =j + k + c, onde c é qualquer inteiro 
positivo. 

(e) Qual o rank de A se a; = 2/27 Tente achar outras matrizes 
grandes de rank pequeno e independente de n. 


22-26 


PROPRIEDADES DO RANK E CONSEQUÊNCIAS 


Demonstre o seguinte. 


22. 
23. 


24. 


25. 


26. 


Rank B'AT = rank AB. (Observe a ordem!) 

Rank A = rank B não implica que rank A? = rank B?. (Dê um 
contra-exemplo.) 

Se A não é quadrada, ou seus vetores-linha ou seus vetores-coluna 
são linearmente dependentes. 

Se os vetores-linha de uma matriz quadrada são linearmente inde- 
pendentes, também o serão os vetores-coluna, e vice-versa. 

Dê exemplos mostrando que o rank de um produto de matrizes 
não pode exceder o rank de nenhum dos fatores. 


27-36 


ESPACOS VETORIAIS 


O conjunto dado de vetores é um espaço vetorial? (Justifique.) Se 
sua resposta for sim, determine a dimensão e ache a base. (v,,Vo,* * * 
representam as componentes). 


27. 
28. 
29. 
30. 
31. 
32. 
33. 
34. 
35. 
36. 


Todos os vetores em R? tais que v; + v¿= 0 

Todos os vetores em Rº tais que 2v,— 3v4= k 

Todos os vetores em R? com v; = 0, v¿= —4v; 

Todos os vetores em R? com v; S v, 

Todos os vetores em R? com 4v, + v3 = 0, 3v3 = vz 

Todos os vetores em Rº com vı- vz = 0, v3= 5v,, va=0 
Todos os vetores em R” com |v| = 1 para j= 1; +:,n 
Todos os quádruplos ordenados dos números reais positivos 
Todos os vetores em R? com v; = 2v,= 3v; = 4v,= 5v; 


Todos os vetores em Rt com 3v,— v; = 0, 2v, + 3v, — 4v,=0 


25 Soluções de Sistemas Lineares: 


Existéncia, Unicidade 


O rank, definido há pouco, fornece informações completas sobre a existência, a unicidade e a estrutura geral do 
conjunto de soluções de sistemas lineares, como se segue. 

Um sistema linear de equações com n incógnitas tem uma solução única se a matriz dos coeficientes e a matriz 
aumentada têm o mesmo rank n, e tem infinitas soluções se esse rank comum é menor que n. O sistema não tem 
solução se estas duas matrizes têm ranks diferentes. 

Para afirmar isto de modo preciso e prová-lo, usaremos o conceito (de importância geral) de uma submatriz 
de A. Isto se refere a qualquer matriz obtida de A pela omissão de algumas linhas ou colunas (ou ambas). Por 
definição, isso inclui a própria matriz A (como uma matriz na qual não se omitiu nenhuma linha ou coluna); o 


seguinte teorema é de importância prática. 
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TEOREMA 


PROVA 


Teorema Fundamental dos Sistemas Lineares 


(a) Existência. Um sistema linear de m equações com n incógnitas Xy," * `, Xn 
d11X1 ar a12X2 HE dinXn = Di 


do1X1 SF do9Xo ar Son Sp donkn = ba 
(1) 


AmiX1 ar a m2X2 A a mnXn E Dm 


é consistente, isto é, tem soluções se e somente se a matriz dos coeficientes A e a matriz aumentada A 
têm o mesmo rank. Aqui, 


by 


dm Gia din dm Ras din | 

| 

A= e Ñ= | 
| 

| Da 


(b) Unicidade. O sistema (1) tem precisamente uma solução se e somente se esse rank comum r de A 
e À for igual a n. 

(c) Infinitas soluções. Se o rank comum r é menor que n, o sistema (1) tem infinitas soluções. Todas 
essas soluções são obtidas pela determinação de r incógnitas apropriadas (cuja submatriz de coeficientes 
deve ter rank r) em termos das n — r incógnitas restantes, às quais se atribuem valores arbitrários. (Veja 
o Exemplo 3 da Seção 7.3.) 

(d) Eliminação de Gauss (Seção 7.3). Se existem soluções, todas elas podem ser obtidas pelo método 
da eliminação de Gauss. (Este método revelará automaticamente se existem ou não soluções; veja a Seção 
7.3.) 


amı o amn amı A amn 


(a) Podemos escrever o sistema (1) na forma vetorial Ax = b ou em termos de vetores-coluna cg: * *, Cm de A: 
(2) Cam + Cox te + Cab. 


À é obtida aumentando-se A em uma única coluna b. Logo, pelo Teorema 3 da Seção 7.4, o rank de À é igual ao 
rank de A ou ao rank de A + 1. Ora, se (1) tem uma solução x, então (2) mostra que b deve ser uma combinação 
linear desses vetores-coluna, de modo que Á e A têm o mesmo número máximo de vetores-coluna linearmente 
independentes e, por conseguinte, o mesmo rank. 

Inversamente, se rank À = rank A, então b deve ser uma combinação linear de vetores-coluna de A, diga- 
mos, 


(2%) b = CQC) E Ant m) 


visto que, de outra forma, rank À = rank A + 1. Mas (2%) significa que (1) tem uma solução, a saber, x, = 0," **, 
Xn = Qp, como se pode ver comparando-se (2*) com (2). 

(b) Se rank A = n, os n vetores-coluna em (2) são linearmente independentes, segundo o Teorema 3 da Seção 
7.4. Afirmamos então que a representação (2) de b é única porque, de outro modo, 


Cox + Cay = Cate + Cada 
Isto implicaria (considerando todos os termos do lado esquerdo com o sinal negativo) 
(1 — Idea + +00 + An — Tem = 0 


em —%=0,::",x,— Xp = 0 pela independência linear. Mas isto significa que os escalares x;,,* * *, x, em (2) 
são unicamente determinados, isto é, a solução de (1) é única. 

(c) Se rank A = rank À = r < n, então, pelo Teorema 3 da Seção 7.4, existe um conjunto K linearmente inde- 
pendente de r vetores-coluna de A tal que os outros n — r vetores-coluna de A são combinações lineares desses 
vetores. Renumeramos as colunas e as incógnitas, escrevendo nas quantidades renumeradas o sinal ^, de modo 
que {ĉa} * têm} seja esse conjunto K linearmente independente. Então, (2) torna-se 
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FEOREMA-2 


PROVA 


Cay AI y CX» + Co+1)Xr+1 A Con = b, 


ĉn >" * * Ef SãO combinações lineares dos vetores de K, o mesmo também ocorrendo com os vetores *,.1€+1) 
*, ÊnÊm. Expressando esses vetores em termos dos vetores de K e agrupando os termos, podemos assim 
escrever o sistema na forma 


(3) Conto +, = b 


com y; = £; + B;, onde B; resulta dos n — r termos Eq pk * * * > Ey É,3 aqui j = 1, + + +, r. Como o sistema tem 
uma solução, há y,, * + -, y, que satisfazem (3). Esses escalares são únicos, visto que K é linearmente independente. 
A escolha de %,.,1, ** *, %, fixa os B; e os correspondentes £; = y; — Bj, onde j = 1, ++ +, r. 

(d) Este caso foi discutido na Seção 7.3 e é novamente mencionado aqui como um lembrete. a 


Há um exemplo deste teorema na Seção 7.3. No Exemplo 2, ocorre uma solução única, visto que rank À = rank A = 
n = 3 (como pode ser visto na última matriz do exemplo). No Exemplo 3, temos que rank A = rank A = 2 < n = 
4 e podemos escolher x; e x, arbitrariamente. No Exemplo 4 não há solução, pois rank A = 2 < rank À = 3. 


Sistema Linear Homogêneo 


Lembre da Seção 7.3 que um sistema linear (1) é chamado de homogéneo se todos os b,'s são nulos, e é chamado 
de não-homogêneo se um ou vários b;'s não o são. Para sistemas homogêneos, obtemos os seguintes resultados 
a partir do Teorema Fundamental. 


Sistema Linear Homogêneo 


Um sistema linear homogêneo 
d11X1 F a 12X2 ar ovo AinXn =0 


do1X1 =F do9Xo ap so Ep danXn =0 
(4) 


Cada e Bla dr 00 a a Ep EO 


sempre tem uma solução trivial x, = 0, - - +, x, = 0. Soluções não-triviais existem se e somente se rank A 
< n. Se rank A =r < n, essas soluções, juntamente com x = 0, formam um espaço vetorial (veja a Seção 
7.4) de dimensão n — r chamado de espaço-solução de (4). 

Em particular, se xa € Xo são vetores-solução de (4), então x = CX) + CX, com quaisquer escalares 
Cı € cy é um vetor-solução de (4). (Entretanto, isto não se aplica a sistemas não-homogêneos. Além disso, 
o termo espaço-solução é usado somente para sistemas homogêneos.) 


A primeira proposição pode ser vista constatada diretamente do sistema. Ela concorda com o fato de que b = 0 
implica que o rank de À = rank A, de modo que um sistema homogêneo é sempre consistente. Se rank A = n, 
a solução trivial é única, conforme (b) do Teorema 1. Se rank A < n, então há soluções não-triviais, segundo (c) 
do Teorema 1. As soluções formam um espaço vetorial, pois se Xa) € X São quaisquer destas soluções, então 
Axa, = 0, Axo; = 0, e isto implica A(xy, + xo) = Axa, + Axo, = 0 bem como A(cxa) = cAxa, = 0, onde 
c é arbitrário. Se rank A = r < n, o Teorema 1 (c) implica que podemos escolher n — r incógnitas apropriadas, 
que podem ser arbitrariamente chamadas de x,.,,, * *, Xn, e cada solução é obtida dessa forma. Logo, uma base para 
espaço-solução, chamada sucintamente de base de soluções de (4), é Ya’ * “Ye. Onde o vetor-base y, é obtido 
escolhendo-se x,.; = 1 e os demais x,,1,* * *, x, sendo iguais a zero; as r primeiras componentes correspondentes 
desse vetor-solução ficam então determinadas. Portanto, o espaço-solução de (4) possui dimensão n — r. Isto prova 
o Teorema 2. a 


O espaço-solução de (4) é também chamado de espaço nulo de A porque Ax = 0 para todo x no espaço-solução 
de (4). Sua dimensáo é chamada de nulidade de A. Logo, o Teorema 2 estabelece que 


(5) rank A + nulidade A = n 
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no qual n é o número de incógnitas (número de colunas de A). 
Além disso, pela definição de rank, temos que rank A = m em (4). Logo, se m < n, então rank A < n. Pelo 
Teorema 2, isto fornece o seguinte teorema importante na prática 


TEOREMA-3 | Sistema Linear Homogéneo com Menos Equações que Incógnitas 


Um sistema linear homogéneo com menos equações que incógnitas tem sempre soluções não-triviais. 


Sistemas Lineares Náo-homogéneos 


A caracterização de todas as soluções do sistema linear (1) fica agora bastante simples, como se segue. 


TEOREMA-4 | Sistema Linear Não-homogêneo 


Se um sistema linear não-homogêneo (1) é consistente, então todas suas as soluções são obtidas na for- 
ma 


(6) X = Xo + Xp 


onde Xy é qualquer solução (fixa) de (1) e X, perpassa todas as soluções do sistema homogêneo correspon- 


dente (4). 


PROVA A diferença x, = X — xo de duas soluções quaisquer de (1) é uma solução de (4) porque Ax, = A(X — xp) = Ax 
AX = b-b = 0. Como x é uma solução qualquer de (1), obteremos todas as soluções de (1) se, em (6), 
considerarmos qualquer solução x, de (1) e fizermos x, variar pelo espaço-solução de (4). El 


7.6 Para Referência: Determinantes de Segunda 
e de Terceira Ordem 


Expliquemos esses determinantes separadamente da teoria geral vista na Seção 7.7, porque eles serão suficientes 
para muitos de nossos exemplos e problemas. Como o propósito desta seção é servir de referência, passe para a 
próxima seção, consultando este conteúdo apenas quando necessário. 

Um determinante de segunda ordem é simbolizado e definido por 
d11 d12 


(1) D =detA = 


= d110d22 — 912091. 


a21 a22 


De modo que aqui temos barras (enquanto nas matrizes temos parênteses). 
A regra de Cramer para resolver sistemas lineares de duas equações e duas incógnitas é 


(a) a1Xı + a12X2 = b; 


(2) 
(b) a21X1 + 22X2 = Da 
é 
bı dx 
“lb, az2| Did — asobs 
“= p 7 D ' 
(3) 
am by 
a21 Ds a102 — Dias, 
Xo = D = D é 


com D conforme aparece em (1), porém desde que 
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PROVA 


D0. 
O valor D = O aparece no caso de sistemas não-homogêneos inconsistentes e de sistemas homogêneos com 
soluções não-triviais. 
Provemos (3). Para eliminarmos x, multiplicamos (2a) por a», e (2b) por —a; e somamos, 
(411433 — 412491)X, = bid), — aypdo. 
Similarmente, para eliminarmos xı, multiplicamos (2a) por —a,, e (2b) por a,, e somamos, 
(411433 — 419491) X2 = ayıba — Dida. 


Supondo que D = a,,452 — 419491 4 0, dividindo e escrevendo os lados direitos dessas duas equações como deter- 
minantes, obtemos (3). a 


EXEMPLO-1 Regra de Cramer para Duas Equações 


12 3 4 12 
4x4 + 3X2 = 12 =$ 5 -8 = 
Se E ? então Xy = aa X2 = E al 
2X1 + 5X2 = —8 4 3 14 4 3 14 
2 5 2 5 
Determinantes de Terceira Ordem 
Um determinante de terceira ordem pode ser definido como 
dj dio das 
d22 A23 d12 d13 d12 A13 
(4) D = da a22 da3|= Am — d21 + d31 
a32 33 a32 a33 d22 dos 


da1 z2 da 


Observe o seguinte. Os sinais no lado direito desta equação são + — +. Cada um desses três termos à direita é um 
elemento na primeira coluna de D multiplicado pelo seu menor, ou seja, pelo determinante de segunda ordem 
obtido de D pela exclusão da linha e da coluna correspondentes aquele elemento; portanto, para a,,, excluímos 
a primeira linha e a primeira coluna, e assim por diante. 

Se escrevermos os menores em (4), obtemos 


(4) D = 4:10>3433 — 411423432 + Aya — 421412433 F A31412423 — 431413422- 
Regra de Cramer para Sistemas Lineares de Três Equações 

2111 + d12X2 + 13X3 = bı 
(5) d21X1 + a22X2 + d23X3 = Da 


d31X1 + a32X2 + d33X3 = Dz 


Ox 


Di D> Dz 


(6) As Lo = Xa = “7 (D + 0) 


com o determinante D do sistema dado por (4) e 


bı ai As am Das dm do by 
Dı =|b, ds as), Do=|am Dz as), D= |a% ds bs 
bs às As3 azı Dz às a31 Aga Dz 


Observe que D,, Də, Dz são obtidos substituindo-se as colunas 1, 2, 3, respectivamente, pelas colunas dos lados 
direitos de (5). 

Pode-se deduzir a regra de Cramer (6) por eliminações similares às feitas para (3), embora também se possa 
fazer isso a partir do caso geral (Teorema 4) visto na próxima seção. 
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7.7 Determinantes. Regra de Cramer 


EXEMPLO 


Os determinantes surgiram vinculados à solução de sistemas lineares. Embora não tenham praticidade nos cál- 
culos, eles têm, em engenharia, importantes aplicações nos problemas de autovalores (Seção 8.1), nas equações 
diferenciais, em álgebra vetorial (Seção 9.3), e assim por diante. É possível apresentá-los de várias maneiras 
equivalentes. Nossa definição será essencialmente prática e terá conexão com os sistemas lineares. 

Um determinante de ordem n é um escalar associado a uma matriz n X n (portanto, quadrada!) A = [a;,], 
que se escreve como 


a11 a12 din 
a21 a22 don 
(1) D = detA = 
dni an2 Ann 
e é definida, para n = 1, por 
(2) D =a; 
e, para n = 2, por 
Ga) D = aj Ci + apl + *** + AjnCin (1=1,2,:--,oun) 
ou 
(3b) D = ayuly + aC + "+ al (k=1,2,::-,oun) 
Aqui, 


Ck = (— DM; 


e My, é um determinante de ordem n — 1, a saber, o determinante da submatriz de A obtido de A pela omissão 
da linha e da coluna referentes ao elemento a;,, ou seja, à j-ésima linha e à k-ésima coluna. 

Dessa forma, D é definido em termos de n determinantes de ordem n — 1, cada um dos quais, por seu turno, 
sendo definido em termos de n — 1 determinantes de ordem n — 2, e assim por diante, até finalmente chegarmos 
a determinantes de segunda ordem, nos quais essas submatrizes acabam se transformando em simples elementos, 
cujo determinante é definido pelos próprios elementos. 

Da definição, segue-se que podemos expandir D por qualquer linha ou coluna, ou seja, podemos escolher 
em (3) os elementos de qualquer linha ou coluna, similarmente ao que fizemos quando expandimos os C's em 
(3), e assim por diante. 

Esta definição não tem ambigiiidades, isto é, ela fornece o mesmo valor para D, não importando quais colunas 
ou linhas optamos por expandir. Uma prova disso é dada no Apêndice 4. 

Os termos usados em conexão com os determinantes são tirados de matrizes. Em D, temos n? elementos ljk» 
também n colunas e n linhas, além de uma diagonal principal onde a11, 422, * *, Ay, estão situados. Há dois 
novos termos: 


M5, é chamado de menor de ap, em D, e C;, é o co-fator de a;, em D. 


Para uso posterior, notamos que (3) também pode ser escrita em termos de menores. 


Y, (Day Mo 


k=1 


(4a) D 


po (= Da; Ms, 


j=1 


(4b) D 


Menores e Co-fatores de um Determinante de Terceira Ordem 


Em (4) da segáo anterior, podemos ver diretamente os menores e os co-fatores dos elementos na primeira coluna. Para os elementos na 
segunda linha, os menores sáo 


d13 à 313 d11 312 


Ma = Mə = M ə3 = 


a31 a33 a31 a32 
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EXEMPLO-2 


EXEMPLO-3 


TEOREMA 


PROVA 


e os co-fatores são Ca, = —Ma,, Co» = +M € Cog = Maz. Algo similar ocorre com a terceira linha — escreva você mesmo. E verifique que 
os sinais em Cy, formam um padrão de tabuleiro de xadrez 


+ — + 
Es + sa 
+ q a 
Expansões de um Determinante de Terceira Ordem 
1 3.0 
6 4 2 4 2 6 
D=| 2 6  4|=1 -3 +0 
0 2 -1 2 -1 0 
-1 0 2 


1(12 — 0) — 3(4 + 4) + 0(0 + 6) 12. 


Esta é a expansão pela primeira linha. A expansão pela terceira coluna é 


2 6 1 3 1 3 
D=0 -4 +2 =0-12+0=-12, 
=i 0 =l 0 2 6 
Verifique que as outras quatro expansões também fornecem o valor —12. a 
Determinante de uma Matriz Triangular 
—3 0 0 
4 0 
6 4 0| = —3 = -3:4:5 = —60. 
2 5 
= 2 e) 


Inspirado por isto, você poderia formular um pequeno teorema sobre os determinantes das matrizes triangulares? E das matrizes diagonais? EB 


Propriedades Gerais dos Determinantes 


Para obtermos o valor de um determinante (1), podemos primeiro simplificá-lo sistematicamente por operações 
elementares em suas linhas, similares às usadas nas matrizes da Seção 7.3, como se segue. 


Comportamento de um Determinante de n-ésima Ordem sob Operações Elementares de Linhas 


(a) A permuta de duas linhas multiplica o valor do determinante por —1. 

(b) A adição de um múltiplo de uma linha a uma outra linha não altera o valor do determinante. 

(c) A multiplicação de uma linha por uma constante c não-nula multiplica o valor do determinante por 
c. (Isto também se verifica quando c = 0, embora, neste caso, não mais resulte numa operação elementar 
de linha.) 


(a) Por indução. A declaração se verifica para n = 2 porque 

a b cC d 

= ad — bc, mas = bc — ad. 

c d a b 
Fazemos agora a hipótese de indução segundo que (a) se verifica para os determinantes de ordem n — 1 Z 2 e 
mostramos que ela então se verifica para os determinantes de ordem n. Consideremos que D seja de ordem n, e 
que E seja obtido de D pela permuta de duas linhas. Expandimos D e E por uma linha que não seja uma dessas 
permutadas e a chamaremos de j-ésima linha. Então, por (4a), 


n n 
(5) D= Y (DaM E= Y (DtaNi 
k=1 k=1 
onde N;, é obtido a partir do menor M;, de a;, em D pela permuta dessas duas linhas, que foram trocadas em 
D (e cujo N; deve conter ambas, porque expandimos por outra linha!). Ora, esses menores são de ordem n — 1. 
Logo, a hipótese indutiva se aplica e fornece Ny, = —M;;. Portanto, E = —D por (5). 

(b) Multiplicamos a Linha i por c e somamos o resultado à Linha j. Chamemos de D o novo determinante. 
Seus elementos na Linha j são ajy + Cap. Se expandirmos D por essa Linha j, vemos que podemos escrevê-lo 
como D = D; + cD,, onde D, = D tem na Linha j o ay, enquanto D, tem nessa Linha j o a; da adição. Logo, D 
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tem a;, em ambas as Linhas i e j. A permuta dessas duas linhas dá D, outra vez mas, por outro lado, ele dá —D, 


por (a). Juntos, Də = —D, = 0, tal que D=D,=D. 


(c) Expandimos o determinante pela linha que foi multiplicada. 


CUIDADO! det(cA) = c” det A (e não c det A). Explique por quê. 


EXEMPLO 4 Cálculo de Determinantes por Redução à Forma Triangular 


O Teorema 1 permite-nos calcular determinantes por redução à forma triangular, como no método da eliminação de Gauss para matrizes. Por 
exemplo, (com as explicações em ressaltadas em cinza sempre se referindo ao determinante precedente) 


2 0 
4 5 
D = 

0 2 

—3 8 

2 0 

0 5 

E 0 2 
0 8 

2 0 

0 5 

E 0 0 
0 0 

2 0 

0 5 

E 0 0 
0 0 


-4 
1 
6 
9 
-4 


11,4 


—0 


2:5:24-47,25 = 1134. 


6 
0 


=] 


47,25 


Linha 2 — 2 Linha 1 
Linha 4 1,5 Linha 1 
Linha 3 — 0,4 Linha 2 
Linha 4 — 1,6 Linha 2 
Linha 4 + 4,75 Linha 3 


TEOREMA 2 | Outras propriedades de Determinantes de Ordem n 


(a)-(c) do Teorema 1 se verificam para colunas. 

(d) A transposição não altera o valor do determinante. 

(e) Uma linha ou coluna de zeros resulta num valor zero para o determinante. 

(£) Linhas ou colunas proporcionais resultam num valor zero para o determinante. Em particular, um 
determinante com duas colunas ou linhas idênticas é nulo. 


PROVA (a)-(e) decorrem diretamente do fato de que um determinante pode ser expandido por qualquer linha ou coluna. 
Em (d), a transposição é definida do mesmo modo que para as matrizes, ou seja, a j-ésima linha torna-se a j-ésima 


coluna da transposta. 


(f) Se Linha j = c vezes Linha i, então D = cD}, onde em D,, Linha j = Linha i. Logo, uma permuta dessas 
linhas reproduz D}, mas também fornece —D, pelo Teorema 1(a). Logo, D; = 0 e D = cD; = 0. Algo similar ocorre 


com as colunas. 


É bastante notável o fato de que o importante conceito de rank de uma matriz A, que é o número máximo de 
vetores-linha ou vetores-coluna de A linearmente independentes (veja a Seção 7.4), pode ser relacionado aos 
determinantes. Aqui, podemos supor que rank A > O porque as únicas matrizes de rank O são as matrizes nulas 


(veja a Seção 7.4). 
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TEOREMA-3 


PROVA 


TEOREMA -4 


PROVA 


Rank em Termos de Determinantes 


Uma matriz m X n A = [aj] terá rank r = 1 se e somente se A tiver uma submatriz r X r de determinante 
não-nulo, ao passo que toda matriz quadrada com mais de r linhas que A tem (ou não tem!) determinante 
zero. 

Em particular, se A é quadrada, ou seja, n X n, ela possui rank n se e somente se 


det A + 0. 


A idéia-chave é que operações elementares por linhas (veja a Seção 77.3) não alteram nem o rank (pelo Teorema 1 
da Seção 7.4), nem a propriedade de um determinante ser náo-nulo (pelo Teorema 1 desta seção). A forma 
escalonada Á de A (veja a Seção 7.3) tem r vetores-linha náo-nulos (que são os r primeiros vetores-linha) se e 
somente se rank A =r. Seja R a submatriz r X r no canto superior esquerdo de Á (de modo que os elementos 
de R estejam tanto nas primeiras r linhas quanto nas primeiras r colunas de Â). Ora, R é triangular, com todos 
os elementos da diagonal r; sendo não-nulos. Portanto, det Å = ri +- rẹ # 0. Além disso, det R + 0 para a 
correspondente submatriz R r X r de A, porque R resulta de R por meio de operações elementares de linha. 
Similarmente, det S = O para qualquer submatriz S de r + 1 linhas ou mais, talvez contidas em A, pois a corres- 
pondente submatriz S de Â deve conter uma linha de zeros (de outra forma, teríamos rank A = r + 1), de modo 
que det $ = 0 pelo Teorema 2. Isto prova o teorema para matrizes m X n. 

Em particular, se A é quadrada, ou seja, n X n, então rank A = n se e somente se A contiver uma subma- 
triz n X n com determinante não-nulo. Porém, a única submatriz desse tipo só pode ser a própria A, logo, 
det A x 0. E 


Regra de Cramer 


O Teorema 3 abre o caminho para a clássica fórmula de solução de sistemas lineares, conhecida como regra de 
Cramer?, que fornece soluções na forma de quocientes de determinantes. A regra de Cramer não é prática nos 
cálculos (para os quais os métodos das Seções 7.3 e 20.1-20.3 são apropriados), porém ela é de interesse teórico 
nas equações diferenciais (Seções 2.10, 3.3) e em outras teorias utilizadas nas aplicações de engenharia. 


Teorema de Cramer (Solução de Sistemas Lineares por Determinantes) 


(a) Se um sistema linear de n equações com o mesmo número de incógnitas Xy," * ` , Xn 


AX ar (19X9 ap o dd ap OinX*n — bi 


də21X1 + d22X92 Povo =p AanXn = bə 


OR 


Ob TE ad Te 000 SP Oda E Da 


tem um determinante não-nulo de coeficientes, D = det A, o sistema tem exatamente uma solução. Esta 
solução é dada pelas fórmulas 


D D DE 
DE e = = (Regra de Cramer) 


(7) Ha = 
nas quais Dx é o determinante obtido de D substituindo-se em D a k-ésima coluna pela coluna com os 
elementos by, * +, by. 

(b) Logo, se o sistema (6) é homogêneo e D + 0, ele tem somente a solução trivial x, = 0, x,=0,--», 
Xn= 0. Se D = Q, o sistema homogêneo também tem soluções não-triviais. 


A matriz aumentada Á, do sistema (6), tem o tamanho n X (n + 1). Logo, seu rank pode, no máximo, ser igual 
a n. Ora, se 


2 GABRIEL CRAMER (1704-1752), matemático suíço. 
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d11 ns din 
(8) D = detA = 0, 


anı ES Inn 


entáo rank A = n pelo Teorema 3. Portanto, rank Á = rank A. Por conseguinte, pelo Teorema Fundamental na 
Seção 7.5, o sistema (6) tem uma solução única. 
Provemos agora (7). Expandindo D pela sua k-ésima coluna, obtemos 


(9) D = aylCw + aC + + AC 


onde C; é o co-fator do elemento a; em D. Se substituirmos os elementos na k-ésima coluna de D por quaisquer 
outros números, obtemos um novo determinante, digamos, D. Claramente sua expansáo pela k-ésima coluna terá a 
forma (9), com ay, * * -, An, substituídos por esses novos números e os co-fatores C;, como antes. Em particular, 
se escolhermos como novos números os elementos ay;,* : *, 4, da l-ésima coluna de D (onde l + k), temos um 
novo determinante D, o qual tem duas vezes a coluna [a;, pag anl’, sendo uma vez como sua l-ésima 
coluna e outra vez como sua k-ésima coluna, devido à substituição feita. Portanto, D=0 pelo Teorema 2(f). Se 
agora expandirmos D pela coluna que foi substituída (a k-ésima coluna), obtemos entáo 


(10) al + 491Cox, e s anCnk =0 (1 E k). 


Agora, multiplicamos a primeira equação em (6) por Ciy em ambos os lados, a segunda por C,,,* : *, a última por 
C,x € somamos as equações resultantes. Isto fornece 


(11) Cirlanx + ie + an) + +++ + Clan H ie + annão) = DC + oie + DaCa 
Agrupando os termos com os mesmos x;, podemos escrever o lado esquerdo como 
xi(anC + dnCo + ooo + anlCa) + eco + alan + amCay + *** + AnnCrr)- 
Disto, vemos que x, está multiplicado por 
AC + dx Cox + *** + AC 
A Equacáo (9) mostra que esta expressáo é igual a D. Similarmente, x, é multiplicado por 
AuCi + MgCoy + *** + Ar Cog 


A Equação (10) mostra que esta expressão é igual a zero quando / + k. Correspondentemente, o lado esquerdo 
de (11) simplesmente é igual a x,D, de modo que (11) torna-se 


xD = biCix + baCox, A Da Cng- 


Ora, o lado direito desta equação é D, conforme definido no teorema, expandido pela sua k-ésima coluna, de 
modo que a divisão por D fornece (7). Isto prova a regra de Cramer. 

Se (6) é homogêneo e D + 0, então cada D, tem uma coluna de zeros de modo que D, = O pelo Teorema 2(e) 
e (7) fornece a solução trivial. 

Finalmente, se (6) é homogêneo e D = 0, então rank A < n pelo Teorema 3, de modo que há soluções não- 
triviais segundo o Teorema 2 da Seção 7.5. a 


A Seção 7.6 fornece exemplos do Teorema 4 para n = 2 e n = 3, e a próxima seção apresenta uma importante 
aplicação das fórmulas aqui consideradas. 


PROBLEMAS PROPOSTOS 7.7 


1. (Determinante de segunda ordem) Expanda um determinante 4. (Multiplicação escalar) Mostre que det(kA)= k” det(A)(e não k 
geral de segunda ordem de quatro maneiras possíveis e mostre det A), onde A é qualquer matriz n X n. Dê um exemplo. 


que os resultados concordam. A 
5-16| CALCULO DE DETERMINANTES 


2. (Menores e co-fatores) Complete a lista de menores e co-fatores 


do Exemplo 1. Calcule, mostrando os detalhes do que fizer. 
3. (Determinante de terceira ordem) Faça a tarefa sugerida no 13 8 cos n sen A 
Exemplo 2. Também calcule D por redução à forma triangular. 3 7 nO oa 
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11. 


13. 


15. 


17. 


cosa sena 
senB cosB 
70,4 0,3 0,8 
0 0,5 2,6 
0 oO —1,9 
0 3 =l 
=3 0 —4 
1 4 0 
u U Ww 
w u Y 
U w u 
1 2 0 0 
3 4 0 0 
0 0 5 6 
0 0 7 8 


(Expansáo — sem praticidade para cálculos) Mostre que o cál- 
culo por expansáo de um determinante de ordem n envolve n! 
multiplicações, sendo que, se cada uma destas leva 10° s para ser 
feita, os cálculos exigiriam os seguintes tempos: 


14 
8. | 2 
5 
2 
10. |-2 
1 
0 
12. |-a 
—b 
1 
4 
14. 
0 
0 
0 
2 
16. 
-1 
0 


2 5 
0 8 
8 -2 
1 2 
2 1 
2 -2 
a b 
ô c 
—c 0 
-2 0 
3 5 
2 7 
0 2 
-2 1 
0 -2 
2 0 
-4 -1 


o oO 


tn 


1 
0 


n 


10 


15 


20 


25 


Tempo 


0,004 s 


22 min 


771 anos 


0,5 - 10º anos 


18-20| REGRA DE CRAMER 


Resolva pela regra de Cramer e verifique o resultado usando a elimi- 


nação de Gauss e substituição reversa. (Mostre os detalhes.) 


18. 


19, 


20. 


2x — 5y = 23 
4x + 6y = -2 
3y + 4z = 14,8 
4x + 2y — 2=-6,3 
x= y+52= 13,5 
w +2x -3z = 30 
4x — 5y + 2z = 13 
2W + 8x— 4y + 2=42 
3w + y-52=35 


21-23 | RANK POR DETERMINANTES 


Ache o rank pelo Teorema 3 (o que náo é um método muito prático) 


e confira por redugáo de linhas. (Mostre os detalhes.) 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


$ 4 
-2 =] 

L 3 

[ 1 0 
3 -3 12 

L-3 5 -4 

[o4 0 24 30 
12 06 0 0,3 
0 i2 d2 0 


PROJETO DE EQUIPE. Aplicacóes Geométricas: Curvas e 
Superfícies Através de Pontos Dados. A idéia é considerar uma 
equação resultante do desaparecimento do determinante de um 
sistema linear homogêneo, como uma condição para a ocorrência 
de uma solução não-trivial no teorema do Cramer. Expliquemos 
tal truque para obtermos um sistema desses no caso de uma reta L 
contendo dois pontos dados P,:(x4, y1) € P3:(%s, Ya). A reta desco- 
nhecida é, digamos, ax + by = —c. Escrevemo-la como ax + by + 
c+ 1 = 0. Para obtermos uma solução náo-trivial a, b, c, o determi- 
nante dos “coeficientes” x, y, 1 deve ser zero. O sistema é 


ax+ by +Cc:1=0 (Linhal) 
(12) ax +byy+c-1=0 (P; em L) 
axo + bya +c:1=0 (Pem L). 


(a) Reta passando por dois pontos. De D = 0 em (12), deduza a 
familiar fórmula 


X-X Y — Yi 

X1 — X2 Y1 — Ya 
(b) Plano. Encontre o análogo de (12) para um plano passando 
por trés pontos dados. Aplique-o quando os pontos forem (1, 1, 1), 
(3, 2, 6), (5, 0, 5). 
(c) Círculo. Encontre uma fórmula similar para um círculo no 


plano contendo trés pontos dados. Determine e esboce o círculo 
para o caso de os pontos serem (2, 6), (6, 4), (7, 1). 


(d) Esfera. Encontre o análogo da fórmula em (c) para uma esfera 
passando por quatro pontos dados. Determine a esfera passando 
por (0, 0, 5), (4, 0, 1), (0, 4, 1), (0, O, —3), usando esta fórmula ou 
por inspecáo. 

(e) Seção cônica geral. Encontre uma fórmula para uma seção 
cónica geral (o desaparecimento de um determinante de sexta 
ordem). Experimente-a para uma parábola quadrática e para uma 
seção cônica mais geral de sua própria escolha. 


PROJETO ESCRITO. Propriedades Gerais dos Determinan- 
tes. Ilustre cada enunciado dos Teoremas 1 e 2 com um exemplo 
de sua escolha. 


EXPERIMENTO DE ÁLGEBRA COMPUTACIONAL. Deter- 
minantes de 0ºs e 1”s. Encontre o valor do determinante da matriz 
A,, n X ncom todos os elementos da diagonal principal sendo nulos 
e os demais elementos iguais a 1. Tente achar uma fórmula para 
isto e prová-lo por indução. Interprete Az e A, como “matrizes de 
incidência” (como em Problemas Propostos 7.1, mas sem os sinais 
negativos) de um triángulo e de um tetraedro, respectivamente; 
faca algo similar para um “simplex-n”, que tenha n vértices e n(n 
— 1)/2 bordas (e subespaço RI, n= 5, 6, - + -). 


Capítulo 7 : Álgebra Linear: Matrizes, Vetores, Determinantes. Sistemas Lineares 249 


7.8 Inversa de uma Matriz. Eliminação 
de Gauss-Jordan 


TEOREMA 


PROVA 


Nesta seção, consideraremos unicamente matrizes quadradas. 
A inversa de uma matriz n X n A = [a] é representada por A? e é uma matriz n X n tal que 


a) A A“T=AJA=I1 


onde I é a matriz unitária n X n (veja a Seção 7.2). 

Se A possui uma inversa, então dizemos que A é uma matriz não-singular. Se A não tem inversa, então ela 
é chamada de matriz singular. 

Se A possui uma inversa, essa inversa é única. 

De fato, se ambas B e C são inversas de A, então AB = I e CA = I, de modo que obtemos a unicidade de 


B = IB = (CA)B = C(AB) = CI = C. 


Provemos agora que A tem uma inversa (ou seja, é não-singular) se e somente se ela tiver um máximo rank 
possível n. Essa demonstração também mostrará que Ax = b implica x = A™b desde que A”! exista e, portanto, 
isto fornecerá uma razão para usarmos matrizes inversas, bem como uma relação com os sistemas lineares. (En- 
tretanto, isto não nos dará um bom método para resolver Ax = b numericamente, porque a eliminação de Gauss 
na Seção 7.3 requer menos cálculos). 


Existência da Inversa 


A inversa A™ de uma matriz n X n A existe se e somente se rank A = n, portanto (pelo Teorema 3 da Seção 
7.7), se e somente se det A + 0. Logo, A é não-singular se rank A = n, e é singular se rank A < n. 


Seja A uma matriz n X n dada, e consideremos o sistema linear 

(2) Ax =b. 

Se a inversa A™ existe, então a multiplicação a partir da esquerda em ambos os lados e o uso de (1) fornecem 
ATAx = x = Ab. 


Isto mostra que (2) tem uma única solução x. Logo, A deve ter um rank n, segundo o Teorema Fundamental na 
Seção 7.5. 

Inversamente, consideremos que rank A = n. Então, pelo mesmo teorema, o sistema (2) tem uma única solu- 
ção x para qualquer b. Ora, a substituição reversa decorrente da eliminação de Gauss (Seção 7.3) mostra que as 
componentes x; de x são combinações lineares das de b. Portanto, podemos escrever 


(3) x=Bb 
com B a ser determinado. A substituição em (2) fornece 
Ax = A(Bb) = (AB)b = Cb = b (C = AB) 
para qualquer b. Logo, C = AB = L a matriz unitária. De modo semelhante, se substituirmos (2) em (3), obtemos 
x = Bb = B(Ax) = (BA)x 


para qualquer x (e b = Ax). Portanto, BA = I. Combinando isso, B = A! ocorre. E 


Determinação da Inversa pelo Método de Gauss-Jordan 


Para a determinação prática da inversa A™! de uma matriz A n X n não-singular, podemos usar a eliminação de 
Gauss (Seção 7.3) ou, melhor dizendo, uma variante dela, chamada de eliminação de Gauss—Jordan?. A idéia 
deste método é a seguinte. 


3 WILHELM JORDAN (1842-1899). Matemático e geodésico alemão. [Consulte o American Mathematical Monthly 94 (1987), 130-142]. 
Nós não recomendamos este método para resolver sistemas de equações lineares, visto que o número de operações além das que já se realizam 
na eliminação de Gauss é maior que no caso da substituição reversa, que a eliminação de Gauss-Jordan evita fazer. Veja também a Seção 20.1. 
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EXEMPLO-1 


Usando A, formamos n sistemas lineares 
AX = ta» "rs AX = €) 


onde ey, ***, €m São as colunas da matriz unitária In X n; portanto, es=[10::-0],eo=[010-:-:0] 
etc. Estas são as n equações vetoriais dos vetores incógnitas Xa) * * *, Xm, que combinamos numa única equação 
matricial AX = I, com a matriz incógnita X tendo as colunas Xo), * * *, Xm. Correspondentemente, combinamos 
as n matrizes aumentadas [A eq), : : *, [A em] numa “matriz aumentada” n X 2n Á=[A Ž [I]. Ora, a multipli- 
cação, a partir da esquerda, de AX = I por A”! fornece X = AI = A”! Portanto, para resolvermos AX = I para 
X, podemos aplicar o método de eliminação de Gauss a Ã = [A 1]. Isto resulta numa matriz da forma [U H] 
com uma matriz triangular superior U, haja vista que a eliminação de Gauss torna os sistemas triangulares. Por 
meio de mais algumas operações de linha, o método de Gauss-Jordan reduz U à forma diagonal, na verdade, à 
matriz unitária I. Isto é feito eliminando-se os elementos de U situados acima da diagonal principal e fazendo-se, 
por multiplicação, todos os elementos da diagonal ficarem iguais a 1 (veja o exemplo a seguir). Naturalmente, 
esse método opera sobre a matriz inteira [U H], pela transformação de H numa matriz qualquer K e logo, pela 
transformação da matriz inteira [U H] em [I K]. Esta é a “matriz aumentada” de IX = K. Ora, IX = X = A, 
como mostramos antes. Por comparação, K = A”!, de modo que podemos ler A”! diretamente a partir de [I K]. 
O seguinte exemplo ilustra os detalhes práticos do método. 


Inversa de uma Matriz. Eliminação de Gauss-Jordan. 


Determine a inversa A! de 


=] 1 2 
A = So -=l 1 
=l 3 4 


Solução. Aplicamos a eliminação de Gauss (Seção 7.3) à seguinte matriz n X 2n = 3 X 6, onde a cor cinza sempre se refere à matriz 
anterior. 


-1 1 2 1 0 0 
[A H=] 3 -1 1 0. 1/0 
|- 3 4 0 0 1 
=i i 2 1 0 0 
0 2 7 3 1 0 Linha 2 + 3 Linha 1 
Lo 7 2 -1 0 1 Linha 3 — Linha 1 
Pai 1i 32 1 0 0 
0 2 7 3 1 0 
[0 0 -5 -4 -1 1 Linha 3 — Linha 2 


Isto é [U HJ, conforme obtemos pela eliminação de Gauss. Agora seguem os passos adicionais do método de Gauss-Jordan que reduzem U 
a I ou seja, reduzem U à forma diagonal com os elementos da diagonal principal iguais a 1. 


1 -1 —2 ==] 0 0 — Linha 1 
0 135 1,5 0,5 0 0,5 Linha 2 
[o 01 08 02 -02 —0,2 Linha 3 
[1-1 0 06 04 —04 Linha 1 + 2 Linha 3 
0. 10 -13 -02 07 Linha 2 — 3,5 Linha 3 
lo 01 08 02 -02 
Pi 0/0 -07 02 03 Linha 1 + Linh 
0 1/0 -13 -02 07 
0 0 1 0,8 02 -02 


As três últimas colunas constituem A”!, Verifique. 


=1 1 2 0,7 0,2 0,3 1 0 0 
3 =1 1 =1,3. :=0,2 0,7 |=| 0 1 0 
= 3 4 0,8 0,2  —0,2 0 0 1 


Portanto, AA! = I. De modo similar, AJA = I. E 
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FEOREMA-2 


PROVA 


EXEMPLO-2 


EXEMPLO-3 


Fórmulas Úteis para as Inversas 


A fórmula explícita (4) do teorema a seguir é muitas vezes útil em estudos teóricos (contrariamente ao que ocorre 
no cálculo de matrizes inversas). De fato, o caso especial n = 2 ocorre com muita freqiiéncia em aplicações 
geométricas e outras. 


Inversa de uma Matriz 
A inversa de uma matriz náo-singular n X n A =[a;.] é dada por 
C 11 C 21 C nl 
(4) i 1 T 1 Cia Co» Ca» 
~ detA [Ex] det A ? 
C In C 2n C nn 


onde Ci; é o co-fator de a; no det A (veja a Seção 7.7). (CUIDADO! Note bem que, em A“, o co-fator 
Cj ocupa o mesmo lugar ocupado em A por ay; (e não por ayy). 
Em particular, a inversa de 


-i 


Chamemos o lado direito de (4) de B e mostremos que BA = I. Primeiro, escrevamos 
(5) BA =G = [gal 


e então mostremos que G = I. Ora, pela definição de multiplicação de matrizes e devido à forma de B em (4), 
obtemos (CUIDADO! C,ķ, e não Chs) 


a11 a22 a12 


(4*) 


C 


a sk 1 
811 T > det A “si 
s=1 


= det A (A11Ciz + + aula). 


(6) 


Ora, (9) e (10) da Seção 7.7 mostram que a soma (+ - -) no lado direito é D = det A quando [ = k, e é nula quando 
l + k. Portanto, 


1 
8kk = deL A det A = 1, 
81 = 0 (1% K), 


Em particular, para n = 2, temos na primeira linha de (4) que Cj, = a22, C21 = —a1, e na segunda linha, Cy, = 


—do1, Co» = ay. Isto fornece (4%). El 
Inversa de uma Matriz 2 x 2 
iS | | ps E | 4 A E | 0,4 e] E 
2 4 10 l2 3 -02 03 


Ilustração Adicional do Teorema 2 
Usando (4), ache a inversa de 
-1 1 2 
A=| 3 -1 1 
-1 3 4 
Solução. Obtemos det A = -1 (-7) — 1-13 + 2 - 8 = 10 e, em (4), 
—1 1 i 2 i 32 
Ciu = e Ca =- =2, Ca = 3; 
3 4 3 4 -1 1 
3 1 -1 2 -1 2 
Cp =- =-13, Cə = =-2, Caz =- E 
-1 4 -1 4 3 1 


252 Parte B + Álgebra Linear. Cálculo Vetorial 


PROVA 


EXEMPLO-4 


PROVA 


=1 =] 1 =] 1 
Cia = = 8, Cos == =2 C33 = = -2, 
-1 3 =f 3 3 -1 
de modo que, por (4), e em concordância com o Exemplo 1, 
—0,7 0,2 0,3 
ATi=|-13 —0,2 07|. O 


0,8 0,2 —0,2 


As matrizes diagonais A = [a;,], a;, = O quando j + k têm inversas se e somente se todos os seus a; * O. Então, 
A7 será também diagonal, com os elementos 1/a,, + + * ,1/G,n- 


Para uma matriz diagonal, temos em (4) 


Cu - Ao Ann = 1 : Sic. a 
D Alo Ann 11 
Inversa de uma Matriz Diagonal 
Seja 
—0,5 0 0 
A = 0 4 0 
0 0 1 
Entáo a inversa é 
-2 0 0 
ATt=| 0 025 0 E 
0 0 1 


Os produtos podem ser invertidos tomando-se a inversa de cada fator e multiplicando essas inversas em ordem 
reversa, 


(7) (AC) = CHAT, 


Logo, para mais de dois fatores, 


(8) (AC + ++ PQ)! = QTPi- ++ CIAL 


A idéia é, usando (1), começar com AC em vez de A, isto é, AC(AC)” = I, e multiplicá-la em ambos os lados, 
a partir da esquerda, primeiro por A“, o que, devido ao fato de que AA = I, dá 


ATAC(AC)! = C(AC) 
= ATI = A7, 


e então multiplicar este resultado em ambos os lados, a partir da esquerda, desta vez por C~! e, pelo uso de 
CAC =I, 


CIC(AC)! = (AC)! = CHAT, 


Isto prova (7) e, desse resultado, (8) se segue por indução. a 


Também notamos que a inversa da inversa é a matriz dada, como vocé pode provar, 


(9) (ADI =A. 
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TEOREMA-3 


PROVA 


TEOREMA -4 


PROVA 


Propriedades Incomuns da Multiplicação Matricial. 
Leis de Cancelamento 


A Seção 7.2 contém alguns alertas sobre o fato de que algumas propriedades da multiplicação de matrizes diferem 
das referentes à multiplicação de números, e agora temos condições de explicar a validade restrita das chamadas 
leis de anulação [2.] e [3.], a seguir, usando os conceitos de rank e de matriz inversa, que ainda não estavam 
disponíveis na Seção 7.2. Os desvios da situação usual têm grande importância prática e devem ser cuidadosa- 
mente observados; eles são os seguintes. 


[1.] A multiplicação de matrizes não é comutativa, isto é, em geral, temos que 
AB z BA. 
[2.] AB = 0 em geral não implica que A = 0 ou B = 0 (nem tampouco que BA = 0); por exemplo, 
f | E | Ñ | 
2 2) [1 -1 o ol 
[3.] AC = AD em geral não implica que C = D (mesmo quando A x 0). 


As respostas completas a [2.] e [3.] estão contidas no seguinte teorema. 


Leis de Anulação 


Sejam A, B, C matrizes n X n. Então: 
(a) Se rank A=n e AB= AC, entáo B = C. 
(b) Se rank A = n, então AB = 0 implica que B = 0. Logo, se AB = 0, mas A + 0, bem como B £ 0, 
então rank A < ne rank B < n. 
(c) Se A é singular, também o serão BA e AB. 


(a) A inversa de A existe pelo Teorema 1. A multiplicação por A“!, a partir da esquerda, resulta em AAB = 
ATAC, portanto, B = C. 

(b) Consideremos que rank A = n. Então A”! existe e AB = 0 implica que AAB = B = 0. Algo similar ocorre 
quando rank B = n. Isto implica o segundo enunciado em (b). 

(c,) Rank A < n pelo Teorema 1. Portanto, Ax = 0 tem soluções náo-triviais pelo Teorema 2 da Seção 7.5. A 
multiplicação por B mostra que essas soluções são também soluções de BAx = 0, de modo que rank (BA) < n 
pelo Teorema 2 da Seção 7.5 e BA é singular pelo Teorema 1. 

(c,) AT é singular pelo Teorema 2(d) da Seção 7.7. Logo, BTAT é singular pela parte (c,) e é igual a (AB)” por 
(10d) da Segáo 7.2. Portanto, AB é singular pelo Teorema 2(d) da Segáo 7.7. E 


Determinantes de Produtos de Matrizes 


O determinante de um produto matricial AB ou BA pode ser escrito como o produto dos determinantes dos 
fatores, e é interessante notar que det AB = det BA, embora, em geral, AB + BA. A fórmula correspondente (10) 
só ocasionalmente é necessária, e pode ser obtida pela eliminação de Gauss-Jordan (veja o Exemplo 1) e pelo 
teorema que acabou de ser demonstrado. 


Determinante de um Produto de Matrizes 


Para quaisquer matrizes n X n A e B, 


(10) det(AB) = det (BA) = detA detB. 


Se A ou B é singular, AB e BA também o são, pelo Teorema 3(c), e (10) se reduz a 0 = 0 pelo Teorema 3 da 
Seção 7.7. 

Consideremos agora que A e B sejam não-singulares. Usando os procedimentos de Gauss-Jordan, podemos 
então reduzir A a uma matriz diagonal Â = [a;,]. Sob essas operações, det A mantém seu valor devido ao Teo- 
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rema 1 da Seção 7.7, a (a) e a (b) [e não (c)] exceto, talvez, por uma mudança de sinal na linha permutada na 
pivotação. Mas as mesmas operações reduzem AB a AB com o mesmo efeito sobre det (AB). Portanto, resta 
provar (10) para AB; escrevendo 


d11 0 Res 0 by b12 sig bin 
A 0 a22 0 Dor Das Dom 
AB = 
0 0 AS dan Dar Doo E Din 
d11D11 a 11012 RR d11D1n 
d22Da1 a 22022 Es d22Dan 
dei = cs TORA o a 


Consideremos agora o determinante det (ÂB). No lado direito, podemos extrair um fator 4,, da primeira linha, às» 
da segunda, - - *, à,n da n-ésima. Mas este produto à,, à»: * "An, é igual a det A, porque A é uma matriz diagonal. O 
determinante restante é det B. Isto prova (10) para det (AB), e a prova para det (BA) segue o mesmo raciocínio. E 


Isto completa nossa discussão sobre os sistemas lineares (Seções 7.3-7.8). A Seção 7.9, sobre espaços vetoriais 


e transformações lineares é opcional. Métodos numéricos para esses casos são discutidos nas Seções 20.1-20.4, 
que independem das demais seções sobre métodos numéricos. 


PROBLEMAS PROPOSTOS 7.8 


1-12] INVERSA Lg 8 É a 

Encontre a inversa pelo método de Gauss-Jordan [ou (4*) se n = 

2], ou entáo diga quando a inversa náo existe. Confira o resultado 1.0 -1 2 12. | -2 -4 19 

usando (1). 2 4 10 0 -1 2 
1,20 4,64 0,6 0,8 

1. | | | | 13. (Matriz triangular) A inversa de uma matriz triangular é sempre 
0,50 3,60 0,8 —0,6 triangular (como no Problema 7)? Justifique. 


2 1 a 14. (Rotação) Dê uma aplicação da matriz do Problema 3 que torne 
cos20 sen20 óbvia a forma de sua inversa. 
3. | | 4 (5 3 3 15. (Inversa da quadrada) Verifique que (A2)* = (A)? para A no 
—sen 20 cos 20 i E Problema 5. 
é 3 é 16. Prove a fórmula do Problema 15. 
3 — 1 29 —11 10 17. (Inversa da transposta) Verifique que (AT) = (AT para A no 
Problema 5. 
5. | =15 08 E | a S1 sos 18. Prove a fórmula do Problema 17. 
5 —2 2 55 -—21 19 19. (Inversa da inversa) Prove que (ADI = A. 
20. (Permuta de linha) Mesma questáo do Problema 14 para a matriz 
1 0 0 1 2 5 do Problema 9. 
7.| 2 1 0 8. |0 —1 2 21-23 | FÓRMULA EXPLÍCITA (4) PARA A INVERSA 
5 4 1 2 À 11 A fórmula (4) geralmente náo é muito prática. Para entender seu uso, 
aplique-a: 
0 1 0 0 8 0 21. Ao Problema 9 
22. Ao Problema 4 
9. | 1 0 0 10 | 0 0 4 23. Ao Problema 7 
0 0 1 2 0 0 
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7.9 Espaços Vetoriais, Espaços de Produto Interno, 
Transformações Lineares Opcional 


DEFINIÇÃO 


Na Seção 7.4, vimos que os espaços vetoriais especiais surgem de modo bastante natural em conexão com as 
matrizes e os sistemas lineares, e que seus elementos, chamados de vetores, satisfazem a regras muito semelhantes 
às que se aplicam aos números [(3) e (4) na Seção 7.1], além do fato de que eles são frequentemente obtidos como 
“subespaços” (conjuntos de combinações lineares) de um número finito de vetores dados. Cada vetor destes tem 
n números reais como suas componentes. É recomendável ter tudo isto em mente antes de prosseguir. 

Ora, se considerarmos todos os vetores com n números reais como componentes (“vetores reais”), obteremos 
um espaço de muita importância, chamado de espaço vetorial real n-dimensional R”. Estes são o nome e o 
símbolo padrão. Portanto, cada vetor em R” é uma n-upla ordenada de números reais. 

Casos particulares são o R?, o espaço de todos os pares ordenados (“vetores no plano”), e o Rê, o espaço de 
todas as tríades ordenadas (“vetores no espaço tridimensional”). Esses vetores têm, em mecânica, geometria e 
cálculo, amplas aplicações que são de importância fundamental em engenharia e física. 

Similarmente, se considerarmos todas as n-uplas ordenadas de números complexos como vetores e os números 
complexos como escalares, obtemos o espaço vetorial complexo C”, que estudaremos na Seção 8.5. 

Mas isto não é tudo. Há outros conjuntos de interesse prático (conjuntos de matrizes, funções, transformações 
etc.) para os quais a adição e a multiplicação escalar podem ser definidas de forma natural, de modo a constituírem 
um “espaço vetorial”. Isto sugere criar, a partir do “modelo concreto” R”, o “conceito abstrato” de um “espaço 
vetorial real” V considerando como axiomas as propriedades básicas (3) e (4) da Seção 7.1. Esses axiomas garan- 
tem que se pode obter uma teoria útil e aplicável a partir dessas situações mais gerais. Note que cada axioma 
expressa uma propriedade simples de R” ou, melhor dizendo, de Rê. A seleção de bons axiomas exige experiência 
e é um processo de tentativa e erro que muitas vezes demanda um longo período de tempo. 


Espaço Vetorial Real 


Dizemos que um conjunto náo-vazio V de elementos a, b,: - - é um espaço vetorial real (ou espaço linear 
real) e que esses elementos são vetores (independentemente de sua natureza, a qual é determinada pelo 
contexto ou deixada como arbitrária), se em V forem definidas duas operações algébricas (chamadas de 
adição vetorial e multiplicação escalar) como se segue. 

I. A adição vetorial associa a todo par de vetores a e b de V um único vetor de V, chamado de soma 
de a b e representado por a + b, tal que os seguintes axiomas sejam satisfeitos. 

L1 Comutatividade. Para quaisquer dois vetores a e b de V, 


a+b=b+a. 
L2 Associatividade. Para quaisquer três vetores u, v e w de V, 
(u+wW+w=u+(v+w) (escrito u + v + w). 
I.3 Há um único vetor em V, chamado de vetor nulo e simbolizado por 0, tal que, para cada a em V, 
a+0=a. 
I.4 Para cada a em V, há um único vetor em V, simbolizado por —a, tal que 
a + (a) = 0. 
II. Multiplicação escalar. Os números reais são chamados de escalares. A multiplicação escalar associa 
a cada a em Ve a cada escalar c um único vetor de V, chamado de produto de c e a e representado por ca 


(ou ac), tal que os seguintes axiomas sejam satisfeitos. 
1.1 Distributividade. Para cada escalar c e vetores a e b em V, 


c(a + b) = ca + cb. 
1.2 Distributividade. Para todos os escalares c e k e cada a em V, 
(c + kja = ca + ka. 
11.3 Associatividade. Para todos os escalares c e k e cada a em V, 
c(ka) = (ck)a (escrito como cka). 
11.4 Para cada a de V, 
la =a. 


Um espaco vetorial complexo é obtido se, no lugar de números reais, considerarmos números complexos como 
escalares. 
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EXEMPLO 


EXEMPLO-2 


DEFINIÇÃO 


Os conceitos básicos relacionados ao conceito de espaço vetorial são definidos como na Seção 7.4. 
Uma combinação linear de vetores aq, * *, am) em um espaço vetorial V é uma expressão 


Cat: + Coman) (Cp: * Cm escalares quaisquer). 


Esses vetores formam um conjunto linearmente independente (sucintamente chamados de linearmente inde- 
pendentes) se 


(1) Cida) + O CnAm) =0 


implica que c; = 0,: * *, Cm = 0. De outro modo, se (1) também se verifica para escalares nem todos iguais a zero, 
os vetores são chamados de linearmente dependentes. 

Note que (1) com m = 1 é ca = 0 e mostra que um único vetor a é linearmente independente se e somente 
se ax 0. 

V tem dimensáo n, ou é n-dimensional, se contém um conjunto linearmente independente de n vetores, ao 
passo que qualquer conjunto com mais de n vetores em V é linearmente dependente. Esse conjunto de n vetores 
linearmente independentes é chamado de uma base de V. Entáo, cada vetor em V pode ser escrito como uma 
combinação linear dos vetores da base; para uma dada base, essa representação é única (veja o Problema 14). 


Espaco Vetorial de Matrizes 


As matrizes 2 X 2 reais formam um espaço vetorial real tetradimensional. Uma base é 


1 0 0 1 0 0 0 0 
Bj = > Bio = > Bo; = > Bo, = 
0 0 0 0 1 0 0 1 


porque qualquer matriz 2 X 2 A = [aj] tem uma única representação A = a,¡B,, + a1,B;, + a21B21 + a22Bə2. Similarmente, as matrizes reais 
m X n com men fixos formam um espaço vetorial mn-dimensional. Qual é a dimensão do espaço vetorial de todas as matrizes 3 X 3 anti- 
simétricas? Você pode achar uma base? a 


Espaco Vetorial de Polinómios 


O conjunto de todos os polinômios constantes, lineares e quadráticos em x é um espaço vetorial de dimensão 3 e de base (1, x, x2), onde se 
verificam as usuais operações de adição e multiplicação por números reais, visto que ambas essas operações fornecem polinômios que não 
excedem o grau 2. Qual é a dimensão do espaço vetorial de todos os polinômios que não excedem um dado grau n? Você poderia encontrar- 
lhe uma base? a 


Se um espaço vetorial V contém um conjunto de n vetores linearmente independentes para cada n, não importando 
quão grande este último seja, então V é chamado de dimensional infinito, em oposição ao espaço vetorial dimen- 
sional finito (n-dimensional) que acabamos de definir. Um exemplo de um espaço vetorial dimensional infinito é 
o espaço de todas as funções contínuas em algum intervalo [a, b] do eixo x, como mencionamos sem provar. 


Espaços de Produto Interno 


Se a e b são vetores em R”, vistos como vetores-coluna, podemos formar o produto ab, o qual é uma matriz 
1 X 1, que podemos identificar com o seu único elemento, ou seja, com um número. Esse produto é chamado de 
produto interno ou produto escalar de a e b. Outras notações para ele são (a, b) e a+b. Portanto, 


bı 
ab = (a, b) = a¢b = [a:a] : | = È ab, = aib; +:::+a,b,. 


Estenderemos agora este conceito para espaços vetores gerais, considerando as propriedades básicas de (a, b) 
como axiomas para um “produto interno abstrato” (a, b), do seguinte modo. 


Espaço de Produto Interno Real 


Um espaço vetorial real V é chamado de espaço de produto interno real (ou de pré-espaço de Hilbert 
real) se ele tem a seguinte propriedade. A cada par de vetores a e b em V, há um número real a ele asso- 


2 DAVID HILBERT (1862-1943), grande matemático alemão, que lecionou em Königsberg e Göttingen e fundou a famosa escola de mate- 
mática desta última. É conhecido por seus trabalhos fundamentais em álgebra, cálculo de variações, equações integrais, análise funcional 
e lógica matemática. Seus “Fundamentos de Geometria” ajudaram o método axiomático a ganhar reconhecimento geral. Seus famosos 23 
problemas (apresentados em 1900 no Congresso Internacional de Matemáticos em Paris) influenciaram consideravelmente o desenvolvimento 
da matemática moderna. 

Se V é dimensional finito, ele é, de fato, o chamado espaço de Hilbert, veja a Ref. [GR7], listada no Apêndice I. 
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EXEMPLO=3 


EXEMPLO 4 


ciado, que é representado por (a, b) e chamado de produto interno de a e b, tal que os seguintes axiomas 
sejam satisfeitos. 


I. Para todos os escalares q, e q, e todos os vetores a, b, c em V, 


(ga + q3b,c) = q,(a,c) + qa(b,c) (Linearidade). 
II. Para todos os vetores a, b em V, 
(a,b) = (b,a) (Simetria). 
II. Para todo a em V, 
(aa) = 0, 


(Assertividade-positiva). 
(a,a) = O se e somente se a = 0 


Vetores cujo produto interno é nulo são chamados de ortogonais. 
O comprimento ou norma de um vetor em V é definido por 


(2) lal = v(aa) (=0. 


Um vetor de norma 1 é chamado de vetor unitário. 
Destes axiomas e de (2), podemos deduzir a desigualdade fundamental 


(3) (a, b)| = |lal] [[bl| (desigualdade Cauchy-Schwar?). 
Disto segue 

(4) lla + b|| = llal] + Ibl] (desigualdade triangular). 
Um simples cálculo direto fornece 


(5) lla + bl + lla — bl? = 2(|al? + [[b]|?) (igualdade do paralelogramo). 


Espaco euclidiano n-dimensional 


R” com o produto interno 
(6) (a, b) = a'b = ayb, +++: +a,b,, 


(onde ambos a e b são vetores-coluna) é chamado de espaço euclidiano n-dimensional e é simbolizado por E” ou, de novo, simplesmente 
por R”. Os axiomas [III aplicam-se para ele, como se mostra por cálculo direto. A equação (2) fornece a “norma euclidiana” 


(1 lall = Va, a = Vaa = Va 2+---+a,2 E 


Um Produto Interno para Funções. Espaço de Funções 


O conjunto de todas as funções contínuas e de valores reais f(x), g(x), > + - num dado intervalo œ = x = fl é um espaço vetorial real sob a 
adição usual de funções e a multiplicação por escalares (números reais). Nesse “espaço de funções”, podemos definir um produto interno 
pela integral 


B 
(8) (f, 8) -Í Fœ) gl) dx. 


Os axiomas I-III podem ser verificados por cálculo direto. A Equação (2) fornece a norma 


B 
o a = VER = |f s00. E 


Nossos exemplos dão uma primeira impressão da grande generalidade dos conceitos abstratos de espaço vetorial 
e espaço de produtos internos. Detalhes adicionais são dados em cursos mais avançados (análise funcional, corres- 
pondente à análise abstrata moderna; veja a Ref. [GR7] no Apêndice 1) e não podem ser discutidos aqui. Ao invés 
disso, escolheremos um tópico relacionado a esse assunto, onde as matrizes desempenham um papel central. 


5 HERMANN AMANDUS SCHWARZ (1843-1921). Matemático alemão, conhecido por seus trabalhos em análise complexa (mapeamento 
conforme) e geometria diferencial. Sobre Cauchy, veja a Seção 2.5. 
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Transformações Lineares 


Consideremos que X e Y sejam espaços vetoriais quaisquer. A cada vetor x em X, atribuímos um único vetor 
y em Y. Então, dizemos que há um mapeamento (ou uma transformação ou um operador) de X em Y. Este 
mapeamento é simbolizado por uma letra maiúscula, digamos F. O vetor y de Y que está relacionado ao vetor x 
de X é chamado de imagem de x sob F e é simbolizado por F(x) [ou Fx, sem parênteses]. 

Dizemos que F é um mapeamento linear ou uma transformação linear se, para todos os vetores v e x de 
X e os escalares c, 


F(v + x) = F(v) + F(x) 


(10) F(cx) = cF(x). 


Transformação Linear do Espaço R” no Espaço R” 


De agora em diante, consideraremos que X = R” e Y = R”. Então, qualquer matriz real m X n A = [a;,] fornece 
uma transformação de R” em R” , 


(11) y = Ax. 
Como A(u + x) = Au + Ax e A(cx) = cAx, essa transformação é linear. 

Mostremos que, inversamente, cada transformação linear F de R” em R” pode ser dada em termos de uma 
matriz A m X n, depois de se escolherem bases para R” e R”. Isto pode ser provado como se segue. 

Consideremos que €g» * * *, €m Seja uma base qualquer de R”. Então, todo x em R” tem uma representação 
única 

X= Xila) q sie Xn 
Como F é linear, essa imagem implica para a imagem F(x) que 
F(x) = Fen + co + Xem) = FE) He + FE). 


Portanto, F é unicamente determinada pelas imagens dos vetores de uma base de R”. Escolhemos agora para R” 
a “base-padrão” 


1 0 0 
0 1 0 
(12) ev=|0, €»=|0 |, > nm = |0 
0 0 1 


onde e¿, tem sua j-ésima componente igual a 1 e todas as outras componentes iguais a zero. Mostremos que podemos 
agora determinar uma matriz m X n A = [ayy] tal que, para cada x em R” e sua imagem y = F(x) em R”, 


y = F(x) = Ax. 


De fato, da imagem y® = F(ea,) de eq, obtemos a condição 


D 
yi a11 din 1 
D 
ad y a21 dom 0 
y = 
1) 
Ym amı Es amn 0 
da qual podemos determinar a primeira coluna de A, a saber, a41 = y1® , a21 = y2P,* * *, Am1 = JP. Similarmente, 
da imagem de eo, obtemos a segunda coluna de A, e assim por diante. Isto completa a prova. a 


Dizemos que A representa F, ou é uma representação de F, em relação às bases de R” e R”. De modo muito 
geral, o propósito de uma “representação” é a substituição de um objeto de estudo por outro objeto cujas pro- 
priedades são mais facilmente perceptíveis. 
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EXEMPLO-5 


EXEMPLO-6 


No espaço euclidiano tridimensional E, a base-padrão é usualmente escrita como ey, = i, e» = j, €g, = K. 
Portanto, 


1 0 0 
(13) i=| ol, j=l1l, k=|0 
0 0 1 


Estes são os três vetores unitários nas direções positivas dos eixos do sistema de coordenadas cartesianas 
no espaço, isto é, o sistema de coordenadas usual com a mesma escala de medidas nos três eixos coordenados 
mutuamente perpendiculares. 


Transformações Lineares 


Interpretadas como transformações de coordenadas cartesianas no plano, as matrizes 


|) | i 0 E °| | °| 
all o -1] o =l? o 1 
representam respectivamente uma reflexão em relação à reta x, = x,, uma reflexão em relação ao eixo x,, uma reflexão em relação à origem 


e um estiramento (quando a > 1, ou uma contração quando O < a < 1) na direção x. 


Transformações Lineares 


A discussão que fizemos antes do Exemplo 5 é mais simples do que possa parecer à primeira vista. Para perceber isso, encontre A que 
representa a transformação linear que mapeia (x,, x2) em (2x, — 5x2, 3x, + 4x5). 


Solução. Obviamente, a transformação é 
yı = 2x4 — 5x, 
Yo = 3x1 + 4x3. 


Disso, podemos ver diretamente que a matriz é 
2 =5 yı 2: 5 X1 2X1 — 5X2 
A= : Confira: = = ; E 
3 + Ya 3 + Xə 3X1 + 4Xə 


Se A em (11) é quadrada, ou seja, n X n, então (11) mapeia R” em R”. Se essa matriz A é não-singular, de modo 
que A”! existe (veja a Seção 7.8), então a multiplicação a partir da esquerda de (11) por Al e o uso de AA = 
I fornecem a transformação inversa 


14) x = Ay. 


Ela mapeia todo y = yọ nesse x, o qual, por (11), é mapeado em yọ. A inversa de uma transformação linear é, 
ela mesma, linear, porque é dada por uma matriz, conforme mostramos em (14). 


PROBLEMAS PROPOSTOS 7.9 


(Exercícios adicionais encontram-se em Problemas Propostos 7.4) 
O conjunto dado a seguir (considerado juntamente com as opera- 


1-12| ESPACOS VETORIAIS 8. Todas as matrizes A n X n com n fixo e det A =0 


9. Todos os polinómios com coeficientes positivos e grau 3 ou 
menor 


ções usuais de adição e multiplicação escalar) é um espaço vetorial? 10. Todas as funções fx) = a cos x + b senx com constantes a e b 
(Justifique). Se sua resposta for afirmativa, encontre uma dimensão quaisquer 


e uma base. 


11. Todas as funções f(x) = (ax + b)e* com constantes a e b quais- 


1. Todos os vetores em R? satisfazendo 5v, — 3v, + 2v3= 0 quer 


2. Todos os vetores em R? satisfazendo 2v, + 3v3— v3= 0, v,—4v3+ 12. Todas as matrizes 2 X 3 com a segunda linha contendo qualquer 


v=0 múltiplo de [4 O —9] 
3. Todas as matrizes 2 X 3 com todas os elementos não-negativos 13. (Bases diferentes) Encontre três bases para R?. 
4. Todas as matrizes simétricas 3 X 3 14. (Unicidade) Mostre que a representação v = C,94,+ * * * + Cram 
5. Todos os vetores em Rê tendo os três primeiros componentes iguais de um vetor qualquer dado do espaço vetorial n-dimensional V é 
a0 única em termos de uma dada base ag)’ * -, am) para V. 
6. Todos os vetores em R* com v; + v2= 0, v3— va= 1 15-20 TRANSFORMAÇÕES LINEARES 


7. Todas as matrizes anti-simétricas 2 X 2 


Encontre a transformação inversa. (Mostre os detalhes do que fizer.) 
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15. 


17. 


19. 


20. 


Yı = Xi — 2X 16. y, = 5X — X2 


Ya = 4X1 — 3X2 Ya = 3X1 — X2 


Y = 3X -— X% 18. y, =0,25x,  — 0,1X3 

Yo = —5X1 + 2X Ya = X2 — 0,8X3 
Ya = 0,2X3 

Y= 2X% 3Xa 

Ya 10X, + 16X, + X3 

Ya Tx + 11X2 + X3 

VS X + X2— 2X3 

y= Xi X2 + 2X3 

Ya = —2X1 + 2X + 4X3 


21-26 | PRODUTO INTERNO. ORTOGONALIDADE 
Encontre a norma euclidiana dos vetores 

21. [4 2 —6] 

22. [0 -3 3 0 5 1 

23. [16 -32 0]' 

2a. [| 3 4 2) 

25. [0 1 0 0 -1 1 17 

26. [3 -3 3 


27. 


28. 
29. 


30. 


(Ortogonalidade) Mostre que os vetores dos Problemas 21 e 23 
são ortogonais. 


Encontre todos os vetores em R? ortogonais a [2 O 1f. 
(Vetores unitários) Encontre todos os vetores unitários ortogonais 
a [4 -3]'. Faça um esboço. 

(Desigualdade triangular) Verifique (4) para todos os vetores dos 
Problemas 21 e 23. 


QUESTÕES E-PROBEEMAS-DE-REVISAO DO CAPÍTULO 7 


1. 


10. 


Que propriedades da multiplicação de matrizes diferem das pro- 
priedades da multiplicação de números? E sobre a divisão de matri- 
zes? 


. Seja A uma matriz 50 X 50 e B uma matriz 50 X 20. As seguintes 


expressões são ou não definidas? A + B, A?, B?, AB, BA, AA! BTA, 
B'B, BB”, B'AB. (Justifique.) 


. Qual é o motivo de se fazer uma multiplicação de matrizes? 


. Existem sistemas lineares sem solução? Com uma solução? Com 


mais de uma solução? Dê exemplos simples. 


« Como se pode fornecer o rank de uma matriz em termos de veto- 


res-linha? De vetores-coluna? De determinantes? 


. Qual é o papel do rank no que diz respeito à resolução de sistemas 
lineares? 

. O que é o espaço-linha de uma matriz? O espago-coluna? O espaço 
nulo? 

. Qual é a idéia da eliminação de Gauss e da substituição rever- 
sa? 

. O que é a inversa de uma matriz? Quando ela existe? Como se 


pode determiná-la? 


O que é a regra de Cramer? Quando é possível aplicá-la? 


11-19 


SISTEMAS LINEARES 


Encontre todas as soluções ou indique quando elas não existirem. 
(Mostre os detalhes do que fizer.) 


11. 


12. 


13. 


9x — 3y = 15 

5x + 4y = 48 

2x — 4y + 72=-6 

x +2y +16z= 3 

3x + 5y — 82 = 18 14. 5x — 10y = 2 

x+2y-32= 6 3x + y=13 
=x+ 6y= 6 


15. —8x + 22=1 16. 2y + z= =] 
6y + 47 = 3 2x + 3y — z= -12 
12x + 2y =2 5x — 4y +3z = 32 
17. 3x + 7y = 0 18. -x+4y-2z= 1 
5x — 4y = 47 3x + 4y + 6z= 1 
6x + 9y =15 x- 2y +22 =-¿ 
19. 7x + 9y — 142 = 36 
x= 3y + 2z = -12 
+ y- 4= 4 
20-30| CÁLCULOS COM MATRIZES E VETORES 


Calcule as seguintes expressões (mostrando os detalhes do que fizer) 
ou indique por que elas não existem, quando 


9 2 8 0 2 6 
A=|2 18 10 |, B = |-2 O =3 | 
8 10 15 —6 3 0 
3 4 
a=|7|, b=|0 
1 2 
20. AB,BA 21. A — A' 
22. A? + B? 23. det A, det B, det AB 
24. AAT, ATA 25. 0,2BB" 
26. Aa, a'A, a'Aa 27. a'b, b'a, ab” 
28. b'Bb 29. a'B, B'a 
30. 0,1(A + A'XB — B') 
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31-36 | RANK 43-45 | CIRCUITOS 


Determine os ranks da matriz de coeficientes e da matriz aumentada, 
e enuncie quantas soluções o sistema linear terá. 


Calcule as correntes nos seguintes circuitos 


31. No Problema 13 43. 100 44. 3800 V 
32. No Problema 12 
33. No Problema 17 500 L 
34. No Problema 14 j 7 

2 20Q 3 80Q 
35. No Problema 19 I h 
36. No Problema 18 

220 V 3400v “0 2 


37-42 | INVERSA 


Encontre a inversa ou diga por que ela não existe (Mostre os deta- 
lhes.) si 100 2 


37. Da matriz de coeficientes do Problema 11 


38. Da matriz de coeficientes do Problema 15 RAON 


39. Da matriz de coeficientes do Problema 16 


40. Da matriz de coeficientes do Problema 18 540 V 


41. Da matriz aumentada no Problema 14 


42. Da matriz diagonal com os elementos 3, —1, 5 200 


RESUMO DO CAPÍTULO 2 


Álgebra linear: Matrizes, Vetores, Determinantes 
Sistemas de Equações Lineares 


Uma matriz m X n A = [a;,] é uma disposição retangular de números ou funções (“elementos” ou “entradas”) organizada 
em m linhas horizontais e n colunas verticais. Se m = n, a matriz é chamada de quadrada. Uma matriz 1 X n é chamada 
de vetor-linha e uma matriz m X 1 é chamada de vetor-coluna (Seção 7.1). 

A soma A + B de matrizes do mesmo tamanho (isto é, ambas m X n) é obtida adicionando-se os elementos 
correspondentes. O produto de A por um escalar c é obtido multiplicando-se cada ay, por c (Seção 7.1). 

O produto C = AB de uma matriz m X n A por uma matriz r X p B = [b;,] é definida somente quando r = n, e é 
a matriz m X p C = [c;,] com os elementos 


(1) Cik = Abi + ajbo + *** + aba (linha j de A vezes a coluna k de B). 


O motivo dessa multiplicação vincula-se ao estabelecimento de transformações lineares (Seções 7.2, 7.9). A multi- 
plicação é associativa, porém não-comutativa: se AB é definida, BA pode não o ser mas, ainda que BA seja definida, 
em geral, AB + BA. Além disso, AB = 0 pode não implicar que A = 0 ou que B = 0 ou BA = 0 (Seções 7.2, 7.8). 


Exemplos: 

i | p | | Al 
2 2 1 —1 É 0 0 
lille lol 
1 —1 2 2 g =F =] 
3 3 3 6 

[1 2] = [11], [1 2] = : 
4 4 4 8 


A transposta A” de uma matriz A = [a;,] é AT = [ay]; as linhas tornam-se colunas e vice-versa (Seção 7.2). Aqui, 
não é necessário que A seja quadrada. Se ela o é e se A = AT, então A é chamada de simétrica; se A = —AT, ela é 
chamada de anti-simétrica. Para um produto, (AB)! = B'AT (Seção 7.2). 

Uma aplicação muito importante das matrizes relaciona-se aos sistemas de equações lineares 


(2) Ax=b (Seção 7.3) 


(m equações com n incógnitas xy, * * *, Xy; A e b dados). O método mais importante de solução é o da eliminação de 
Gauss (Seção 7.3), que reduz o sistema à forma “triangular” por operações elementares de linhas, que não alteram o 
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conjunto de soluções. (Aspectos referentes a métodos numéricos e variantes, como os métodos de Doolittle e Cholesky, 
são discutidos nas Seções 20.1 e 20.2.) 

A regra de Cramer (Seções 7.6 e 7.7) representa as incógnitas em um sistema (2) de n equações em n incógnitas na 
forma de quocientes de determinantes; entretanto, tal procedimento não é prático nos cálculos. Os determinantes (Seção 
7.7) vêm diminuindo de importância, embora certamente conservarão sua relevância em problemas de autovalores, 
geometria elementar etc. 

A inversa A™ de uma matriz quadrada satisfaz AA! = ATÍA = I. Ela existe se e somente se det A 0, e pode ser 
calculada pela eliminação de Gauss-Jordan (Seção 7.8). 

O rank r de uma matriz A é o número máximo de linhas ou colunas linearmente independentes de A ou, equiva- 
lentemente, o número de linhas da maior submatriz quadrada de A com o determinante diferente de zero (Seções 7.4 
e 7.7). 

O sistema (2) tem soluções se e somente se rank A = rank [A b], onde [A b] é a matriz aumentada (Teorema 
Fundamental, Seção 7.5). 

O sistema homogêneo 


6) Ax=0 


tem soluções x * 0 (“soluções não-triviais”) se e somente se rank A < n; de modo equivalente, no caso m = n, se e 
somente se det A = 0 (Seções 7.6 e 7.7). 


Os espaços vetoriais, espaços de produto interno e as transformações lineares são discutidos na Seção 7.9. Veja 
também a Seção 7.4. 


CAPÍTULO 8 


Álgebra Linear: Problemas de 
Autovalores de Matrizes 


Os problemas de autovalores de matrizes tratam das soluções das equações vetoriais 
(1) Ax = Ax 


onde A é uma dada matriz quadrada e o vetor x e o escalar A sáo desconhecidos. Evidentemente, x = 0 
é uma solução de (1) e fornece 0 = 0. Mas isto não é de interesse e desejamos encontrar soluções de (1) 
que sejam vetores x 0, chamados de autovetores de A. Veremos que os autovetores somente podem 
ser encontrados para certos valores do escalar À; esses valores de À para os quais um autovetor existe são 
chamados de autovalores de A. Geometricamente, resolver (1) dessa forma significa que estamos procu- 
rando vetores x para os quais a multiplicação de x pela matriz A tem o mesmo efeito que a multiplicação 
de x por um escalar À, resultante num vetor Ax cujas componentes são proporcionais às componentes de x, 
sendo À o fator de proporcionalidade. 

Os problemas de autovalor são da maior importância prática para os engenheiros, físicos e matemáticos, 
e veremos que a sua teoria constitui um belo capítulo em álgebra linear, com diversas aplicações. 

Na Seção 8.1, explicaremos como resolver a equação vetorial (1); na Seção 8.2, mostraremos algumas 
aplicações típicas e, na Seção 8.3, discutiremos problemas de autovalores para matrizes simétricas, anti-simé- 
tricas e ortogonais. Na Seção 8.4, mostraremos como obter autovalores pela diagonalização de uma matriz. 
Consideraremos também as contrapartes complexas dessas matrizes (matrizes hermitianas, anti-hermitianas 
e unitárias, na Seção 8.5), que desempenham um papel relevante na física moderna. 


COMENTÁRIO. Os métodos numéricos para autovalores (Seções 20.6-20.9) podem ser estudados logo 
após este capítulo. 


Pré-requisito: Capítulo 7. 
Seções que podem ser omitidas num curso mais curto: 84, 8.5. 
Referências e Soluções dos Problemas: Parte B do Apêndice 1 e Apêndice 2 


8.1 Autovalores, Autovetores 


Do ponto de vista de aplicações em engenharia, os problemas de autovalores são alguns dos mais importantes 
relacionados a matrizes, e o estudante deve acompanhar esta discussão com uma atenção especial. Começaremos 
definindo os conceitos básicos e mostraremos como resolver esses problemas, através de exemplos e também de 
uma maneira geral. Depois, passaremos para as aplicações. 

Suponhamos que A = [aj] seja uma dada matriz n X n e consideremos a equação vetorial 


(1) AX = Ax. 


Aqui, x é um vetor desconhecido e À um escalar desconhecido. Nossa tarefa é determinar quais valores de x e À 
satisfazem (1). Geometricamente, estamos procurando vetores x para os quais a multiplicação por A tem o mesmo 
efeito que a multiplicação por um escalar A; em outras palavras, Ax deve ser proporcional a x. 

Evidentemente, o vetor nulo x = 0 é uma solução de (1) para qualquer valor de A, pois AO = 0. Este caso não 
é de interesse. Um valor de A para o qual (1) tem uma solução x + 0 é chamado de autovalor ou valor carac- 
terístico (ou raiz latente) da matriz A.* As soluções correspondentes x 0 de (1) são chamadas de autovetores 
ou de vetores característicos de A correspondentes aquele autovalor A. O conjunto de todos os autovalores de A 
é chamado de espectro de A. Veremos que o espectro consiste em pelo menos um autovalor e, no máximo, de 
n autovalores numericamente diferentes. O maior dos valores absolutos dos autovalores de A é chamado de raio 
espectral de A, e posteriormente veremos o motivo desse nome. 


* Em inglês, “autovalor” é eigenvalue e, conforme informa o autor, “eigen é um termo alemão que significa próprio ou característico”. (N. T.) 
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Como Obter Autovalores e Autovetores 


O problema de determinação dos autovalores e autovetores de uma matriz é chamado de problema de autovalor. 
(Mais precisamente: um problema algébrico de autovalor, diferentemente de um problema de autovalor envol- 
vendo uma EDO, uma EDP (veja as Seções 5.7 e 12.3) ou uma equação integral.) Tais problemas ocorrem em 
aplicações físicas, técnicas, geométricas e outras, conforme veremos. Mostramos como resolvê-las, primeiro com 
um exemplo e depois de uma maneira geral. Algumas aplicações típicas seguirão depois. 


EXEMPLO-1 Determinação de Autovalores e Autovetores 


Iustremos todos os passos para o caso da matriz 
=5 2 
A= i 
2 =2 


Solução. (a) Autovalores. É preciso determiná-los primeiro. A Equação (1) é 


—5 2 X X —5X + = AX 
Ax = | | | | =À | | em componentes, 1+ De x 
2 -21 lx X, 2% — 2% = AX 
Invertendo os termos dos lados direito e esquerdo, temos 
(—-5 — Mx, + 2x, =:10 


(2*) ; 
2X +(-2- Ax = 0. 


Podemos escrever isso em notagáo matricial. 


(3*) (A — ADx = 0 


visto que (1) é Ax — Ax = Ax — Alx = (A — Al)x = 0, o que resulta em (3*). Vemos que se trata de um sistema linear homogêneo. Pelo 
teorema de Cramer na Seção 7.7, esse sistema terá uma solução não-trivial x + 0 (um autovetor de A que estamos procurando) se e somente 
se o determinante de seus coeficientes for zero, ou seja, 


-5-A 2 
2 -2- A 


(4) DU = dea = a) = | (5-ME2-M-4=X+71+6=0. 


Chamemos D(A) de determinante característico ou, se expandido, de polinômio característico, e D(A) = O de equação característica de 
A. As soluções dessa equação quadrática são A, = —1 e A, = —6. Estes são os autovalores de A. 
(b,) Autovetor de A correspondente a A,. Este vetor é obtido de (2%) fazendo-se A = A, = —1, ou seja, 


-4% +24 = 0 
2% — Xx=0 
Uma solução é x, = 2x,, conforme vemos de qualquer uma das duas equações, de modo que precisamos de apenas uma delas. Isto determina 
um autovetor correspondente a À, = —1 até um múltiplo escalar. Se escolhermos x, = 1, obtemos o autovetor 


H ERR 
X = Verifique: Ax, = (Dx = AX. 
2 2 —2] L2 —2 


(b,) Autovetor de A correspondente a A,. Para À = À, = 6, a Equação (2*) torna-se 


X + Do =0 
2X% + 4% = 0. 
Uma solução é x, = —x,/2 com x, arbitrário. Se escolhermos x, = 2, obteremos x, = —1. Portanto, um autovetor de A correspondente a À, = 
—6 é 
2 = 2 2 =12 
X% = E Verifique: Ax = (-0)x = AX. a 
=1 2 —2 =1 6 


Este exemplo ilustra o caso geral, como segue. A Equação (1) escrita em termos de componentes é 


MAX +++ AX = AX 


DX Ferro + AX = AX 


MaX Fer E An — AX: 


Passando os termos da direita para o lado esquerdo, temos 
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TEOREMA 


TEOREMA-2 


PROVA 


(a — AX + ax F F ainXn =0 
(2) 921% Eds ANG +e Gan Xn =0 
aux + dk + + (amm — AJX, = 0 
Em notação matricial, 
(3) (A — ADx = 0. 


Pelo teorema de Cramer na Seção 7.7, este sistema linear homogêneo de equações terá uma solução não-trivial 
se e apenas se o determinante correspondente dos coeficientes for zero: 


au TÀ 912 Ene dn 
a21 da — A ter don 
(4) D(A) = det(A — Al) = =0. 
anı an2 pa dn — A 


A — AI é chamada de matriz característica e D(A) de determinante característico de A. A Equação (4) é 
chamada de equacáo característica de A. Expandindo D(A), obtemos um polinómio do n-ésimo grau em A, que 
é chamado de polinómio característico de A. 

Isto prova o importante teorema que segue. 


Autovalores 


Os autovalores de uma matriz quadrada A são as raízes da equação característica (4) de A. 
Portanto, uma matriz n X n tem pelo menos um autovalor e, no máximo, n autovalores numericamente 
diferentes. 


Para valores maiores de n, o cálculo real dos autovalores em geral exigirá o uso do método de Newton (Seção 
19.2) ou outro método de aproximação numérica apresentado nas Seções 20.7-20.9. 

Os autovalores devem ser calculados primeiro. Uma vez conhecidos, os autovetores correspondentes são 
obtidos do sistema (2), por exemplo, pelo método da eliminação de Gauss, onde à é o autovalor para o qual um 
autovetor é procurado. Isso é o que fizemos no Exemplo 1 e faremos novamente nos exemplos a seguir. (Para 
evitar qualquer mal-entendido: os métodos numéricos de aproximação (Seção 20.8) podem determinar os auto- 
vetores primeiro.) 

Os autovetores têm as seguintes propriedades: 


Autovetores, Autoespaço 


Se w e x são autovetores de uma matriz A que correspondem ao mesmo autovalor À, também o são a soma 
w + x (contanto que x + —w) e kx para qualquer k + 0. 

Portanto, os autovalores que correspondem exatamente ao mesmo autovalor À de A, juntamente com 0, 
formam um espaço vetorial (veja a Seção 7.4) chamado de autoespaço de A e que corresponde a esse À. 


Aw = àw e Ax = Ax implicam A(w + x) = Aw + Ax = àw + Ax = A(w + x) e A(kw) = k(Aw) = k(Aw) 
A(kw); portanto A(kw + €x) = A(kw + £x). E 


Em particular, um autovetor X é determinado apenas para fatores constantes. Portanto, podemos normalizar x, 
isto é, multiplicá-lo por um escalar para obter um vetor unitário (veja a Seção 7.9). Por exemplo, x, = [1 2]' no 
: = 2 2o V5 , V5 V5 T, : 

Exemplo 1 tem o comprimento || x, | = V + 22 = V5; portanto, [1/V5  2/V5]' é um autovetor normalizado 
(um autovetor unitário). 

Os Exemplos 2 e 3 ilustraráo o fato de que uma matriz n X n pode ter n autovetores linearmente independen- 
tes, ou que pode ter menos de n. No Exemplo 4, veremos que uma matriz real pode ter autovetores e autovalores 
complexos. 
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EXEMPLO 2 


EXEMPLO=3 


EXEMPLO-4 


Autovalores Múltiplos 


Encontre os autovalores e autovetores de 


-2 2 -3 
A= 2 1 -6 
=| =2 O 


Solução. Para nossa matriz, o determinante característico produz a equação característica 


AS — à? + 21A + 45 = 0. 


As raízes (autovalores de A) são 1, = 5, Àa = Az = —3. Para encontrarmos os autovalores, aplicamos a eliminação de Gauss (Seção 7.3) ao 
sistema (A — AI)x = 0, primeiro com À = 5 e depois com À =-3. Para À = 5, a matriz característica é 
=» 2-3 =7 2 —3 
A-M=A-H 2 -4 -6 Sofre uma redução de linha para o -4 -7 
-1 -2 -5 0 0 0 


Portanto, o sistema tem 2 ranks. Escolhendo x; = —1, temos x, = 2 a partir de -%x, — Lx, = 0 e então x = 1 a partir de —7x, + 2x, — 
3x3 = 0. Logo, um autovetor de A correspondente a à =5éx =[1 2 —1]”. 
Para À = 3, a matriz característica 


1 2 -3 1 2 -3 
A-M=A+3l = 2 4 -6 sofre uma redução de linhas para 0 o oj. 
—L =2 3 0 o o0 
Portanto, o sistema tem 1 rank. De x, + 2x, — 3x3 = 0, temos x, = —2x, + 3x3. Escolhendo x, = 1, x = 0 e x, = 0, x = 1, obtemos dois 


autovetores de A linearmente independentes e correspondentes a À = —3 [já que devem existir por (5) da Seção 7.5, com rank 1 en = 3], 


—2 
x = 1 
0 
e 
3 
x=|0 a 
il 


A ordem M, de um autovalor À como uma raiz do polinômio característico é chamada de multiplicidade algébrica 
de À. O número m, de autovetores linearmente independentes que correspondem a À é chamado de multiplicidade 
geométrica de A. Portanto, m, é a dimensão do autoespaço correspondente a esse A. Como o polinômio caracte- 
rístico tem grau n, a soma de todas as multiplicidades algébricas deve ser igual a n. No Exemplo 2, para À = —3, 
temos m, = M, = 2. Em geral, m, = M,, conforme pode ser demonstrado. A diferença A, = M, — m, é chamada 
de defeito de A. Portanto, no Exemplo 2, A_ = 0, porém defeitos positivos A, podem facilmente ocorrer: 


Multiplicidade Algébrica, Multiplicidade Geométrica, Defeito Positivo 


A equação característica da matriz 
=À 1 
0 =å 


æa -an =| = A =0. 


Portanto, A = O é um autovalor de multiplicidade algébrica Mọ = 2. Porém, sua multiplicidade geométrica é somente mo = 1, uma vez que os 
autovetores resultam de —0x, + x, = 0 e, portanto, x» = 0, na forma [x, O]". Logo, para À = 0, o defeito é Ay = 1. 
De modo semelhante, a equação característica da matriz 


3-A 2 
0 3-14 


=(3-22=0 


II 
A 
O w 
w N 
o 


det(A — Al) = | 


Portanto, À = 3 é um autovalor de multiplicidade algébrica M, = 2, porém sua multiplicidade geométrica é somente Mz = 1, já que os auto- 
vetores resultam de Ox, + 2x, = O na forma [x] 0]. 


Matrizes Reais com Autovalores e Autovetores Complexos 


Como os polinômios reais podem ter raízes complexas (que então ocorrem em pares conjugados), uma matriz real pode ter autovalores e 
autovetores complexos. Por exemplo, a equação característica da matriz anti-simétrica 
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0 1 =À 1 
A= é det (A — Al) = =2+1=0 
= 0 -1 -A 
Isto resulta nos autovalores A, = i (=V — 1), A, = —i. Os autovetores são obtidos a partir de —ix, + x) = 0 e ix, + x, = 0, respectivamente, 


doe di E 


Na próxima seção, precisaremos do teorema simples a seguir. 


e podemos escolher x, = 1 para obtermos 


TEOREMA-3 | Autovalores da Transposta 


A transposta AT de uma matriz quadrada A tem os mesmos autovalores que A. 


PROVA A transposição não altera o valor do determinante característico, conforme se segue do Teorema 2d da Seção 7.7. I 


Agora que temos uma primeira impressão dos problemas de autovalores matriciais, na próxima seção ilustraremos 
sua importância com algumas aplicações usuais. 


PROBLEMAS -PROPOSTOS-8.1 


1-25 | AUTOVALORES E AUTOVETORES [2 0 -2 
Encontre os autovalores e autovetores das matrizes a seguir. (Use o 14, 0 o -2|,à=1 
valor dado de A ou fatores.) 
-2 0 a b A d 
L 
(0) 0,4 0 € 1 0 0 
4 0 0 0 15. |2 4 0 
3. 4, 
2 —4 0 0 6 4 2 
5 -2 a b [0,5 0,2 0,1 
5. 6. 
9 -6 =b a 16. 0 LO 15 
108 —0,6 1 0 0 0 3,5 
7. 8. 
0,6 0,8 0 1 4 -2 3 
1 2 cos —seng 17. |-2 1 6|,A=-3 
9 10, | | 
2 4 seno  CosQ 1.2 2 
4 O 0 3 0 12 
n 0 o o0 18. | -6 3 0|,A=9 
0 o -1 9 6 3 
85 -28 -28 [13 5 2 
2. | -10 -11 -1 19.|.2 7 -8 
| -46 -2 -2 5 4 7 
6 J = 0 0 -5 7 
B| 2 5 0/,1=3 0 0 7-5 
20. 
=D 0 7 0 o 19 -1 
0 0 -1 19 
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ro —2 2 0] -1 0 2 0 
-4 2-2 4 0 -1 0 12 
2L ,à=4 ¿+ 1 
0 2 2 -4 0 0-1 -4 
L 0 2 -6 4] 0 0-4 -1 
1-3 0 4 21 26. (Autovalores múltiplos) Encontre outras matrizes 2 X 2 e 3 X 
E 3 com autovalores múltiplos. (Veja o Exemplo 2.) 
0 1 -2 4 27. (Defeito não-nulo) Encontre outras matrizes 2 x 2 e 3 X 3 com 
2 > 4 1 a" A -= 3? defeito positivo. (Veja o Exemplo 3.) 
o 28. (Transposicáo) Ilustre o Teorema 3 com exemplos de sua esco- 
L 0 2 -2 3] lha. 
29. (Autovalores complexos) Mostre que os autovalores de uma 
[2 0 0 0 matriz real sáo números reais ou pares de complexos conjuga- 
dos. 
1 1 o 0 o ba E 
23. 30. (Matrizes inversas) Mostre que a matriz inversa A”? existirá se 
2 0 3 0 e apenas se nenhum dos autovalores A}, * * *, A, de A for nulo, e 
então A”! terá os autovalores 1/A,, + + *, MAp 
L1 4 2 -6 
[-3 0 -2 8 
0 1 4 -2| 1=3 
24. , 
-4 10 -1 -2| A=—5 
L 6-4 -2 3 


8.2 Algumas Aplicações de Problemas de Autovalores 


EXEMPLO 


Nesta seção, discutiremos alguns exemplos típicos da variedade de aplicações de problemas de autovalores matri- 
ciais, que é incrivelmente grande. O Capítulo 4 apresenta problemas de autovalores matriciais relacionados às 
EDOs governando sistemas mecânicos e circuitos elétricos. Para manter nossa atual discussão independentemente 
do Capítulo 4, incluiremos uma aplicação típica desse tipo como último exemplo. 


Estiramento de uma Membrana Elástica 


Consideremos uma membrana elástica no plano xx, delimitada pelo círculo x,? + xy? = 1 (Fig. 158) e que é esticada de forma que um ponto 


P:(x,, X2) vai até o ponto Q: (yı, ya) dado por 
yı 5 3| [x 
y= ; 
Y2 3 5| |% 
Encontre as direções principais, isto é, as direções do vetor-posição x de P para as quais a direção do vetor-posição y de Q é a mesma ou 
exatamente a oposta. Que forma assume o círculo-limite sob essa deformação? 


yi = 5x1 + 3x5 


(1) = Ax = 


em componentes, 
Ya = 3x + 5x5. 


Solução. Estamos procurando vetores x de modo que y = Ax. Como y = Ax, isto fornece Ax = Ax, a equação de um problema de autovalor. 
Em componentes, Ax = Ax é 


5x1 + 3x9 = Axy 5-Mx+ 3% =0 
Q) o ou 
3x1 + 5x9 = Axo 3x  +(5- 1x = 0 
A equação característica é 
5-A 3 
(3) = (5-1 -9=0. 
3 5-1 


Suas soluções são A, = 8 e À, = 2. Estes são os autovalores do nosso problema. Para À = A, = 8, nosso sistema (2) torna-se 
3x1 + 3x, = 0, Solução x, = xı, x, arbitrário, 
3x1 — 3x9 = 0. por exemplo, x, = x, = 1. 


Para À, = 2, nosso sistema (2) torna-se 
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3x + 3x2 = 0, Solução x, = —x;, x, arbitrário, 
3x1 + 3x2 = 0. por exemplo, x, = 1, x, =-1. 


Assim, obtemos como autovetores de A, por exemplo, [1 1]" correspondente a À, e [1 —1]" correspondente a A, (ou um múltiplo escalar não- 
nulo desses). Estes vetores formam ângulos de 45º e 135º com a direção positiva de x, e fornecem as direções principais, o que é a resposta 
do nosso problema. Os autovalores mostram que, nas direções principais, a membrana é esticada por fatores 8 e 2 respectivamente; veja a 


Fig. 158. 
Portanto, se escolhermos as direções principais como as direções de um novo sistema cartesiano de coordenadas uu, digamos, com 


o semi-eixo positivo de u no primeiro quadrante e o semi-eixo positivo de u, no segundo quadrante do sistema x,x,, e se fizermos u = 
r cos q, us = r sen à, então um ponto do contorno da membrana circular não-esticada terá as coordenadas cos q, sen &. Portanto, após o 


estiramento, temos 
zı = 8 cos ġ, Zza = 2 sen q. 


Como cos? & + sen? & = 1, isto mostra que o contorno deformado é uma elipse (Fig. 158) 


2 2 
4 2 
(4 gta E 
da 
Ed 
` 4 
s Y 
La MA ) 
OSA e ) 
Do SS) 
ES y IS PÁ 
SAIS Z Y / 
/ N Y 
— K 
eS DE Xi 
/ Ed MO 
/ Y N 
/ 1 > N 
( O A o 
Y N 
ES -a N 
E N 
Y 
Pd 
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Fig. 158. Membrana deformada e não-deformada do Exemplo 1 


EXEMPLO 2 Problemas de Autovalores Resultantes de Processos de Markov 


Os processos de Markov, conforme considerados no Exemplo 13 da Seção 7.2, levam a problemas de autovalores se nos perguntarmos qual 
será o estado-limite do processo no qual o vetor-estado x é reproduzido sob a multiplicação pela matriz estocástica A que governa o proces- 
so, ou seja, Ax = x. Portanto, A deve ter o autovalor 1 e x deve ser um autovetor correspondente. Isto é de interesse prático, pois mostra a 
tendência de longo prazo do desenvolvimento modelado pelo processo. 

Nesse exemplo, 


07 01 0 0,7 02 0,1 


| 
e e H 


1 
A=| 0,2 0,9 0,2| . Para a transposição, 0,1 0,9 0 1| = 
0,1 0 0,8 0 0,2 0,8 1 


Portanto, A7 tem o autovalor 1, e o mesmo ocorre com A pelo Teorema 3 da Seção 8.1. Um autovetor x de A para À = 1 é obtido a partir de 


-03 01 0 —3/10 1/10 0 
A-l= 0,2 -0,1 0,2|, que sofre uma redução de linha para 0 — 1/30 1/5 
0 0 0 


0,1 o —02 


Fazendo x; = 1, obtemos x, = 6 a partir —x,/30 + xg/5 = 0 e então x, = 2 a partir de —3x,/10 + x2/10 = 0. Isto fornece x = [2 6 1]' 
e significa que a longo prazo a razão Comercial:Industrial:Residencial se aproximará de 2:6:1, contanto que as probabilidades dadas por A 
permaneçam (aproximadamente) iguais. (Mudamos para frações comuns para evitarmos erros de arredondamento.) E 


EXEMPLO-3 Problemas de Autovalores Resultantes de Modelos de População. O Modelo de Leslie. 


O modelo de Leslie descreve o crescimento populacional especificado por idade, da seguinte maneira. Suponhamos que a idade máxima 
atingida pelas fêmeas numa população de animais seja de 9 anos. Divida a população em três faixas etárias de 3 anos cada. Suponhamos 


que a “matriz Leslie” seja 


0 2,3 0,4 
(5) L=[ll=|06 0 O 
0 0,3 0 
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EXEMPLEO-4 


onde 4, é o número médio de filhas nascidas de uma única fêmea durante o tempo em que ela está na faixa etária k, e l;i (¡=2,3)éa 
fração de fêmeas na faixa etária j — 1 que sobreviverá e passará para a faixa j. (a) Qual é o número de fêmeas em cada faixa após 3, 6, 9 
anos se cada faixa inicialmente contém 400 fêmeas? (b) Para qual distribuição inicial o número de fêmeas em cada faixa mudará na mesma 
proporção? Qual é esta faixa de mudança? 


Solução. (a) Inicialmente, xTy, = [400 400 400]. Após 3 anos, 
O 23 04] [ 400 1080 
xy = LX% = |06 O 0||400|=| 240 
o 03 01140 120 


De modo similar, após 6 anos o número de fêmeas em cada faixa será dado por Xlo = (Lxg)" = [600 648 72] e, após 9 anos, teremos 
xl = (Lx(6)" = [1519,2 360 194,4]. 

(b) Uma mudança proporcional significa que estamos procurando um vetor de distribuição x tal que Lx = Ax, onde À é a taxa de mudança 
(crescimento se À > 1 e decrescimento se À < 1). A equação característica é (desenvolva o determinante característico pela primeira coluna) 


det (L — AI) = —A3 — 0,6(-2,3A — 0,3 - 0,4) = —A3 + 1,381 + 0,072 = 0. 


Encontramos (por exemplo, usando o método de Newton da Seção 19.2) uma raiz positiva À = 1,2. Um autovetor x correspondente pode ser 
determinado a partir da matriz característica 


-12 23 04 1 
A- 12l = 06 —12 0|, digamos, x=| 05 
0 03 -12 0,125 


onde x; = 0,125 é escolhido, x, = 0,5 então decorre de 0,3x, — 12x, = 0 e xı = 1 de —1,2x, + 2,3x, + 0,4x3 = 0. Para obtermos uma popu- 
lação inicial de 1200 como antes, multiplicamos x por 1200/(1 + 0,5 + 0,125) = 738. Resposta: nas três classes, o crescimento proporcional 


do número de fêmeas ocorrerá se os valores iniciais forem 738, 369 e 92 nas faixas 1, 2 e 3, respectivamente. A taxa de crescimento será de 
1,2 a cada 3 anos. E 


Sistema Vibrante de Duas Massas em Duas Molas (Fig. 159) 


Os sistemas massa-mola envolvendo várias massas e molas podem ser tratados como problemas de autovalores. Por exemplo, o sistema 
mecânico da Fig. 159 é governado pelo sistema de EDOs 


yi=5y + 2y 
y= 2y -2y 


(6) 


onde y, e y, são os deslocamentos das massas a partir do ponto de repouso, conforme mostrado na figura, e as aspas representam as derivadas 
em relação ao tempo t. Em forma vetorial, isto se torna 


y! 5 2 y 
Ya 2. = Ya 


Tentemos uma solução vetorial da forma 
(8) y = xe“. 


Isto é sugerido por um sistema mecânico de uma única massa presa a uma mola (Seção 2.4), cujo movimento é dado por funções exponenciais 
(e por senos e cossenos). Substituindo em (7), temos 


wxe! = Axe”, 


k,=3 
= =l 
(y, =0) m, i E 
+ 
Y =, 
k,=2 (Mudança final no 
comprimento da onda 
(y,=0) m,=1 =y, -7;) 
Ya 
Ya 
Sistema em ; 
equilíbrio Sistema em 
estático movimento 


Fig. 159. Massas presas às molas do Exemplo 4 
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Dividindo por e“ e escrevendo w? = À, vemos que o nosso sistema mecánico leva ao problema de autovalor 


onde À = w?2. 


+i e V=6= +iv6, 


(9) Ax=Ax 


Do Exemplo 1 na Seção 8.1, vemos que A tem os autovalores À, = —1 e À, = 6. Conseqiientemente, w = 
respectivamente. Os autovetores correspondentes são 


1 2 
(10) X = | | e X% = | | 
2 -1 


De (8), obtemos, portanto, as quatro soluções complexas [veja (10) da Seção 2.2] 


Eis 


x,e7* = x, (cost + i sent), 
x e Vél = x (cos V6t + i sn V6t) 


Somando e subtraindo (veja a Seção 2.2), obtemos as quatro soluções reais 


x cos V6t, x senvV6t 


Uma solução geral é obtida fazendo-se uma combinação linear dessas soluções, 


Xx, cost, x sent, 
y = x(q cost + by sen t) + xo(a, cos V6 1 + b, sen V6 1) 


com as constantes arbitrárias a, b1, as, ba (que podem assumir determinados valores conforme o deslocamento e a velocidade iniciais de cada 
uma das duas massas). Por (10), os componentes de y são 


by sen t + 2a, cos V6t + 2b sen V6 t 


yı = a cost 
ya = 2a; cost + 2b, sent — as cos vét- ba sin V6 t. 


Essas funções descrevem oscilações harmônicas das duas massas. Fisicamente, isto é o que tínhamos que esperar, pois estamos ignorando a 
ocorrência de amortecimento. E 


PROBLEMAS PROPOSTOS-8.2 


1-6 


TRANSFORMACOES LINEARES 


Encontre a matriz A na transformação linear indicada y = Ax. Explique 
o significado geométrico dos autovalores e autovetores de A. Mostre 
os detalhes. 


15. Modelo de entrada-saída de Leontief! Suponha que três indús- 
trias estejam inter-relacionadas de tal forma que suas produções 
sejam usadas como insumos por elas mesmas, segundo a matriz 
de consumo 3 X 3. 


1. Reflexáo sobre o eixo y em R? 0,2 0,5 0 
2. Reflexão sobre o plano xy em Rê A= [a] =| 06 0 03 


3. Projeção ortogonal (projeção perpendicular) de R? sobre o eixo x 


4. Projeção ortogonal de Rê sobre o plano y = x 
5. Dilatação (estiramento uniforme) em R? por um fator de 5. 


6. Rotação no sentido anti-horário pelo ângulo 77/2 em torno da ori- 
gem em R? 


DEFORMAÇÕES ELÁSTICAS 


Dada A numa deformação y = Ax, encontre as direções principais 
e os fatores correspondentes de extensão ou contração. Mostre os 


0,2 0,5 0,7 

onde aj, é a fração da produção da indústria k que é consumi- 
da (comprada) pela indústria j. Chamemos de p; o preço cobrado 
pela indústria j pela sua produção total. Um problema consiste em 
encontrar preços de tal modo que, para cada indústria, as despesas 
totais sejam iguais à renda total. Mostre que isto leva a A, = p, 
onde p = [p, ps ps] e encontre uma solução p com valores não- 
negativos de py, Po, P3- 


detalhes. 16. Mostre que uma matriz de consumo como a do Problema 15 tem de 
[04 0,8 ter a soma de colunas como 1, e que tem sempre o autovalor 1. 
7. 8. 17. (Modelo aberto de entrada-saída de Leontief) Se as indústrias 
| 0,8 0,4 consideradas náo consumirem toda a produgáo, mas somente uma 
15 [5 4 parte dela, então, em vez de Ax = x (como no Problema 15), tere- 
9. 10. mos x — Ax = y, onde x = [xy x, x3]" é produzido, Ax é consumido 
1,5 65 L4 11 pelas indústrias e, dessa forma, y é a produção líquida disponível 
7 v6 [5 2 a outros consumidores. Descubra para qual produção x um dado 
11. 12. | vetor de demanda y = [0,136 0,272 0,136]" pode ser conseguido 
[V6 2 [2 13 se a matriz de consumo for 
— [ 0,2 0,4 0,2 
13. a | 14. 105 1v2 
3 = [1/V2 10,0 A= 0,3 0 0,1 


02 04 05 


'WASSILY LEONTIEF (1906-1999). Economista norte-americano e professor na Universidade de Nova York. Por sua análise de entrada- 
saída, recebeu o Prêmio Nobel em 1973. 
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18-20| PROCESSOS DE MARKOV 


Encontre os estados-limite dos processos de Markov modelados pelas 
seguintes matrizes. (Mostre os detalhes.) 


101 04 


L09 06 
[065 03 02 


19/03 05 02 
L 0,2 02 06) 
[066 01 02] 
20.104 01 04 
LO 08 04] 


18. 


21-23 


MODELO POPULACIONAL COM ESPECIFICAÇÃO 
DE IDADE 

Encontre a taxa de crescimento no modelo de Leslie (veja o Exemplo 
3) com a matriz conforme dada. (Mostre os detalhes.) 


0 3,45 0,60 

21. | 0,90 0 0 
0 0,45 0 
[o 12,0 0 
22. 10,75 0 0 
0 030 0 


0 7,280 295 
23. | 0,560 0 0 
0 0,420 0 


24. PROJETO DE EQUIPE. Propriedades Gerais dos Autovalo- 
res e Autovetores. Prove as seguintes afirmações e ilustre-as com 
exemplos de sua própria escolha. Aqui, Ay, * * -, A, São os autova- 
lores (náo necessariamente diferentes) de uma dada matriz n X n 
A = [aj]. 

(a) Traco. A soma dos elementos da diagonal principal é chamada 
de traco de A e é igual á soma dos autovalores. 

(b) “Desvio espectral”. A — kI tem os autovalores A; — k, © © +, Àn 
— k e os mesmos autovetores de A. 

(c) Múltiplos escalares, potências. kA tem os autovalores kà, 
+=", kàn A” (m = 1,2, -+ +) tem os autovalores A”, +: +, A”. 
Os autovetores sáo os de A. 

(d) Teorema de mapeamento espectral. A “matriz polino- 
mial” 


P(A) = KA? + kp Al A+ ++ + RA + kol 
tem os autovalores 
PA) = KAR Ka AU H + kA; + ko 


onde j = 1, : : +, n, e os mesmos autovetores de A. 


(e) Teorema de Perron. Mostre que uma matriz de Leslie L com 
L2 l3, 191, 139 positivos tem um autovalor positivo. (Este é um caso 
especial do famoso teorema de Perron—Frobenius na Seção 20.7, 
que é difícil de provar na sua forma geral.) 


8-3 Matrizes Simétricas, Anti-simétricas e Ortogonais 


Consideremos três classes de matrizes quadradas reais que ocorrem com bastante freqiiéncia nas aplicações, pois 
apresentam diversas propriedades notáveis que agora discutiremos. As duas primeiras destas classes já foram 


mencionadas na Seção 7.2. 


DEFINIÇÕES 


Matrizes Simétricas, Anti-simétricas e Ortogonais 


Uma matriz quadrada real A = [a,,] é chamada de 
simétrica se a transposição a deixa inalterada 


(1) AT=A, portanto, akj = djk 
anti-simétrica se a transposição produz o negativo de A, 
(2) ASEN portanto, arj = — lji 
ortogonal se a transposição produz o inverso de A, 
(3) ASA, 
EXEMPLO-1 Matrizes Simétricas, Anti-simétricas e Ortogonais 
As matrizes 
-3 1 5 0. 9-2 2 4 2 
1 0 -2|, -9 0 2], 3 3 3 
5 -2 4 2 -20 0 1 2 2 
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EXEMPLO-2 


TEOREMA 


EXEMPLO-3 


TEOREMA 


são simétricas, anti-simétricas e ortogonais, respectivamente, conforme você deve verificar. Em toda matriz anti-simétrica, os elementos da 
diagonal principal são todos nulos. (Você poderia provar isto?) E 


Qualquer matriz quadrada real A pode ser escrita como a soma de uma matriz simétrica R e uma matriz anti- 
simétrica S, onde 


(4) R = ¿(A +A') e S = (A — A”). 
Ilustração da Fórmula (4) 
9 5 2 9,0 3,5 3,5 0 15 -1,5 
A=|2 3 -8|=R+S=|35 30 -20| + |-15 O -—60 E 
5 4 3 35 -20 3,0 15 60 0 


Autovalores de Matrizes Simétricas e Anti-simétricas 


(a) Os autovalores de uma matriz simétrica são reais. 
(b) Os autovalores de uma matriz anti-simétrica são imaginários puros ou zero. 


Este teorema básico (e uma extensáo dele) será provado na Segáo 8.5. 


Autovalores de Matrizes Simétricas e Anti-simétricas 


Em (1) e (7) da Seção 8.2, as matrizes são simétricas e têm autovalores reais. A matriz anti-simétrica do Exemplo 1 tem os autovalores 0, 
—25i e 25i. (Verifique isto.) A seguinte matriz tem os autovalores reais 1 e 5 mas não é simétrica. Isso contradiz o Teorema 1? 


iE 

1 3 
Transformações Ortogonais e Matrizes Ortogonais 
As transformações ortogonais são as dadas por 


(5) 


Com cada vetor x em R”, uma transformação desse tipo determina um vetor y em R”. Por exemplo, a rotação 


plana por um ângulo O 
Yi —senó X 
Ya cos 6 | |X 


é uma transformação ortogonal. Pode-se provar que qualquer transformação ortogonal no plano ou no espaço 
tridimensional é uma rotação (possivelmente combinada com uma reflexão numa linha reta ou num plano, 
respectivamente). 

O principal motivo da importância das matrizes ortogonais é o seguinte. 


y = Ax onde A é uma matriz ortogonal. 


(6) 


cos 0 
pas 


Invariância do Produto Interno 


Uma transformação ortogonal preserva o valor do produto interno de vetores a e b em R”, que é definido 


por 
by 


(7) ab= ab [a a] 


b, 


Isto é, para qualquer a e b em R”, uma matriz n X n ortogonal A, e u = Aa, v = Ab, temos uºv = aeb. 
Portanto, a transformação também preserva o comprimento ou norma de qualquer vetor a em R” 
dado por 


(8) lal = Vaa= Vaa 
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PROVA 


TEOREMA 3 


PROVA 


TEOREMA 4 


PROVA 


EXEMPLO 4 


TEOREMA-5 


PROVA 


Consideremos que A seja ortogonal. Façamos u = Aa e v = Ab. Devemos mostrar que u*v = a*b. Ora, (Aa)'= 
aA" por (10d) da Seção 7.2 e ATA = ATA = I por (3). Portanto, 


(9) u°v = u'v = (Aa)'Ab = a'A'Ab = a'Ib = a'b = a°b. 


Disto, segue-se a invariáncia de ||a|| se fizermos b = a. E 


As matrizes ortogonais têm ainda outras propriedades interessantes, como a seguinte. 


Ortonormalidade de Vetores-coluna e de Vetores-linha 


Uma matriz quadrada real é ortogonal se e apenas se seus vetores-coluna a), : **, a, (e também seus 
vetores-linha) formam um sistema ortonormal, isto é, 


(10) a-a = a'a =|) se j+k 
1 se j=k 
(a) Consideremos que A seja ortogonal. Então, A!A = ATA = I, e, em termos dos vetores-coluna ay, - - -, a,, 
a” a'a ala ala, 
(11) I=AVA=NA=| | [a:::a]= 
a a'a a/a: a'a, 


A última igualdade implica (10), pela definição da matriz unitária n X n I. De (3), segue-se que a inversa de 
uma matriz ortogonal é também ortogonal (veja o Experimento de Álgebra Computacional 20). Ora, os vetores- 
coluna de A! (= A”) são os vetores-linha de A. Portanto, os vetores-linha de A também formam um sistema 
ortonormal. 

(b) Inversamente, se os vetores-coluna de A satisfazem (10), os elementos fora da diagonal em (11) devem ser 
nulos e os elementos da diagonal devem valer 1. Portanto, ATA = I, como mostra (11). De modo similar, AAT = 
I. Isto implica que AT = A“!, pois também AA = AA! = I e a inversa é única. Logo, A é ortogonal. Algo 
similar ocorre quando os vetores-linha de A formam um sistema ortogonal, conforme o que foi dito no final 
da parte (a). E 


Determinante de uma Matriz Ortogonal 


O determinante de uma matriz ortogonal tem o valor +1 ou —1. 


Do fato de que det AB = det A det B (Teorema 4 da Seção 7.8,) e de que det A! = det A (Teorema 2d da Seção 
7.7), obtemos para uma matriz ortogonal 


1 = det I = det (AA!) = det (AAT) = det A det AT = (det A}. E 


Exemplificação dos Teoremas 3 e 4 


A última matriz no Exemplo 1 e a matriz em (6) servem de exemplos para os Teoremas 3 e 4, pois seus determinantes são —1 e +1, como 
você deve verificar. a 


Autovalores de uma Matriz Ortogonal 


Os autovalores de uma matriz ortogonal A são reais ou pares de conjugados complexos, e têm o valor 
absoluto 1. 


A primeira parte da afirmação é verdadeira para qualquer matriz real A, pois seu polinômio característico tem 
coeficientes reais, de modo que seus zeros (os autovalores de A) têm que ser conforme os indicados. A afirmação 
de que |A| = 1 será provada na Seção 8.5. m 
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EXEMPLO-5 Autovalores de uma Matriz Ortogonal 


A matriz ortogonal no Exemplo 1 tem a equação característica 


My 


2, 
¿+31 1=0 


Ora, um dos autovalores tem que ser real (por qué?), portanto, +1 ou —1. Por tentativa, descobrimos que é —1. Dividindo por A + 1, chegamos 
a (22- 5A/3 + 1) =0 e aos dois autovalores (5 + iV 11)/6 e (5 — iV 11)/6, que têm o valor absoluto 1. Verifique tudo isto. E 


Revendo esta segáo, vocé verá que os numerosos resultados básicos nela contidos possuem provas relativamente 
curtas e simples. Isto usualmente ocorre com uma grande parte da teoria de autovalores matriciais. 


PROBLEMAS PROPOSTOS 8.3 


. (Verificação) Verifique as afirmações do Exemplo 1. 0 0 4 8 1 
2. Verifique as afirmações dos Exemplos 3 e 4. ’ ° ? 
7 4 4 
3. Os autovalores de A + B com a forma À;+ pu; onde Ae ju; são os 15. 0 1 0 16. |-5 9 79 
autovalores de A e B respectivamente? A 0 0 4 1 8 
dio 9 9 9 
4. (Ortogonalidade) Prove que os autovetores de uma matriz simé- a b b 
trica correspondentes a valores diferentes são ortogonais. Dê um 
exemplo. 17. lb a b 
5. (Matriz anti-simétrica) Mostre que a inversa de uma matriz anti- b b a 
simétrica é anti-simétrica. 
6. Existem matrizes n X n anti-simétricas náo-singulares com n 18. (Rotação no espaço) Dê uma interpretação geométrica da trans- 
ímpar? formação y = Ax com A como no Problema 12 e x e y referidos 
7. (Matriz ortogonal) Existem matrizes 3 X 3 ortogonais anti-simé- a um sistema de coordenadas cartesianas. 
tricas? 19. PROJETO ESCRITO. Resumo da Secáo. Resuma os conceitos 
8. (Matriz simétrica) Existem matrizes 3 X 3 simétricas náo-diago- E fatos principais desta seção, com seus próprios exemplos ilus- 
nais que sejam ortogonais? tratr VoS; , 
. 20. EXPERIMENTO DE ALGEBRA COMPUTACIONAL. Matri- 
9-17| AUTOVALORES DE MATRIZES SIMETRICAS, zes Ortogonais. 


ANTI-SIMÉTRICAS E ORTOGONAIS 


As matrizes a seguir são simétricas, anti-simétricas ou ortogonais? 
Encontre seu espectro (assim ilustrando os Teoremas 1 e 5). (Mostre 
os detalhes do que fizer.) 


9. 


11. 


13. 


(a) Produtos. Inversa. Prove que o produto de duas matrizes orto- 
gonais é ortogonal e que o mesmo ocorre com a inversa de uma 
matriz ortogonal. O que isto significa em termos de rotações? 


(b) Rotação. Mostre que (6) é uma transformação ortogonal. 


[0,96 a a b Verifique se ela satisfaz o Teorema 3. Encontre a transformação 
10. inversa. 

| 0,28 0,96 -b a (c) Potências. Escreva um programa para computar as potências 
soñó 0 A” (m= 1,2, * * +) de uma matriz 2 X 2 A e seus espectros. Apli- 
3 1 que-o à matriz do Problema 9 (chamemo-la de A). A qual rotação 
12.|sme cose 0 corresponde A? Os autovalores de A” tém algum limite á medida 
E 0 0 1 (d) Calcule os autovalores de (0,9A y”, onde A é a matriz do Proble- 
[14 4 =p 0 -6 -12 ma 9. Represente-os como pontos num gráfico. Qual é o seu limite? 

4 14 2 14 | 6 0 -12 Sobre que tipo de curva esses pontos se aproximam do limite? 
(e) Encontre A tal que y = Ax seja uma rotação de 30° no sentido 

—2 2 17 [12 12 0 anti-horário no plano. 


8-4 Autobases, Diagonalizacáo. Formas Quadráticas 


Até aqui, enfatizamos as propriedades dos autovalores. Agora, abordaremos as propriedades gerais dos autovetores. 
Os autovetores de uma matriz n x n A podem (ou não!) formar uma base para R”. Se estivermos interessados 
numa transformação y = Ax, tal “autobase” (base de autovetores) — se existente — representa uma grande 
vantagem, pois então poderemos representar qualquer x em R” de forma única como uma combinação linear dos 
autovetores Xy, * * * , Xy, digamos, 


X = CX + CX + + 
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E, representando os autovalores correspondentes (não necessariamente diferentes) da matriz A por Ay, + **, Àm 
temos Ax; = À;x;, de forma que simplesmente obtemos 


y=Ax=A(ox+: + cx) 
(1) = GAX, + :** + cAx, 
=cAM+to +cAX 


Isso mostra que decompusemos a ação complicada de A sobre um vetor arbitrário x em uma soma de ações 
simples (multiplicação por escalares) sobre os autovetores de A. Esta é a idéia de uma autobase. 
Ora, se os n autovalores são todos diferentes, de fato obtemos uma base: 


TEOREMA 1 Base de Autovetores 


Se uma matriz n X n A tem n autovalores diferentes, então A tem uma base de autovetores X;, `` `, Xp 
para R”. 


PROVA Só precisamos mostrar que x,, * * -, x, são linearmente independentes. Suponhamos que não o sejam. Consideremos 
1 n 

que r seja o maior inteiro tal que {X;, * : * , x,) seja um conjunto linearmente independente. Então, r < n e o con- 

junto (xy, * * *, X,, X,,1) é linearmente dependente. Portanto, há escalares c1, *** , C1 não todos nulos, tais que 


(2) CX ++ a E 


(veja a Seção 7.4). Multiplicando os dois lados por A e usando Ax; = A,x,, obtemos 


(3) CAM de Cr Xp = 0. 
Para eliminarmos o último termo, subtraímos disto o produto de A,.,, de (2), obtendo 
cid — AX Foco CHA — An)x = 0. 


Aqui, ch — Au) = 0, cc, CHA, — Aa) = 0, visto que {x;, * +, x,) é linearmente independente. Logo, c, = 

-+ = C, = 0, já que todos os autovalores são diferentes. Mas com isto, (2) se reduz a c,,X,, = 0, portanto c,, = 
0, uma vez que X„ı + 0 (um autovetor!). Isto contradiz o fato de que nem todos os escalares em (2) sejam zero. 
Portanto, a conclusão do teorema deve ser verdadeira. E 


EXEMPLO 1 Autobase. Autovalores Não-distintos. Inexistência 


5 


A matriz A = | 
3 


3 1 1 
| tem uma base de autovetores | | y | | que corresponde aos autovalores À, = 8, A, = 2. (Veja o Exemplo 1 
5 1 -1 


na Seção 8.2.) 

Mesmo que nem todos os n autovalores sejam diferentes, uma matriz A pode ainda formar uma autobase para R”. Veja o Exemplo 2 na 
Seção 8.1, onde n = 3. 

Por outro lado, A pode não ter um número suficiente de autovetores linearmente independentes para formar uma base. Por exemplo, 
no Exemplo 3 da Seção 8.1, A é 


0 1 k 
A= | | e tem apenas um autovetor | | (k + O, arbitrário). E 
0 0 0 


Na realidade, as autobases existem sob condições muito mais gerais que as do Teorema 1. Um caso importante 
é o seguinte. 


TEOREMA-2 Matrizes Simétricas 


Uma matriz simétrica tem uma base ortonormal de autovetores para R”. 


Para uma prova disso (que é complicada) veja a Ref. [B3], vol. 1, pp. 270-272. 


EXEMPLO 2 Base Ortonormal de Autovetores 


A primeira matriz do Exemplo 1 é simétrica e uma base ortonormal de autovetores é [1v2 1/ val’, [1/ v2 =1/v2]". E 
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DEFINIÇÃO 


TEOREMA-3 


PROVA 


EXEMPLO-3 


TEOREMA 


Diagonalização de Matrizes 


As autobases também desempenham um papel em reduzir uma matriz A a uma matriz diagonal cujos elementos 
são os autovalores de A. Isto é feito através de uma “transformação de similaridade,” que definiremos a seguir 
(e que terá diversas aplicações nos métodos numéricos do Capítulo 20). 


Matrizes Similares. Transformação de Similaridade 

Uma matriz n X n Â é chamada de similar a uma matriz n X n A se 

(4) Â = P AP 

para alguma matriz (não-singular) n X n P. Essa transformação que fornece Âa partir de A é chamada de 
transformação de similaridade. 


A propriedade-chave dessa transformação é o fato de que ela preserva os autovalores de A: 


Autovalores e Autovetores de Matrizes Similares 


Se A é similar a A, então A tem os mesmos autovalores de A. 
Além disso, se x é um autovetor de A, então y = Px é um autovetor de À correspondente ao mesmo 
autovalor. 


De Ax = Ax (A um autovalor, x + 0), obtemos P-!Ax = AP-Ix. Ora, I = PP". Por este “truque de identidade”, 
a equação anterior fornece 


P-IAx = P-IAIx = P-IAPP-Ix = Â(P-Ix) = AP71x. 


Portanto, À é um autovalor de Âe P-“x, um autovetor correspondente. De fato, P-lx = 0 daria x = Ix = PP-Ix = 
P0 = 0, o que contradiz que x + 0. E 


Autovalores e Vetores de Matrizes Similares 


6 — I 3 
Consideremos A= e P= a 


nao E a dl 


Aqui, P“ foi obtido de (4*) da Seção 7.8 com det P = 1. Vemos que Â tem os autovalores A, = 3, A3 = 2. A equação característica de A é (6 — 
ME1=A) + 12 = A? — 5A + 6 = 0; ela tem as raízes (os autovalores de A) A, = 3, À, = 2, confirmando a primeira parte do Teorema 3. 

Confirmemos a segunda parte. Do primeiro componente de (A — ADx = 0, temos que (6 — A)xı — 3x, = 0. Para À = 3, isto dá 3x, — 3x, = 
0, digamos, x; = [1 1]”. Para À = 2, isto dá 4x, — 3x, = 0, digamos, x, = [3 4]". No Teorema 3, portanto, temos 


er [i Epe LOTE 


De fato, estes são os autovetores da matriz diagonal A. 
Talvez você tenha percebido que x; e x, são as colunas de P. Isto sugere o método geral de transformar uma matriz A, passando-a para a 
sua forma diagonal D usando P = X, a matriz com autovetores como colunas: E 


Diagonalizacáo de uma Matriz 


Se uma matriz n X n A tem uma base de autovetores, entáo 
(5) D=X!AX 


é diagonal, com os autovalores de A como os elementos da diagonal principal. Aqui, X é a matriz com 
esses autovalores na forma de vetores-coluna. Também, 


(5*) D” = Xt A”X (m=2,3, <>). 
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PROVA 


EXEMPLO-4 


Consideremos que xy, * * *, x, constituam uma base de autovetores de A para R”, e que os correspondentes autova- 
lores de A sejamA;,: © +, Àp respectivamente, de modo que Ax,=A,X,, * * *,Ax,=A,X,. Então, X=[X;,* * -x,] temrank 
n, segundo o Teorema 3 da Seção 7.4. Portanto, X~ existe pelo Teorema 1 da Seção 7.8. Afirmamos que 


(6) AX = Alx, co x) [AX co Ax]=[AX o AXXa] = XD 


onde D é a matriz diagonal como em (5). A quarta igualdade em (6) segue por cálculo direto. (Experimente isto 
para n = 2 e depois para n em geral.) A terceira igualdade usa AX, = A,X;. A segunda igualdade se verifica se 
repararmos que a primeira coluna de AX é A vezes a primeira coluna de X, e assim por diante. Por exemplo, 
quando n = 2 e escrevemos x, = [X X51]', X2= [X12 X22]', temos 


o W H ha 
do 92 X21 X22, 
na + dyaX1 911X12 + 912%» 


%1%X1 + @2X%1 d1X12 + 09%9 
Coluna 1 Coluna 2 


AX = Aj% X] 


| =[Ax, Ax]. 


Se multiplicarmos (6) por Xa partir da esquerda, obtemos (5). Como (5) é uma equação de similaridade, o 
Teorema 3 implica que D tem os mesmos autovalores que A. A Equação (5*) se verifica se observarmos que 


D? = DD = X1AXX-IAX = X-1AAX = X-IA2X, etc. a 


Diagonalizacáo 
Diagonalize 
7,3 02 -3,7 
A= | -115 1,0 5,5 
17,7 18 -93 
Solução. O determinante característico fornece a equação característica —A?— A? + 12A = 0. As raízes (autovalores de A) são À; = 3, A,= 


A, Az= 0. Pela eliminação de Gauss aplicada a (A — ADx = O com A = À, Az, As, encontramos os autovetores e então X~! pela eliminação 
de Gauss-Jordan (veja o Exemplo 1 da Seção 7.8). Os resultados são 


-1 1 2 -1 1 2 -07 02 03 
31, |-1|, 1|, X=| 3 -1 1|, X*'=|-13 -02 07 
=] 3 4 -1 3 4 08 02 -02 


Calculando AX e multiplicando por X~! a partir da esquerda, assim obtemos 
-07 02 03]|-3 -4 0 
D=X"AX= |-13 -02 07|| 9 4 0|=|0 -4 ol. m 
08 02 -02 -3 = 2 0 


Formas Quadráticas. Transformação para os Eixos Principais 


Por definição, uma forma quadrática Q nas componentes x,, - - * , x, de um vetor x é uma soma de n? termos, 
a saber, 


Q=XAx= > > aux 


j=1k=1 


(7) = ank’ + aXX% +" + AX 


É 6X + do oct O 
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EXEMPLO-5 


TEOREMA-5 


EXEMPLO-6 


A = [a] é chamada de matriz coeficiente da forma. Podemos supor que A seja simétrica, pois podemos juntar 
aos pares os termos fora da diagonal e escrever o resultado como a soma de dois termos iguais; veja o exemplo 
a seguir. 


Forma Quadrática. Matriz Coeficiente Simétrica 


Consideremos que 


3 4| | x 
xAx=[x x] j | ll 3x2 + 44X + 00% + 2% = 3x2 + 10x,% + 2%. 


Aqui, 4 + 6 = 10 = 5 + 5. Da matriz simétrica correspondente C = [c;,], onde Cy, = GÍA + ay), portanto cy = 3, c12 = Coy = 5, C22 
2, obtemos o mesmo resultado; de fato, 


3 5] | x 
x Cx= [x x] f i N 3x2 + 5x% + 50X% + 2X? = 3x2 + 10%% + 2x2. a] 


As formas quadráticas ocorrem na física e na geometria, por exemplo, em conexão com as seções cónicas (elipses 
x2/a? + x2/b? = 1 etc.) e com as superfícies quadráticas (cones etc.). Sua transformação para os eixos principais 
é uma importante tarefa prática relacionada à diagonalização de matrizes, como se segue. 

Pelo Teorema 2, a matriz coeficiente simétrica A de (7) tem uma base ortonormal de autovetores. Logo, se 
tomarmos estes como vetores-coluna, obtemos uma matriz X que é ortogonal, de modo que X”! = XT. Portanto, 
de (5), temos A = XDX-! = XDXT. A substituição em (7) fornece 


(8) O = x'XDX'x. 
Se fizermos X'x = y, então, como XT = X"1, obtemos 
(9) x = Xy. 


Além disso, em (8) temos x'X = (Xx) = y! e X'x = y, de modo que Q torna-se simplesmente 
(10) Oy Dy 5 Ay? TADA 


Isto prova o seguinte teorema básico. 


Teorema dos Eixos Principais 


A substituição (9) transforma uma forma quadrática 


n n 
Q = x'Ax = > 5 Aj XX (Ay; = ajy) 


j=1 k=1 

para a forma dos eixos principais ou forma canónica (10), onde A,, '*', A, são os autovalores (não 
necessariamente diferentes) da matriz (simétrica!) A e X é uma matriz ortogonal com os autovetores cor- 
respondentes Xi y X, respectivamente, como vetores-coluna. 


Transformação para os Eixos Principais. Seções Cônicas 


Descubra que tipo de seção cônica a seguinte forma quadrática representa e transforme-a para os eixos principais: 


Q = 17x — 30x1% + 17x32 = 128. 


17 -15 x 
A= ; x= A 
-15 17 X2 


Isto fornece a equação característica (17 — A)? — 15? = 0, que tem as raízes Ay = 2, Ag = 32. Portanto, (10) torna-se 


Solução. Temos Q = x"Ax, onde 


Q = 2y? + 32y9?. 
Vemos que Q = 128 representa a elipse 2y,? + 32y% = 128, isto é, 


w k 
g 2 
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Se quisermos saber a direção dos eixos principais nas coordenadas x,x,, temos que determinar autovetores normalizados a partir de (A — ADx = 
0 com À = À; = 2 e À = À = 32 e depois usarmos (9). Obtemos 


portanto, 
| 1/v2 
x= Xy = 
1/v2 


pé 
1v2 


| e Ea 


malha 
YV21 Ly 


x = Y /W2 — yo/V2 
X% = Y1/V2 + ya/V2. 


Trata-se de uma rotação de 45º. Nossos resultados concordam com os do Exemplo 1 da Seção 8.2, exceto pelas notações. Veja também a 


Fig. 158 naquele exemplo. 


PROBLEMAS PROPOSTOS 8.4 


1-9 DIAGONALIZAÇÃO DE MATRIZES 


Encontre uma autobase (uma base de autovetores) e diagonalize-a. 
(Mostre os detalhes do que fizer.) 


r ro 16 
TE Ie 
2 6 4 0 
3. 3 | 4. 3 i 
Lal -5 —4 
10 60 2 7 
5. | 6. 
15 10 6 -9 
[1 0 1 [-6 -6 10 
To 3 2 8. |-5 -5 5 
0 0 2 -9 -9 B 
3 10 -15 
9. |-18 39 9 
L-24 40 -15 


10. (Base ortonormal) Ilustre o Teorema 2 com mais exemplos. 

11. (Ausência de base) Encontre mais matrizes 2 X 2 e 3 X 3 que 
não tenham autobases. 

12. PROJETO. Similaridade de Matrizes. A similaridade é funda- 
mental, por exemplo, na modelagem de métodos numéricos. 
(a) Traço. Por definição, o traço de uma matriz n X n A = [ayy] 
é a soma dos valores diagonais. 


traço A = ay, + da + + am 


Mostre que o traço é igual à soma dos autovalores, cada um contado 
com a freqüência indicada pela sua multiplicidade algébrica. Ilustre 
isto com as matrizes dos Problemas 1, 3, 5, 7, 9. 
(b) Traço de um produto. Considere que B = [b] seja n X n. 
Mostre que matrizes similares possuem traços iguais, provando 
primeiro que 

traço AB = > 5 aby = traço BA. 

i=1 1=1 

(c) Encontre uma relação entre À em (4) e À = PAP"! 
(d) Diagonalização. O que você pode fazer em (5) se quiser mudar 
a ordem dos autovalores em D, por exemplo, se quiser trocar dy, = 
A, € dy = Az? 


13-18) MATRIZES SIMILARES TÊM ESPECTROS IGUAIS 


Verifique isto para A e À = P-1AP. Encontre autovetores y de À. 
Mostre que x = Py são autovetores de A. (Mostre os detalhes do que 


fizer.) 
=5 0 4 -2 
13.A = ,P= 
0 2 —3 1 
3 4 5 2 
14. A = ,P= 
4 -3 2 1 
4 2 1 3 
15. A = P= 
—4 -2 3 6 


4 o O 4 0 6 
17.A= |12 -2 0|,P=|0 2 0 
21 -6 1 6 0 10 
-5 0 15 0 1 0 
18. A = 3 4 -9| P=|1 0 0 
-5 0 15 o o0 1 


19-28| TRANSFORMAÇÃO PARA EIXOS PRINCIPAIS. 
SEÇÕES CÔNICAS 


Que tipo de seção cônica (ou par de linhas retas) é dado pela forma 
quadrática? Transforme-a para os eixos principais. Expresse x! = [x, x3] 
em termos do novo vetor de coordenadas y'= [y, yə], como no 
Exemplo 6. 


19. x? + 24x,x, — 6x2? =5 

20. 3x12 + 4V3x,x, + 7x2 = 9 
21. 3x,? 3x2 = 0 

22. 6x1? + 16x,x, — 6x2? = 20 

23. 4x12 + 2V3x,x2 + 2x9? = 10 
24. 7x,? — 24x,x, = 144 

25. x,? — 12x,x2 + x = 35 

26. 3x,? + 22x,x2 + 3x9? = 0 

27. 12x,? + 32x,x, + 12x2 = 112 
28. 6,5x1? + 5,0x1x2 + 6,5x2? = 36 


8 XIXa 
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29. (Definição) Uma forma quadrática Q(x) = x! Ax e sua matriz (simé- 
trica!) A são chamadas de (a) definidas positivas se Q(x) > O para 
todo x 0, (b) definidas negativas se Q(x) < O para todo x + 0, 
(c) indefinidas se Q(x) tiver valores positivos e negativos. (Veja 
a Fig. 160.) [O(x) e A são chamadas de semidefinidas positivas 
(semidefinidas negativas) se Q(x) = 0 (Q(x) = 0) para todo x.] 
Uma condição necessária e suficiente para a definição positiva é 
que todos os “menores principais” sejam positivos (veja a Ref. 
[B3], vol. 1, p. 306), isto é, 


dH dp 
a >0, >0, 
dao do 
911 dz ds 
as do M3z|>0, nea det A > 0, 
ds %3 ds 


Mostre que a forma no Problema 23 é definida positiva, enquanto 
a do Problema 19 é indefinida. 


30. (Definição) Mostre que a condição necessária e suficiente para (a), 
(b) e (c) no Problema 29 é que os autovalores de A sejam (a) todos 
positivos, (b) todos negativos e (c) tanto positivos como negativos. 
Sugestão: use o Teorema 5. 


X2 


(a) Forma definitiva positiva 


(c) Forma indefinida 


Fig. 160. Formas quadráticas em duas variáveis 


8-5 Formas e Matrizes Complexas. Opcional 


As três classes de matrizes reais na Seção 8.3 têm contrapartes complexas que são de interesse prático em certas 
aplicações, principalmente por causa de seus espectros (veja o Teorema 1 nesta seção), por exemplo, em mecânica 
quântica. Para definirmos essas classes, precisamos do seguinte padrão 


Notações 


A= [aj] é obtida de A = [a;,] substituindo cada elemento a = a + iB (a, B reais) por seu conjugado 
complexo q;, = a — ip. Também, A = [qy:;] € a transposta de A, portanto, a transposta conjugada de A. 


EXEMPLO-1 Notações 


3 + 4i I= i a 3-4 1+i 3-4 6 
Se A = , então A= e o 
6 2—5 6 2 + 5i 1+i 2+5 
DEFINIÇÃO Matrizes Hermitianas, Anti-hermitianas e Unitárias 

Uma matriz quadrada A = [ay] é chamada de 
hermitiana se AT=A, j= aj 
anti-hermitiana se AT=-A, kj = -ajk 
unitária se AT=A7, 


As duas primeiras classes sáo assim chamadas por causa de Hermite (veja a nota de rodapé 13 em Problemas 


Propostos 5.8). 
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EXEMPLO-2 


TEOREMA 


EXEMPLO-3 


Das definições, vemos o seguinte. Se A for hermitiana, os elementos da diagonal principal devem satisfazer 


a = aj isto é, eles são reais. Similarmente, se A for anti-hermitiana, então dj = —Gjj. Se fizermos aj =a + ip, 
isto se torna a — iB = —(a + ip). Portanto, a = 0, de modo que a; tem de ser imaginário puro ou 0. 


Matrizes hermitianas, Anti-hermitianas e Unitárias 


4 1 3i 2+ 1 di 1v3 
A= y B= y C = 
1+ 3 7 -2+i - iv3 di 
são matrizes hermitiana, anti-hermitiana e unitária, respectivamente, como se pode verificar pelas definições. a 


Se uma matriz hermitiana for real, então AT = AT = A. Portanto, uma matriz hermitiana é uma matriz simétrica 
(Seção 8.3). 

Similarmente, se uma matriz anti-hermitiana for real, então AT = AT =-A. Portanto, uma matriz anti-hermitiana 
real é uma matriz anti-simétrica. 

Finalmente, se uma matriz unitária for real, então AT = AT = A“, Portanto, uma matriz unitária real é uma 
matriz ortogonal. 

Isto mostra que as matrizes hermitianas, anti-hermitianas e unitárias são generalizações das matrizes simé- 
tricas, anti-simétricas e ortogonais, respectivamente. 


Autovalores 


É bastante notável o fato de que as matrizes sob consideração têm espectros (conjuntos de autovalores; veja a 
Seção 8.1) que podem ser caracterizados de um modo geral da seguinte maneira (veja a Fig. 161). 


Autovalores 


(a) Os autovalores de uma matriz hermitiana (e, portanto, de uma matriz simétrica) são reais. 

(b) Os autovalores de uma matriz anti-hermitiana (e, portanto, de uma matriz anti-simétrica) são imaginários 
puros ou zero. 

(e) Os autovalores de uma matriz unitária (e, portanto, de uma matriz ortogonal) têm o valor absoluto 1. 


Ilustração do Teorema 1 


Para as matrizes do Exemplo 2, encontramos por cálculo direto 


Matriz Equação Característica Autovalores 
A Hermitiana à? — 11A +18 =0 9, 2 
Anti-hermitiana A2-2A+8=0 4i, Qi 
C Unitária 2-A-1=0 1V3 + 4i, —1V3 + di 


el+3V3+1i?=3+1=1 


Imá | Anti-hermitiana (anti-simétrica) 


unitária (ortogonal) 


Hermitiana (simétrica) 


Fig. 161. Localização dos autovalores de matrizes hermitianas, anti-hermitianas e unitárias no plano complexo A 
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PROVA 


TEOREMA-2 


PROVA 


DEFINIÇÃO 


Provemos o Teorema 1. Consideremos 4 um autovalor e x um autovetor de A. Multipliquemos Ax = Ax a partir 
da esquerda por X', portanto, X'Ax = AXTx, e dividamos por XX = Xx + +++ + XXn = lx? + +++ + x), 
que é real e náo-nulo, pois x + 0. Isto fornece 


X' AX 
xx: 


(1) À = 


(a) Se A for hermitiana, AT = A ou AT = À e mostremos que então o numerador em (1) é real, o que faz com 
que A seja real. XTAx é um escalar; logo, fazer a transposição não surte efeito algum. Então, 


(2) x'Ax = (X'Ax) = x'Alx = x'Ax = (XTAx). 


Portanto, x! Ax é igual ao seu conjugado complexo, de modo que é necessariamente real. (a + ib = a — ib implica 
que b = 0.) 

(b) Se A for anti-hermitiana, AT=-A e, em vez de (2), obtemos 
(3) X'Ax = —(XTAx) 
de modo que x" Ax é igual ao negativo do seu conjugado complexo e é imaginário puro ou 0. (a + ib = a — ib) 
implica que a = 0.) 

(c) Considere que A seja unitária. Tomemos Ax = Ax e sua transposta conjugada 


(AX) = (AX) = AX! 


e multipliquemos os dois lados esquerdos e os dois lados direitos, 
(Ax)'Ax = AX'x = |APxTx. 
Porém, A é unitária, AT = A, de modo que, no lado esquerdo, obtemos 
(Ax) Ax = XA TAx = XA Ax = XI x = X'x. 
Juntos, X'x = |A[2x'x. Agora, dividimos por Xx (+ 0) para obtermos |A|? = 1. Portanto, |A| = 1. 


Isto prova o Teorema 1 e também os Teoremas 1 e 5 da Seção 8.3. E 


As propriedades-chave das matrizes ortogonais (invariância do produto interno, ortonormalidade de linhas e 
colunas; veja a Seção 8.3) generalizam-se para as matrizes unitárias de uma maneira notável. 

Para vermos isto, em vez de R”, usamos agora o espaço vetorial complexo C” de todos os vetores complexos 
com n números complexos como componentes, e números complexos como escalares. Para tais vetores complexos, 
o produto interno é definido por (repare a barra superior para o conjugado complexo) 


(4) ab = ab. 


O comprimento ou norma de um vetor complexo desse tipo é um número real definido por 


(5) lal = Va:a= Va"a= vaa, ++ aa, = Vla} +--+ a 


Invariância do Produto Interno 


Uma transformação unitária, ou seja, y = Ax com uma matriz unitária A, preserva o valor do produto 
interno (4) e, portanto, também a norma (5). 


A prova é a mesma que a do Teorema 2 da Seção 8.3, que este generaliza. Por analogia com (9) da Seção 8.3, 
temos agora as barras, 


us v = ū'v = (Aa) Ab = 3 A Ab = aI b = a'b = a'b. E 


A analogia complexa de um sistema ortonormal de vetores reais (veja a Seção 8.3) é definida da seguinte maneira. 


Sistema Unitário 


Um sistema unitário é um conjunto de vetores complexos que satisfaz as relações 
O se jk 


(6) «a=a'a = 
D | se j=k 
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TEOREMA-3 


PROVA 


TEOREMA -4 


PROVA 


EXEMPLO-4 


FEOREMA-5 


EXEMPLO=5 


O Teorema 3 da Seção 8.3 faz uma extensão ao caso complexo do seguinte modo. 


Sistemas Unitários de Vetores-coluna e de Vetores-linha 


Uma matriz quadrada complexa é unitária se e apenas se seus vetores-coluna (e também seus vetores-linha) 
formam um sistema unitário. 


A prova é a mesma que a do Teorema 3 da Seção 8.3, exceto pelas barras necessárias em A! = A eem (4e 
(6) da presente seção. E 


Determinante de uma Matriz Unitária 


Considere A uma matriz unitária. Então, seu determinante tem o valor absoluto de uma unidade, ou seja, 


[det A] = 1. 


De modo semelhante à Seção 8.3, obtemos 


1 = det (AA!) = det (AA”) = det A det A! = det A det A 


= det A det A = [det Al?. 


Portanto, |det A| = 1 (onde det A pode agora ser complexo). a 
Matriz Unitária Ilustrando os Teoremas 1c e 2-4 
Para os vetores al = [2 ¡eb =[1 +i 4i], obtemos a' = [2 ¡eab=2(1+-4 2 + 2i e com 

0,8i 0,6 i —0,8 + 3,2i 

A= também Aa = e Ab= 

0,6 0,8i 2 —2,6 + 0,6i 
como se pode facilmente verificar. Isto fornece (Aa)'Ab = —2 + 2i, o que ilustra o Teorema 2. A matriz é unitária. Suas colunas formam 
um sistema unitário, 

aa, = —0,8i:0,8i+0,6=1, a'a, = 0,81 0,6 + 0,6 - 0,8 = 0, 


ay a) = 0,6? + (—0,8i)0,8i = 1 
e o mesmo ocorre com suas linhas. Além disso, det A = —1. Os autovalores são 0,6 + 0,8í e -0,6 + 0,8í, com os autovetores [1 1] e 


[1 —1]", respectivamente. 


O Teorema 2 da Seção 8.4 sobre a existência de uma autobase se estende às matrizes complexas da seguinte 
maneira. 


Base de Autovetores 


Uma matriz hermitiana, anti-hermitiana ou unitária tem uma base de autovetores para C” que é um sistema 
unitário. 


Para uma prova, veja a Ref. [B3], vol. 1, pp. 270-272 e p. 244 (Definição 2). 


Autobases Unitárias 


As matrizes A, B, C no Exemplo 2 têm o seguinte sistema unitário de autovetores, como você deve verificar. 


1 1 
A: —=[1 - 3i T a= j M 
Jg! 3 5" (=9), Ja 1-3 27 (A=2 
A z , 1 Topa 
B: zg! 2i 5" (a= -~2i), Ja" 1+2] (à= 4i) 
= T =i 1 T oli 
C: z! 1 (à= 4(i + V3), z! W (a =1(i - V3). E 
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EXEMPLO-6 


Formas Hermitianas e Anti-hermitianas 


O conceito de uma forma quadrática (Seção 8.4) pode ser estendido ao complexo. Chamamos o numerador X"Ax 
em (1) de uma forma nos componentes x,, + - -, x, de x, que agora pode ser complexo. Esta forma é de novo 
uma soma de n? termos 


XAx= > > axXx 


j=1k=1 


(7) 


+ MaX Fe + dan XX: 


A é chamado de sua matriz coeficiente. Dizemos que a forma é hermitiana ou anti-hermitiana se A for her- 
mitiana ou anti-hermitiana, respectivamente. O valor de uma forma hermitiana é um número real, e o valor de 
uma forma anti-hermitiana é um imaginário puro ou zero. Isto pode ser visto diretamente de (2) e (3) e explica 
a importáncia dessas formas na física. Repare que (2) e (3) sáo válidos para quaisquer vetores, porque na prova 
de (2) e (3) não usamos o fato de x ser um autovetor, mas apenas que X'x é real e não-nulo. 


Forma Hermitiana 


Para A no Exemplo 2 e, digamos, x = [1 + i Si)", obtemos, 


4 1-37[1+i 4(1 + i) +(1- 31): 5i 
xAx=[1-i -s | || NS -51| la a 
1+3 7 5i (1+3iX1+i)+7-5i 


Claramente, se, em (4), A e x são reais, então (7) se reduz a uma forma quadrática, conforme o que discutimos 
na última seção. 


PROBLEMAS PROPOSTOS-8.5 


1. (Verificação) Verifique as afirmações nos Exemplos 2 e 3. T o0 1+i 0 
2. (Produto) Mostre que (BA) = —AB para A e B no Exemplo 2. 1 l-i 0 1+i 
Para qualquer matriz hermitiana n X n A e qualquer anti-hermitiana 0. 
nX nB. LO T=i 0 
3. Mostre que (ABC) = —C-IBA para qualquer matriz hermitiana ro 0 
n X n A, qualquer anti-hermitiana n X n B e qualquer unitária n 
AE, uO i 0 
4. (Autovetores) Encontre os autovetores de A, B, C nos Exemplos , 
2e3. Li 0 0 
AUTOVALORES E AUTOVETORES 12. PROJETO. Matrizes Complexas 
As matrizes nos Problemas 5-11 sáo hermitianas? Anti-hermitianas? (a) Decomposicáo. Mostre que qualquer matriz quadrada pode ser 
Unitárias? Encontre seus autovalores (verificando assim o Teorema escrita como a soma de uma matriz hermitiana e uma anti-hermi- 
1) e autovetores. tiana. Dé exemplos. 
ra 0 2 (b) Matriz normal. Este importante conceito refere-se a uma matriz 
5. . 6j que comuta com sua transposta conjugada, AA' = A'A. Prove que 
= 2i 0 as matrizes hermitianas, anti-hermitianas e unitárias sáo normais. 
ro 1 i Dê seus próprios exemplos correspondentes a esses casos. 
7 V2 V2 8 0 i (c) Critério de normalidade. Prove que A é normal se e apenas 
E i 1 i i 0 se as matrizes hermitianas e anti-hermitianas em (a) comutam. 
l 
= Z = A (d) Encontre uma matriz simples que não seja normal. Encontre 
L 2 2 uma matriz normal que não seja hermitiana, anti-hermitiana ou 
Si 0 0 unitária. 
9 0 0 5j (e) Matrizes unitárias. Prove que o produto de duas matrizes 
` unitárias n X n e a inversa de uma matriz unitária são unitários. 
0 5i 0 Dé exemplos. 
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(£) Potências de matrizes unitárias em aplicações ás vezes podem 
ser muito simples. No Exemplo 2, mostre que C! = I. Encontre 
mais exemplos. 


13-15 


FORMAS COMPLEXAS 


A matriz dada (chamemo-la de A) é hermitiana ou anti-hermitiana? 
Encontre x! Ax. (Mostre todos os detalhes). a, b, c, k são reais. 


13. 


La la 


E 


16. (Matrizes de spin de Pauli) Encontre os autovalores e autovetores 
das chamadas matrizes de spin de Pauli e mostre que S,S, = iS, 
S,S, = —iS, S,? = S,? = S? = I, onde 


QUESTÕES E-PROBEEMAS-DE-REVISAÁO DO CAPÍTULO 8 


1. 


2. 


Ao resolver um problema de autovalor, o que é dado e o que é 
procurado? 

Existem matrizes quadradas sem autovalores? E existem auto- 
vetores que correspondem a mais de um autovalor de uma dada 
matriz? 


. O que é o defeito? Por que ele é importante? Dé exemplos. 


. Uma matriz complexa pode ter autovalores reais? Autovetores 


reais? Justifique. 


. O que é a diagonalização de uma matriz? E a transformação de 


uma forma para os eixos principais? 


6. O que é uma autobase? Quando ela existe? Por que ela é impor- 
tante? 
7. Uma matriz 3 X 3 sempre tem um autovalor real? 
8. Dé algumas aplicações típicas nas quais os problemas de autovalor 
ocorrem. 
9-14 | DIAGONALIZAÇÃO 
Encontre uma autobase e diagonalize. (Mostre os detalhes.) 
9. 101 E] 
|—-144 -103 
144 -112 
10. | 
|—11,2 102,6 
[—14 10 
11. 
| —10 11 
[15 4 -4 
12. 6 10 8|,1= 18 
-12 -2 -7 


5 44 
13. 2 E € 
La + 4 
[—6 11 3 
14. 4 1 3/,A=2 
—4 10 8 
15-17| SIMILARIDADE 


Verifique que A e À = PAP têm o mesmo espectro. Aqui, A, P são: 


is [3,8 É | o Ñ 
124 02 2 1 
[-22 20 10] 1 0 2 
16. | -4 20 -8,/0 2 4 
28 -14 29) 2 8 0 
[2 2 -2] [1 2 3 
17.|3 1 -3|,[2 o 2 
[1 -1 -11 13 2 4 


Transformacáo para a Forma Canónica. Reduza a forma quadrática 
aos eixos principais. 


18. 11,56x,? + 20,16x,x, + 17,44x2 = 100 
19. 1,09x,? — 0,06x,x + 1,01x,? = 1 
20. 14x,? + 24x,x, — 4x2 = 20 
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RESUMO DO CAPÍTULO $ 


Álgebra Linear: Problemas de Autovalores de Matrizes 


A importáncia prática dos problemas de autovalores de matrizes é algo que dificilmente se pode exagerar. Tais problemas 
são definidos pela equação vetorial 


(1) AX = ÀX. 


A é uma dada matriz quadrada. Todas as matrizes neste capítulo são quadradas e A é um escalar. Resolver o Problema 
(1) significa determinar valores de A, chamados de autovalores (ou valores característicos) de A, tais que (1) tem 
uma solução não-trivial (isto é, x 4 0), chamada de autovetor de A correspondente aquele A. Uma matriz n X n tem 
pelo menos um e no máximo n autovalores numericamente diferentes. Estes são as soluções da equação característica 


(Seção 8.1) 
da A 912 ain 
do da — À te dom 
(2) D(A) = det (A — Al) = =0. 
anı an2 o ann — A 


D(A) é chamado de determinante característico de A. Expandindo-o, obtemos o polinómio característico de A, que 
é de grau n em A. Algumas aplicações típicas são mostradas na Seção 8.2. 

A Seção 8.3 é dedicada aos problemas de autovalores para matrizes simétricas (A7 = A), anti-simétricas (A! = 
-A) e ortogonais (A! = A”). A Seção 8.4 trata da diagonalização de matrizes e a transformação de formas quadráticas 
para os eixos principais e sua relação a autovalores. 

A Seção 8.5 promove uma extensão da Seção 8.3 para as analogias com as matrizes reais, sendo essas novas matrizes 
chamadas de hermitianas (A"= A), anti-hermitianas (A"=-A) e unitárias (A = A~’). Todos os autovalores de uma matriz 
hermitiana (e de uma matriz simétrica) são reais. Para uma matriz anti-hermitiana (e uma anti-simétrica), os autovalores 
são imaginários puros ou zero. Para uma matriz unitária (e uma ortogonal), eles têm o valor absoluto de 1. 


CAPÍTULO 9 


Cálculo Diferencial Vetorial. 
Grad, Div, Rot 


Este capítulo trata dos vetores e das funções vetoriais no espaço 3D, ou seja, espaço em três dimensões, 
onde se utiliza a medida usual de distáncia (dada pelo teorema de Pitágoras). Isto inclui o espaco 2D (o 
plano) como um caso especial e também representa uma extensão do cálculo diferencial para as funções 
vetoriais e para os campos vetoriais que eles representam. Forças, velocidades e várias outras grandezas 
são vetores. Isso faz com que a álgebra, a geometria e o cálculo dessas funções vetoriais sejam instrumen- 
tos naturais utilizados em engenharia e física de mecânica sólida, escoamento de fluidos, fluxo de calor, 
eletrostática, entre outras aplicações. É necessário que os engenheiros compreendam que essas funções e 
campos vetoriais constituem a base para a modelagem e a construção de sistemas, de que são exemplos 
aviões, geradores de raios laser e robôs. 

Nas Seções 9.1-9.3, explicaremos as operações algébricas básicas com os vetores no espaço 3D. A parte 
de cálculo começa na Seção 9.4, onde fazemos de um modo simples e natural a extensão da derivação para 
as funções vetoriais. A aplicação em curvas e seu uso em mecânica são fornecidos na Seção 9.5. 

Por fim, discutiremos três importantes conceitos físicos relacionados aos campos escalares e vetoriais, a 
saber, o gradiente (Seção 9.7), o divergente (Seção 9.8) e o rotacional (Seção 9.9). (O uso desses conceitos 
nos teoremas integrais será apresentado no próximo capítulo. Suas formas em coordenadas curvilíneas 
são dadas no Apêndice A3.4.) 

Manteremos este capítulo independente dos Capítulos 7 e 8. A abordagem que aqui fazemos está em 
harmonia com o Capítulo 7, em que a restrição que agora faremos para duas e três dimensões objetiva o 
fornecimento de uma teoria mais rica embasada em aplicações fundamentais em física, engenharia e geo- 
metria. 


Pré-requisitos: Uso elementar de determinantes de segunda e terceira ordens na Seção 9.3. 
Seções que podem ser omitidas em um curso mais curto: 9.5 e 9.6. 
Referências e Respostas dos Problemas: Parte B do Apéndice 1 e Apéndice 2. 


9.1 Vetores no Espaço 2D e Espaço 3D 


Nas aplicações em física, geometria e engenharia, utilizamos dois tipos de grandezas: as escalares e as vetoriais. Um 
escalar é uma grandeza determinada por sua magnitude; ou seja, corresponde a um número de unidades medido 
numa escala apropriada. Por exemplo, o comprimento, a tensão (voltagem) e a temperatura são escalares. 

Um vetor é uma grandeza determinada tanto pela sua magnitude quanto por sua direção. Logo, trata-se de 
uma seta ou de um segmento de reta direcionado. Por exemplo, a força é um vetor, o mesmo ocorrendo com 
a velocidade, que indica o módulo e a direção do movimento (Fig. 162). 

Representamos os vetores por letras minúsculas em negrito, como a, b, v etc. Na escrita à mão, podemos 
utilizar setas, como, por exemplo, à (no lugar de a), È etc. 

Um vetor (seta) tem uma origem, chamada de ponto inicial, e uma extremidade, chamado de ponto terminal. 
O motivo de fazermos isso se evidencia no caso da translação (movimento sem rotação) do triângulo na Fig. 163, 
onde o ponto inicial P do vetor a é a posição original de um ponto, e o ponto terminal Q é a posição terminal 
desse ponto, ou seja, sua posição após a translação. O comprimento da seta é igual à distância entre Pe Q, e é 
também o comprimento (ou magnitude) do vetor a, sendo representado por [a]. Outro nome para comprimento 
é norma (ou norma euclideana). 

Um vetor de comprimento 1 é chamado de vetor unitário. 

Obviamente, gostaríamos de fazer cálculos com vetores. Por exemplo, interessa-nos obter a resultante de 
forças ou comparar forças paralelas de diferentes magnitudes. Isso estimulará nossas próximas idéias: definir as 
componentes de um vetor, para então definirmos duas operações algébricas básicas, que são a soma vetorial e a 
multiplicação escalar. 
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DEFINIÇÃO 


EXEMPLO 


Velocidade 
ES = Terra 
/ N 
x ha? 
N 
FA N 
N 
/ Força \ Q 
di 4 y a 
WMM 
@ Sol P 
Fig. 162. Força e velocidade vetorial Fig. 163. Translação 


Para isso, precisamos primeiramente definir a igualdade de vetores de uma forma que nos seja prática ao 
tratarmos de forças e de outras aplicações. 


Igualdade de Vetores 


Dois vetores a e b são iguais, o que se escreve como a = b, se eles possuem o mesmo módulo e a mesma 
direção [como explicado na Fig. 164; em particular, na nota (B)]. Logo, um vetor pode ser arbitrariamente 
transladado; isto é, seu ponto inicial pode ser escolhido arbitrariamente. 


JS NÝ VA yx 


Vetores iguais, Vetores com o Vetores com a Vetores com 
a=b mesmo módulo mesma direção módulos 
(A) mas direções mas módulos diferentes e 
diferentes diferentes direções diferentes 
(B) (©) (D) 


Fig. 164. (A) Vetores iguais. (B)-(D) Vetores diferentes 


Componentes de um Vetor 


Escolhemos um sistema de coordenadas cartesianas! xyz no espaço (Fig. 165), ou seja, um sistema usual de 
coordenadas retangulares com a mesma escala de medida nos três eixos coordenados e mutuamente perpendicu- 
lares. Consideremos que a seja um dado vetor com ponto inicial P:(x,, Y1, z,) e um ponto terminal Q:(x,, yo, Z2). 
Então, as três diferenças de coordenadas 


(1) a1 = X2 — o da = Ya — Yı, la = la = la 


são chamadas de componentes do vetor a com relação a esse sistema de coordenadas, e escrevemos simplesmente 
a = [a,, a>, az]. Veja a Fig. 166. 

O comprimento |a| de a pode agora ser prontamente expresso em termos de componentes, pois de (1) e do 
teorema de Pitágoras, temos 


(2) la] = Va? + as? + as? 


Componentes e Comprimento de um Vetor 


O vetor a com o ponto inicial P: (4, 0, 2) e o ponto terminal Q: (6, —1, 2) tem as componentes 


a=6-4=2, as 1-0 l, a=2-2=0. 


1 Nome em homenagem ao matemático e filósofo francês RENATUS CARTESIUS, nome latinizado para RENÉ DESCARTES (1596-1650), 
que inventou a geometria analítica. Seu trabalho fundamental intitulado Géométrie surgiu em 1637, como um apéndice de seu Discours de 
la méthode. 
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TEOREMA 


DEFINIÇÃO 


Logo, a = [2, —1, 0]. (Você poderia fazer um esboço de a, como na Fig. 1667) A Equação (2) fornece o comprimento 


al = V2? + (1)? +0? = v5. 


Se escolhermos (—1, 5, 8) como o ponto inicial de a, o ponto final correspondente é (1, 4, 8). 

Se escolhermos a origem (0, 0, 0) como o ponto inicial de a, o ponto final correspondente é (2, —1, 0); suas coordenadas são iguais às 
componentes de a. Isso sugere que podemos determinar cada ponto no espaço por um vetor, chamado de vetor posição do ponto, como se 
segue. Ea 


Dado um sistema de coordenadas cartesianas, o vetor posição r de um ponto A: (x, y, z) é o vetor que tem como 
ponto inicial a origem (0, 0, 0) e que tem como ponto final o ponto A (veja a Fig. 167). Portanto, em componentes, 
r = [x, y, z]. Pode-se ver isso diretamente de (1) com x, = yı = 21 =0. 


z z z 
N N 
a Nx ES 
3 `g SA 
1+ | l 
WA l 
i r| 
Pi | | 
ai E 2% , N ¡| 
1 1 o Mid xN < N] ~ 
add “Ad se ad Ra Dias Es 
x y x N y x yr y 
Fig. 165. Sistema de coordenadas Fig. 166. Componentes de um Fig. 167. Vetor posicáo r de um 
cartesianas vetor ponto A:(x, y, Z) 


Além disso, se transladarmos um vetor a, com o ponto inicial P e o ponto final Q, então as coordenadas 
correspondentes de P e O se alteram pela mesma quantidade, de modo que as diferenças em (1) permanecem 
inalteradas. Isso prova o 


Vetores como Trios Ordenados de Números Reais 


Dado um sistema fixo de coordenadas cartesianas, cada vetor é determinado de forma única por seu trio 
ordenado de componentes correspondentes. De modo inverso, a cada trio ordenado de números reais (a,, 
dy, 43) corresponde exatamente um vetor a = [a,, as, as], com (0, O, 0) correspondendo ao vetor nulo 0, 
que possui módulo O e não tem direção. 

Logo, uma equação vetorial a = b equivale a três equações a, = by, a, = by, as = bs para as componentes. 


Vemos agora que, da nossa definição ” geométrica” de vetor como uma seta, pelo Teorema 1 chegamos a uma 
caracterização “algébrica” de vetor. Poderíamos também ter começado desta última e invertido nosso processo. 
Isso mostra que as duas abordagens são equivalentes. 


Adição de Vetores, Multiplicação Escalar 


As aplicações de cálculo vetorial sugerem que os vetores são de utilidade prática e que seu tratamento é quase 
tão simples quanto a aritmética dos números reais. A primeira dessas aplicações será a adição, e a segunda, a 
multiplicação por um número. 


Adição de Vetores 


A soma a + b de dois vetores a = [a,, à», az] e b = [b,, bə, bs] é obtida pela adição das componentes cor- 
respondentes, 


(3) arb- la tb, ds + Da as + Dal: 


Geometricamente, disponha os vetores como na Fig. 168 (com o ponto inicial de b coincidindo com o ponto 
terminal de a); então, a + b é o vetor traçado do ponto inicial de a ao ponto terminal de b. 
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DEFINIÇÃO 


F 


Y 
/ 
v 
> 
E 
© 
£ 
5 
Dn 
v 
[a 


ig. 168. Adição de 
vetores Fig. 169. Resultante de duas forças (regra do paralelogramo) 


No caso das forças, essa adição é a regra do paralelogramo, pela qual obtemos a resultante de duas forças em 
mecânica. Veja a Fig. 169. 


A Fig. 170 mostra (para o plano) que a forma “algébrica” e a “forma geométrica” da adição de vetores for- 


necem o mesmo vetor. 


Propriedades Básicas da Adição Vetorial. As leis familiares para os números reais fornecem de modo imediato 
(veja também as Figs. 171 e 172) 


(4) 


(a) a+b-b+a (Comutatividade) 
(b) (u+)+w=u+(V+wW) (Associatividade) 
(c) a+0=0+a=a 

(d) a+(-a)=0. 


Aqui, —a representa o vetor de comprimento |a| e sentido oposto ao do vetor a. 


Em (4b), podemos simplesmente escrever u + v + w, e de forma similar para as somas de mais de três veto- 


res. Ao invés de a + a, também escrevemos 2a, e assim por diante. Isso (e a notação —a usada agora há pouco) 
motivam a definição da segunda operação algébrica para vetores como se segue. 


y 


b 
a 
a 
c x b NY 
Fig. 170. Adicáo de vetores Fig. 171. Comutatividade da Fig. 172. Associatividade da adição 
adição de vetores de vetores 


Multiplicação Escalar (Multiplicação por um Número) 


O produto ca de um vetor a = [a,, a», az] e um escalar qualquer c (número real c) é o vetor obtido multi- 
plicando-se cada componente de a por c, 


(5) ca = [ca;, Cas, Cas). 


Geometricamente, se a + 0, então ca com c > O tem a direção de a e com c < O tem a direção oposta à 
de a. Em ambos os casos, o módulo de ca é [cal = [ella], e ca = 0 se a = 0 ou c = O (ou ambos). (Veja a 
Fig. 173.) 
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EXEMPLO2 


EXEMPLO=3 


/ Ly E 


Fig. 173. Multiplicação escalar 
[multiplicação de vetores por 
escalares (números)] 


Propriedades Básicas da Multiplicação Escalar. Das definições, obtemos diretamente 


(a) c(a + b) = ca + cb 

(b) (c + ka = ca + ka (escrito cka) 
(c) c(ka) = (ck)a 
(d) la=a. 


Vocé pode provar que, para um vetor qualquer a, (4) e (6) implicam que 


(a) 0a = 0 
(7) 
(b) (—1l)a = —a. 


Em vez de b + (-a), simplesmente escrevemos b — a (Fig. 174). 


Adição Vetorial. Multiplicação por Escalares 


Com respeito a um dado sistema de coordenadas, consideremos 


a = [4, 0, 1] e = [2, -5, 3]. 


Então —a = [-4, 0, —1], 7a = [28, 0,7], a+b=[6,-5,3) e 


2a — b) = 2[2,5, 3] = [4, 10,3] = 2a — 2b. E 


Vetores Unitários i, j, k. Além de a = [a,, a,, az], outra maneira usual de escrever vetores é 
(8) a = ai + aj + azk 


Nessa representação, i, j, k são os vetores unitários nas direções positivas dos eixos de um sistema de coordenadas 
cartesianas (Fig. 175). Portanto, em componentes, 

(9) i=[1, 0, 0) j=1[0, 1, 0), k =[0, 0, 1] 

e o lado direito de (8) é uma soma dos três vetores paralelos aos três eixos. 


Notação ijk para Vetores 
No Exemplo 2, temos a = 4 + k, b = 2i — 5j + 1k, e assim por diante. Ml 


Todos os vetores a = [a;, as, a3] = aji + asj + ask (com números reais como componentes) formam o espaço 
vetorial real Rê com as duas operações algébricas da adição vetorial e da multiplicação escalar conforme definidas 
anteriormente. Rê tem dimensão 3. O trio de vetores i, j, k é chamado de base canónica de Rê. Dado um sistema 
de coordenadas cartesianas, a representação (8) para um dado vetor é única. 


k U 
A y 


x 


N 


x 


> 


Fig. 174. Diferenca de vetores Fig. 175. Os vetores unitários i, j, k e a representação (8) 
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O espaço vetorial R? é um modelo de um espaço vetorial geral, conforme discutido na Seção 7.9; entretanto, 


ele não é necessário neste capítulo. 


1-6 COMPONENTES E COMPRIMENTO 

Encontre as componentes do vetor v com o ponto inicial P e o ponto 
final Q dados. Encontre |v|. Esboce |v|. Encontre o vetor unitário na 
diregáo de v. 


1. P: (3, 2, 0), O: (5, —2, 0) 

2. P: (1,1, 1), Q: (-4, —4, —4) 

3. P: (1, 0, 1,2), O: (0,0, 6,2) 

4. P: (2, -2,0), O: (0, 4, 6) 

5. P: (4, 3, 2), Q: (+4, —3,2) 

6. P: (0, 0, 0), O: (6, 8, 10) 

7-12| Dadas as componentes Uy, V2, vz de um vetor v e um ponto 


inicial P particular, encontre o ponto final O correspondente e o com- 
primento de v. 


7. 3, —1, 0; P: (4,6,0) 

8. 8, 4, —2; P:(-8, —4, 2) 
9. 4,2,3; P: O, —4, 3 

10. 3, 2, 6; P: (0, 0, 0) 
SR P:(—4,5,2) 
12. 3, -3,3; P: (1,3, -3) 


13-20 ADIÇÃO DE VETORES E MULTIPLICAÇÃO 
POR ESCALAR 

Considere a = [2, —1, 0] = 2i 

+ 5k, e = [0, 0, 3] = 3k. 

Encontre: 

13. 2a, —a, —la 

15. 5(a — c), 5a — 5c 

16. (3a — 5b) + 2c, 3a + (—5b + 2c) 

17. 6a — 4b + 2c, 2(3a — 2b + c) 

18. (1/la))a, (1/e)e 

19. a + b + c, —3a 

20. |a 

21. Que leis são ilustradas pelos Problemas 14-17? 

22. Prove (4) e (6). 

23. Encontre o ponto médio do segmento PQ nos Problemas 7 e 9. 


j, b = [-4,2,5] = —4i + 2j 


14. a + 2b, 2b + a 


3b — 3c 


24-28 | FORÇAS 

Encontre a resultante (em componentes) e sua magnitude. 

24. p = [1, 2, 0], q = [0, 4, —1], u = [4, 0, —3], v = [6, 2, 4] 
25. p = [2, 2, 2], q = [-4, —4, 0], u = [2, 2, 7] 


26. p = [-1, —3, —5], q = [6, 4, 2], u = [—5, —1, 3] 

27. p = [8, 2, —4], q = 3p, u = —5p 

28. p = [3, 0, —2], q = [2, 5, 1], u = 4q 

29. Encontre v de forma que, no Problema 25, v, p, q, u estejam em 


equilíbrio. 
Para qual valor de c a resultante de [3, 1, 7], [4, 4, 5] e [3, 2, c] é 
paralela ao plano xy? 


30. 


31. Encontre as forças p, q, u na direção dos eixos coordenados tais 
que p, q, u, v = [2, 3, 0], w = [7, —1, 11] estejam em equilíbrio. 
São p, q, u unicamente determinados? 


33. 
34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


PROBLEMAS PROPOSTOS 9.1 


32. 


Se |p| = 1 e la] = 2, o que se pode dizer da magnitude e da direção 
da resultante? Você pode pensar em uma aplicação na qual isso 
seja importante? 

2, Ju] = 1. 
(Velocidade relativa) Se os avióes A e B estáo se movendo na 
direção sudoeste com velocidade |v,] = 500 mph* e noroeste com 
velocidade |v;| = 400 mph, respectivamente, qual é a velocidade 
relativa V = Vg — V4 de B em relação a A? 


Mesma questão do Problema 32 para |p| = 3 e |q] = 


(Velocidade relativa) Mesma questáo do Problema. 34 para dois 
navios movendo-se na direção noroeste com velocidade |v,| = 20 
nós* e nordeste com velocidade |vs| = 25 nós. 

(Reflexão) Se um raio de luz é refletido uma vez em cada um de 
dois espelhos mutuamente perpendiculares, o que se pode dizer 
sobre o raio refletido? 

(Corda) Encontre a magnitude da força em cada corda da figura, 
para um peso w e um ângulo a quaisquer. 

PROJETO DE EQUIPE. Aplicações Geométricas. Para aumen- 
tar suas habilidades no trabalho com vetores, use vetores para pro- 
var o seguinte (veja as figuras). 

(a) As diagonais do paralelogramo fazem bissecções mútuas. 

(b) A reta que passa através dos pontos médios dos lados adjacentes 
de um paralelogramo intercepta uma das diagonais na razão de 
1:3. 

(c) Obtenha (b) a partir de (a). 

(d) As três medianas de um triângulo (os segmentos que vão de 
um vértice ao ponto médio do lado oposto) encontram-se em um 
mesmo ponto, que divide as medianas na razão de 2:1. 

(e) O quadrilátero cujos vértices são os pontos médios dos lados 
de um quadrilátero arbitrário é um paralelogramo. 

(Ê) As quatro diagonais espaciais de um paralelepípedo encontram- 
se e bisseccionam-se mutuamente. 

(g) A soma dos vetores desenhados do centro de um polígono 
regular até seus vértices é o vetor nulo. 


w 


Problema 37 


Projeto de 
Equipe 38(a) 


Projeto de 


Projeto de 
Equipe 38(e) 


Equipe 38(d) 


*(N.T.)Unidades mais utilizadas nos Estados Unidos: 
1 milha terrestre = 1,61 km; 

1 milha náutica = 1,85 km; 

1 nó = 1 milha náutica por hora. 
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9.2 Produto Interno (Produto Pontual) 


Definiremos agora uma multiplicação de dois vetores que fornece um escalar como resultado do produto, e que 
é sugerida por várias aplicações, em particular nas que envolvem os comprimentos de vetores e os ângulos que 
eles fazem entre si. 


DEFINIÇÃO Produto Interno (Produto Pontual) de Vetores 
O produto interno ou produto pontual aºb (lê-se “a escalar b”) de dois vetores a e b é o produto de seus 
módulos vezes o cosseno do ângulo entre eles (veja a Fig. 176), 


ab = albjcosy se a+0,b#0 
(1) 
ab = 0 se a=00ub=0. 


O ângulo y, com 0 = y = 7, entre a e b é medido quando os pontos iniciais dos vetores coincidem, como 
na Fig. 176. Em componentes, a = [a,, a», az], b = [b,, bo, bs] e 


(2) ab = abı + azb F Asbs. 


A segunda linha em (1) é necessária, pois y é indefinido quando a = 0 ou b = 0. A obtenção de (2) a partir de 
(1) é mostrada a seguir. 


Rá 
a A Y 
Y a 
b b b 
ab>0 ab=0 ab<0 


Fig. 176. Ángulo entre vetores e valor do produto interno 


Ortogonalidade. Como o cosseno em (1) pode ser positivo, nulo ou negativo, o mesmo pode ocorrer com o 
produto interno (Fig. 176). O caso em que o produto interno é zero é de particular interesse prático e sugere o 
seguinte conceito. 


Um vetor a é chamado de ortogonal ao vetor b se aºb = 0. Então, b é também ortogonal a a, e dizemos 
que a e b são vetores ortogonais. Obviamente, isso acontece para vetores não-nulos se e somente se cos y = 0; 
portanto, y = 71/2 (90º). Isso prova o importante teorema que se segue. 


TEOREMA | Ortogonalidade 


O produto interno de dois vetores não-nulos é O se e somente se esses vetores são perpendiculares. 


Comprimento e Ângulo. A Equação (1) com b = a fornece ara = |a/2. Logo, 
(3) la| = Vaca. 
De (3) e (1), obtemos para o ângulo y entre dois vetores não-nulos, 


ab ab 
lalb| Vaca Vb+b ' 


(4) Cos 


EXEMPLO -4 Produto Interno. Ángulo entre Vetores 


Encontre o produto interno e os comprimentos de a = [1, 2, 0] e b = [3, 2, 1], bem como o ángulo entre esses vetores. 
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EXEMPLO 2 


Solução. a:b=1-3+2-(-2)+0-1 1, la] = Vaʻa = V5, 


b| = Vb+b = V14 e (4) fornecem o ángulo 


a 
y = arccos a arccos (—0,11952) 1,69061 = 96,865°. E 


Da definigáo, vemos que o produto interno tem as seguintes propriedades. Para quaisquer vetores a, b, e e esca- 
lares q1, q2, 


(a) (qa + q2b)-c = q,a-c + qobec (Linearidade) 
(5) (b) aeb = bea (Simetria) 
acaz0 
(c) | (Definido positivo) 
aca = 0 seesomentese a = 0 


Logo, a multiplicação pontual é comutativa [veja (5b)] e é distributiva com relação à adição vetorial; de fato, 
de (5a) com q; = 1 e q, = 1, temos 


(Sa*) (a + b)'c = asc + bec (Distributividade). 


Além disso, de (1) e de |cos y| = 1, vemos que 
(6) laeb] = [al|b| (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). 


Usando isso e (3), você pode provar que (veja o Problema. 18) 


(7) la + b| = |a| + |b| (Desigualdade Triangular). 


Geometricamente, (7) com < nos informa que um dos lados de um triângulo deve ser menor que os outros dois 
lados juntos; isso motiva o nome de (7). 
Um simples cálculo direto com produtos internos mostra que 


(8) la + b|? + la — bl? = 2(lal? + |b|?) (Igualdade do Paralelogramo). 


As equações (6)-(8) desempenham um papel fundamental nos chamados espaços de Hilbert (espaços com produto 
interno abstrato), que formam a base da mecânica quântica (veja a Ref. [GR7] listada no Apêndice 1). 


Obtenção de (2) a partir de (1). Escrevamos a = ayi + aj + azk e b = bj + bj + bsk, como em (8) da Seção 
9.1. Se substituirmos isso em aºb e usarmos (5a*), primeiramente teremos uma soma de 3 X 3 = 9 produtos 
aºb = ayb ¡si + ajbai*j A asbsk °k. 


Agora, i, j, k são vetores unitários, de modo que, por (3), ii = jej = k*k = 1. Como os eixos coordenados são 
perpendiculares, o mesmo ocorre com i, j, k, e o Teorema 1 implica que os outros seis desses nove produtos são 
nulos, a saber, ij = jei = jek = k+j = k+i =i*k = 0. Dessa forma, nossa soma para aºb se reduz a (2). E 


Aplicações do Produto Interno 


Aplicações típicas do produto interno serão mostradas nos próximos exemplos e em Problemas Propostos 9.2. 


Trabalho Realizado por uma Força como um Produto Interno 


Esta é uma aplicação fundamental e refere-se a um corpo sobre o qual atua uma força constante p. (Para uma força variável, veja a Seção 
10.1.) Façamos o corpo sofrer um deslocamento d. Então, o trabalho feito por p no deslocamento é definido como 


e) W = |pld] cos a = ped, 


ou seja, é a magnitude |p| da força vezes o comprimento |d| do deslocamento vezes o cosseno do ángulo a entre p e d (Fig. 177). Se a < 90º, 
como na Fig. 177, então W > 0. Se p e d são ortogonais, então o trabalho é nulo (por quê?). Se œ > 90º, então W < 0, significando que, no 
deslocamento, houve a necessidade de se fazer o trabalho contra a força. (Pense no caso de um nadador num rio deslocando-se segundo um 
ângulo a contra a correnteza.) E 


p 


Fig. 177. Trabalho 
d realizado por uma força 
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Fig. 178. Exemplo 3 


EXEMPLO-3 Componente de uma Força em uma Dada Direção 


Na corda da Fig. 178, qual força manterá o carro de 5000 Ib em equilíbrio se a rampa faz um ângulo de 25º com a horizontal? 


Solução. Introduzindo as coordenadas conforme o mostrado, o peso é a = [0, -5000], pois a força aponta para baixo, na direção negativa 
do eixo y. Temos que representar a como uma soma (resultante) de duas forças, a = c + p, onde c é a força que o carro exerce sobre a rampa, 
que não nos interessa, e p é paralela à rampa, de magnitude (veja a Fig. 178) 


|p| = al cos y = 5000 cos 65º = 2113 [1b] 


e cuja direção é a do vetor unitário u oposto à direção da corda; aqui y = 90º — 25º = 65º é o ângulo entre a e p. Agora, um vetor na direção 
da corda é 


b = [—1, tan 25º] = [—1, 0,46631], então |b| = 1,10338, 


de modo que 1 


u=- bl b = [0,90631, —0,42262]. 


Como |u| = 1 e cos y > 0, vemos que também podemos escrever nosso resultado como 
ab 5000 - 0,46631 
lb] 1,10338 


|p| = (Jal cos y|u| = a-u 2113 [1b]. 


Resposta: Aproximadamente 2100 lb. a 


O Exemplo 3 é típico de aplicações nas quais usamos o conceito de componente ou projeção de um vetor a na 
direção de um vetor b (+ 0), definida por (veja a Fig. 179) 


(10) p = la] cos y. 


Portanto, p é o comprimento da projegáo ortogonal de a sobre uma linha reta / paralela a b, tomada com o sinal 
positivo se pb tiver a direção de b e com o sinal negativo se pb tiver a direção oposta a b; veja a Fig. 179. 


b b — e" p 
— m P 
p 
(p > 0) (p =0) (p <0) 


Fig. 179. Componente de um vetor a na direcáo de um vetor b 


Multiplicando (10) por |b|/|b| = 1, temos a*b no numerador e, portanto, 


o aeb 
lb] 


(11) p b + 0). 


Se b é um vetor unitário, o que é freqüentemente usado para se fixar a direção, então (11) simplesmente for- 
nece 


12) p=ab (b| = 1). 


A Fig. 180 mostra a projeção p de a na direção de b (como na Fig. 179) e a projeção q = |b| cos y de b na 
direção de a. 
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Fig. 180. Projecóes p de a sobre b e q de b sobre a 


EXEMPLO-4 Bases Ortonormais 


EXEMPLO-S 


EXEMPLO-6 


Por definição, uma base ortonormal para o espaço 3D é uma base (a, b, e) consistindo em vetores unitários ortogonais. Ela tem a grande 
vantagem de que a determinação dos coeficientes nas representações v = la + lab + le de um dado vetor y são muito simples. Dizemos que 
L = aey, l, = bev, l = ev. Com efeito, isso se verifica simplesmente quando tomamos os produtos internos da representação com a, b, c, 
respectivamente, e usamos a ortonormalidade das bases, a*v = lata + Lab + laec = l;, etc. 

Por exemplo, os vetores unitários i, j, k em (8) da Seção 9.1, associados com o sistema de coordenadas cartesianas, formam uma base 


ortonormal chamada de base canônica em relação ao sistema de coordenadas dado. al 


Linhas Retas Ortogonais no Plano 


Encontre a linha reta L, que passa pelo ponto P: (1, 3) no plano xy e é perpendicular à linha reta L, = x — 2y + 2 = 0, veja a Fig. 181. 


Solucáo. A idéia é escrever uma reta geral L;: ax + axy = c como aer = c com a = [4,,a,] # 0 e r = [x, y], de acordo com (2). Ora, a 
reta L,* que passa pela origem e é paralela a L é aer = 0. Portanto, pelo Teorema 1, o vetor a é perpendicular a r. Logo, ele é perpendicular 
a L¡* e também a L, pois Lı e L,* são paralelos. a é chamado de vetor normal a L; (e a L,*). 

Agora, um vetor normal à reta dada x — 2y + 2 = 0 é b = [1, -2]. Portanto, L, é perpendicular a L, se bea = a, — 2a, = 0, por exemplo, 
se a = [2, 1]. Logo, L, é dada por 2x + y = c. Ela passa através de P: (1, 3) quando 21 + 3 = c = 5. Resposta: y = — 2x + 5. Mostre que o 
ponto de interseção é (x, y) = (1, 6, 1,8). | 


Vetor Normal a um Plano 


Encontre um vetor unitário perpendicular ao plano 4x + 2y + 47 = 77. 


Solução. Usando (2), podemos escrever um plano no espaço como 
(13) a'r = ax + ay + azz = c 
onde a = [a;, a2, a3] 4 0 e r = [x, y, z]. O vetor unitário na direção de a é (Fig. 182) 


n= a. 


1 
al 
Dividindo por |a|, obtemos de (13) 

> 

la| ` 
De (12), vemos que p é a projeção de r na direção de n. Essa projeção tem o mesmo valor constante c/|a| para o vetor posição r de um ponto 
qualquer no plano. Obviamente, isso se verifica se e somente se n for perpendicular ao plano. Dizemos que n é um vetor normal unitário 
ao plano (o outro será —n). 

Além do mais, disto e da definição de projeção, decorre que |p| é a distância do plano à origem. A representação (14) é chamada de forma 
normal de Hesse? de um plano. Em nosso caso, a = [4, 2, 4], € 7, la| =6,n = la B 3 3), e o plano dista de 7/6 da origem. E 


(14) ner=p onde p 


Fig. 181. Exemplo 5 Fig. 182. Vetor normal a um plano 


PROBLEMAS PROPOSTOS 9.2 


1-12| PRODUTO INTERNO 1. aºb,bea 2. 
Considere a = [2, 1, 4], b = [-4,0,3] e e = [3, 2, 1]. Encontre 3. 3a — 2b 


> 


al, |b], Je] 
2b — 3a] 4. a*(b +0), a*b +a-c 


> 


2 LUDWIG OTTO HESSE (1811-1874), matemático alemão que prestou contribuições à teoria das curvas e das superfícies. 


298 


Parte B + Álgebra Linear. Cálculo Vetorial 


. (a*b)c, a(b+c) 
. (a — b)ºc acc — bere 
. ar(b — ce), a° (c — b) 


6. arb + bº'c+cea 
8. 4a *3c, 12aºc 
10. |b + cl, |b| + Je] 
.6a+b)-(a—b) 12. la e cl, alle] 


. Que leis são ilustradas pelos Problemas 1, 3, 4, 7, 8? 


> 


. UY = us w com u % O implica que v = w? 
. Prove a desigualdade de Cauchy-Schwarz. 


. Verifique a desigualdade de Cauchy-Schwarz, a desigualdade 
triangular e a igualdade do paralelogramo para a e b. 


« Prove a igualdade do paralelogramo. 


. (Desigualdade triangular) Prove (7). Sugestão: use (3) para [a + 
b| e (6) para provar o quadrado de (7), e então extraia a raiz. 


19-22 


TRABALHO 


Encontre o trabalho realizado por uma força p agindo em um corpo 


se 


o corpo for deslocado de um ponto A até um ponto B ao longo do 


segmento de reta AB. Esboce p e AB. (Mostre os detalhes do que 
fizer.) 


19 
20 
21 
22 


23. 


24. 


25. 


. p = [8, —4, 11], A: (1, 2, 0), B: (3, 6, 0) 

. p = [2, 7, —4], A: (3, 1, 0), B: (0, 2, 0) 

. p = [5, —2, 1], A: (4, 0, 3), B: (6, 0, 8) 

. p= [4, 3, 6], A: (5, 2, 10), B: (1, 3, 1) 

No Problema 19, por que o trabalho é nulo? Pode o trabalho ser 
negativo? Explique. 

Mostre que o trabalho realizado pela resultante de p e q num 


deslocamento de A para B é a soma dos trabalhos realizados por 
cada força nesse deslocamento. 


Encontre o trabalho W=p'dsed=2ep=Li+j,j-i+je 
esboce uma figura similar à Fig. 177. 


26-30 


ÂNGULO ENTRE VETORES. ORTOGONALIDADE 


Considere a = [1, 1, 1], b = [2, 3, 1] e c=[-1,1, 0]. Encontre o 


26. 
29. 
31. 


32. 


33. 


ângulo entre: 


a, b 27. b,c 28. a-cb-=c 
a+b,c 30. apb + c 
(Planos) Encontre o ângulo entre os planos x + y + z=1e 


2x-y+27=0. 
(Lei dos cossenos) Deduza a lei dos cossenos usando os vetores 
a, b, e a — b. 


(Triângulo) Encontre os ângulos do triângulo com vértices [0, 0, 
0], [1, 2, 3] e [4, —1, 3]. 


34. (Lei da adicáo) Obtenha 


35. 


36. 


cos (a: — B) = cos a cos B + sen a sen B 
usando a = [cos q, sen a], b = [cos B, sen B], onde O = a = 
B=27. 
(Paralelogramo) Encontre os ângulos se os lados são 
[1,2]. 
(Distância) Encontre a distância do plano 5x + 2y + z 
origem. 


[5,0] e 


= 10à 


37-40 


COMPONENTES NA DIREÇÃO DE UM VETOR 


Encontre a componente de a na direção de b. 


37. 
38. 
39. 
40. 
41. 


42. 


a = [1, 1, 3], b = [0, 0, 5] 

a = [2, 0, 6], b = [3, 4, —1] 

a = [0, 4, —3], b = [0, 4, 3] 

a = [-1,2, 0], b = [1, —2, 0] 

Sob quais condições a projeção de a na direção de b será igual à 
projeção de b na direção de a? 

PROJETO DE EQUIPE. A ortogonalidade é de particular 
importância, principalmente devido ao uso de coordenadas orto- 
gonais, como as coordenadas cartesianas, cuja “base natural” 
(9) da Seção 9.1 consiste em três vetores unitários ortogonais. 
(a) Mostre que a = [2, -2, 4], b = [0, 8, 4] e e = [-20, 4, 8] são 
ortogonais. 

(b) Para quais valores de a, a = [a,, 2, 0] e b = [3, 4, -1] são 
ortogonais? 

(c) Mostre que as retas 4x + 2y = 1 e 5x — 10y = 7 são ortogo- 
nais. 

(d) Encontre todos os vetores unitários a = [a,, a2] no plano orto- 
gonal a [4, 3]. 

(e) Encontre todos os vetores ortogonais a a = [2, 1, 0]. Eles for- 
mam um espaço vetorial? 

(£) Para quais valores de c os planos 4x — 2y + 3z = 6 e 2x — cy + 
5z = 1 são ortogonais? 

(g) Sob quais condições as diagonais de um paralelogramo são 
ortogonais? (Prove sua resposta.) 

(h) Qual é o ângulo formado entre um raio de luz e a sua reflexão 
em três espelhos planos ortogonais (conhecidos como “refletores 
de canto”)? 

(i) Discuta outras aplicações em física e geometria nas quais a 
ortogonalidade desempenhe algum papel. 


9.3 Produto Vetorial (Produto Cruzado) 


O produto pontual da Seção 9.2 é um escalar. Por outro lado, veremos que em algumas aplicações, como, por 
exemplo, em estudos relacionados a rotações, precisamos de um produto que seja novamente um vetor: 


DEFINIÇÃO 


b”) de dois vetores a e b é o vetor 


Produto Vetorial (Produto Cruzado, Produto Externo) de Vetores 


O produto vetorial (também chamado de produto cruzado ou produto externo) a X b (lê-se “a vetorial 


v=axb 


como se segue. Se a e b têm direções iguais ou opostas, ou se a = 0 ou b = 0, então v =a x b = 0. Em 
qualquer outro caso, v= a X b tem o módulo 
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(1) Ivl = [a x b| = Jalb] sen y. 
Essa é a área do paralelogramo sombreado na Fig. 183. y é o ângulo entre a e b (como na Seção 9.2). A 


direção de v = a X b é perpendicular tanto a a quanto a b e é tal que a,b,v, nessa ordem, formam um trio 
de orientação dextrogira, como nas Figs. 183-185 (explicação a seguir). 


Em componentes, consideremos os vetores a = [a,, az, az] e b = [b,, bo, bs]. Então, v = [v], vs, vg] = a X b tem 
as componentes 


(2) Vi = azbz — agb, U> = agb, — aba, U3 = ayb, — abı. 


Aqui, o sistema de coordenadas cartesianas tem orientação dextrogira, conforme explicado a seguir (veja tam- 
bém a Fig. 186). (Para um sistema de orientação levogira, cada componente de v deve ser multiplicado por —1. 
A demonstração de (2) está no Apéndice 4.)* 


Trio com Orientacáo Dextrogira. Um trio de vetores a, b, v possui orientagáo dextrogira se os vetores dados 
nesta ordem assumem o mesmo sentido de orientacáo do polegar, do dedo indicador e do dedo médio da máo 
direita quando estes estáo dispostos como na Fig. 184. Podemos também dizer que, se a é rotacionado na diregáo 
de b por um ángulo y (< 7), então v avança na mesma direção como um parafuso de rosca direita avançaria se 
fosse girado no mesmo sentido (Fig. 185). 


e 
a 
Fig. 183. Produto vetorial Fig. 184. Trio de vetores a, b, v Fig. 185. Parafuso com orientacáo 
com orientacáo dextrogira dextrogira 


Sistema Dextrogiro de Coordenadas Cartesianas. Dizemos que o sistema é dextrogiro se os correspondentes 
vetores unitários i, j, k nas direções positivas dos eixos (veja a Seção 9.1) formam um trio de orientação dextro- 
gira, como na Fig. 186a. E dizemos que o sistema é levogiro se o sentido de k for invertido, como na Fig. 186b. 
Nas aplicações, preferiremos os sistemas dextrogiros. 


Como Memorizar (2). Se você conhece determinantes de segunda e terceira ordens, pode ver que é possível 
escrever (2) na forma 


da às GET às às a1 a1 da 
bz Ds by Da bs Di by bs 


e v = [U,, V2, V3] = Vii + Vj + UZk é a expansão do seguinte determinante simbólico pela sua primeira linha. 
(Chamamos o determinante de “simbólico” porque a primeira linha consiste em vetores, ao invés de números.) 


(2*) Vi = Va = = U3 = 


i j k 
da às a1 às a1 da 
(25%) v=axb=|a;, ds às |= i- j+ k. 
bə D3 bı D3 bı ba 
bı ba Ds 


t Também se diz que um sistema de orientação dextrogira é orientado segundo a regra da mão direita; inversamente, um sistema de orien- 
tação levogira é orientado segundo a regra da mão esquerda. (N. T.) 
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EXEMPLO 


EXEMPLO-2 


TEOREMA 


(a) Dextrogiro 


(b) Levogiro 


Fig. 186. Os dois tipos de sistemas de coordenadas cartesianas 


Para um sistema levogiro, o determinante tem um sinal negativo na frente. 


Produto Vetorial 


Para o produto vetorial v = a X b de a = [1,1,0] e b = [3, 0, 0] em coordenadas dextrogiras, obtemos de (2) 


vı = 0, V = 0, v=1:0-1:3 3: 
Confirmemos isso por (2**): 
i j k 
1 0 1 0 1 1 
v=axb=|1 1 0|= = j+ k = —3k = [0, 0, —3]. 
0 0 3 0 3 0 
3 0 0 
Para verificar o resultado desse caso simples, esboce a, b e v. Vocé pode ver que os dois vetores no plano xy devem sempre ter seu produto 
vetorial paralelo ao eixo z (ou igual ao vetor nulo)? a 
Produtos Vetoriais dos Vetores da Base Canónica 
ts ixk=i si 
6) ixj=k, jxk=i, kxi=j 
jxi=-—k, kxj= ~-i, ixk=-—j. 
Usaremos isto na próxima demonstração. E 


Propriedades Gerais do Produto Vetorial 
(a) Para todo escalar l, 
(4) (la) x b = l(a x b) = a x (lb). 
(b) A multiplicação cruzada é distributiva em relação à adição vetorial; isto é, 
(a) a x (b + ¢)= (a Xx b) + (a x c), 


(5) 
(B) (a+ b)xc=(a xc)+(b xc). 


(c) A multiplicação cruzada não é comutativa, mas anticomutativa; isto é, 


(6) bxa= —(a x b) (Fig. 187) 


(d) A multiplicacáo cruzada náo é associativa; isto é, em geral, 
ax(bxcor*(axb)xe 


(7) 


de modo que os parênteses não podem ser omitidos. 
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PROVA 


EXEMPLO-3 


EXEMPLO-4 


axb 


I 
I 
I 
bxay 


Fig. 187. Anticomutatividade do produto cruzado 


(4) decorre diretamente da definição. Em (5a), a fórmula (2*) fornece a primeira componente à esquerda 


da ds 
= da(Dz + C3) — as(Da + Cə) 


Da + Co Dz + C3 


= (a7b3 — azb>) + (a2C3 — AzCa) 


Da Ds 


Por (2%), a soma dos dois determinantes é a primeira componente de (a X b) + (a X c), o lado direito de (5a). 
Para as outras componentes em (5a) e em (5), a igualdade decorre da mesma idéia. 

A anticomutatividade (6) decorre de (2**), observando-se que a troca das Linhas 2 e 3 faz o determinante ser 
multiplicado por —1. Podemos confirmar isso geometricamente se fizermos a X b = v e b X a = w; então, de 
(1) decorre que |v| = |w| e, para que b, a, w formem um trio de vetores de orientação dextrogira, devemos ter 
que w = —v. 

Finalmente, i x (i xX j) =i X k = —j, já que (i xi) xX j = 0 x j = 0 (veja o Exemplo 2). Isso prova (7). E 


C2 C3 


Aplicações Usuais do Produto Vetorial 


Momento de uma Força 


Em mecánica, o momento m de uma forca p em relação a um ponto Q é definido como o produto m = |p|d, onde d é a distância (perpendicular) 
entre Q e a linha de ação L de p (Fig. 188). Se r é o vetor de Q até um ponto A qualquer sobre L, então d = |r| sen y (Fig. 188) e 


m = |r| |p| sen y. 
Como y é o ángulo entre r e p, vemos de (1) que m = |r X p|. O vetor 
(8) m=rxp 


é chamado de vetor momento ou momento vetor de p em relação a O. Seu módulo é m. Sem % 0, sua direção é a do eixo de rotação em 
torno de Q, que p tem a tendência de produzir. Esses eixos são perpendiculares tanto a r quanto a p. E 


Fig. 188. Momento de uma forca p 


Momento de uma Forca 


Na Fig. 189, encontre o momento da força p em relação ao centro O da roda. 


Solucáo. Introduzindo coordenadas como o mostrado na Fig. 189, temos 


p = [1000 cos 30º, 1000 sen 30º, 0] = [866, 500, 0], r=[0, 1,5, 0]. 
(Note que o centro da roda está em y = —1,5 no eixo y.) Logo, (8) e (2**) fornecem 
i j k 
0 1,5 
m=rxp=]| 0 1,5 0|=0i=O0j + k = [0, 0, — 1299]. 
866 500 


866 500 0 
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Esse vetor momento é normal (perpendicular) ao plano da roda; logo, ele possui a direção do eixo de rotação em torno do centro da roda 
que a força tem a tendência de produzir. m aponta para a direção negativa do eixo z, direção na qual o parafuso com orientação dextrogira 
avançaria se girado dessa maneira. 


|p| = 1000 Ib 


Fig. 189. Momento de uma força p 


EXEMPLO-5 Velocidade de um Corpo em Rotação 


Uma rotação de um corpo rígido B no espaço pode ser descrita de maneira simples e única por um vetor w como se segue. A direção de w 
é a do eixo de rotação e tal que a rotação pareça ter o sentido horário para quem olha do ponto inicial de w para seu ponto final. O compri- 
mento de w é igual à velocidade angular w (> 0) da rotação, ou seja, é a velocidade linear (ou tangencial) de um ponto de B dividida por 
sua distância ao eixo de rotação. 

Consideremos que P seja um ponto de B, e que d seja sua distância em relação ao eixo. Então, P tem a velocidade wd. Chamemos de r 
o vetor posição de P referente a um sistema de coordenadas com origem O sobre o eixo de rotação. Então, d = |r| sen y, onde y é o ángulo 
entre w e r. Portanto, 


wd = |w] |r| sen y = |w x rl. 


Disso e da definigáo de produto vetorial, vemos que o vetor velocidade v de P pode ser representado na forma (Fig. 190) 


(9) V=wXr. 
Essa fórmula simples é útil para se determinar v num ponto qualquer de B. a 
WwW 
y A 
— 
r 
0 


Fig. 190. Rotacáo de um corpo rígido 


Produto Escalar Triplo 


O mais importante produto de vetores com mais de dois fatores é o produto escalar triplo ou produto misto 
triplo de três vetores a, b, c. Ele é representado por (a b e) e definido por 


(10%) (a b c)=a-*(bXxc). 


O produto escalar faz com que ele seja também um escalar. Em termos das componentes a = [a,, as, as], b = [b,, 
ba, bs] e € = [c,, C2, c3], podemos escrevê-lo como um determinante de terceira ordem. Para isso, fazemos b X e = 
v = [u;, vs, V3]. Então, do produto escalar expresso em componentes [fórmula (2) na Seção 9.2] e de (2*) com b 
e c ao invés de a e b, primeiramente obtemos 


ac(bxc)=av=a,v, + asus + asus 


II 
o 
= 
$ 
o% 
N 
+ 
o% 
w 


A soma no lado direito é a expansão de um determinante de terceira ordem por sua primeira linha. Portanto, 
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TEOREMA-2 


PROVA 


EXEMPLO-6 


ES 
(10) (a b o=abxo=|b, bs bs 
Ca & G 


As propriedades mais importantes do produto escalar triplo são as seguintes. 


Propriedades e Aplicações do Produto Escalar Triplo 


(a) Em (10) o ponto e a cruz podem ter suas posições invertidas: 
(11) (a b c)=a-*(bXxc)= (ax b)-c. 

(b) Interpretação geométrica. O valor absoluto (a b c)| de (10) é o volume do paralelepípedo (caixa 
oblíqua) que tem a, b, c como os vetores das bordas (Fig. 191). 


(c) Independência linear. Três vetores no R? são linearmente independentes se e somente se seu produto 
escalar triplo é diferente de zero. 


(a) A multiplicação escalar é comutativa, de modo que, por (10), 


(ax b)c=c(axb)=|a, a, as 


bı Dz bg 


Disso, obtemos o determinante em (10) trocando as Linhas 1 e 2 e, no resultado, as Linhas 2 e 3. Porém, isso não 
altera o valor do determinante, visto que cada inversão produz o fator —1, e (-I)(-1) = 1. Isso prova (11). 

(b) O volume dessa caixa é igual à altura h = la] |cos y| (Fig. 191) vezes a área da base, que é a área |b x el 
do paralelogramo com os lados b e c. Logo, o volume é 


lallb x el [cos y| = Ja*(b x e)l (Fig. 191) 


como dado pelo valor absoluto de (11). 

(c) Três vetores náo-nulos, se fizermos seus pontos iniciais coincidirem, são linearmente independentes se e 
somente se eles não pertencerem ao mesmo plano (ou não se situarem sobre a mesma linha reta). Isso acontece 
se e somente se o produto triplo em (b) for diferente de zero, de modo que o critério de independência decorre 
disso. (O caso em que um dos vetores é o vetor nulo é trivial.) E 


Fig. 191. Interpretacáo geométrica de um produto escalar triplo 


Tetraedro 


Um tetraedro é determinado por três vetores de borda a, b, e, conforme indicado na Fig. 192. Encontre seu volume quando a = [2, 0, 3], 
b = [0, 4, 1] e c = [5, 6, 0]. 


Solução. O volume V do paralelepípedo com esses vetores como vetores de borda é o módulo do produto escalar triplo 


2 0 3 
4 1 0 


(a b ©0=]|0 4 1|=2 +3 


4 
= -12 — 60 = —72. 
6 0 5 6 


5 6 0 


Fig. 192. Tetraedro 
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Logo, V = 72. O sinal negativo indica que, se as coordenadas são orientadas segundo a regra da mão direita, o trio a, b, c é orientado segundo 
a regra da mão esquerda. O volume do tetraedro é do volume do paralelepípedo (você pode provar isso?), logo, ele é igual a 12. 
Você pode esboçar o tetraedro, escolhendo a origem como ponto inicial comum dos vetores? Quais são as coordenadas dos quatro vérti- 


ces? 


Este é o fim da álgebra vetorial (no espaço R? e no plano). O cálculo vetorial (derivação) começará na próxima 


seção. 


PROBLEMAS PROPOSTOS 9.3 


1-20 


PRODUTO VETORIAL, PRODUTO ESCALAR TRIPLO 


Com relação às coordenadas cartesianas dextrogiras, considere a = 
[1, 2, 0], b = [3, 4, 0], e = [3, 5, 2] e d = [6, 2, -3]. Mostrando os 
detalhes do que fizer, encontre: 


aXxbbxa 2.axel|axc 


„a° 


.(a+b)xcaxc+bxe 
«(c+d)xd,cxd 
. 2a x 3b, 3a x 2b, 6a x b 


bxc+exb 


. a°(b x ¢), (a x b)ºc 

. (a + b) x (b +a) 

. (a X b)"(c x d), (b x a)" (d x c) 
. (a Xb) Xx c,ax (bxc) 
«dxe|dxc 
«(a+b)x (c + d) 
.a X(b+c-d) 
jk ko 
.G0+j j+k k>+i) 
. (b x od, be(c x d) 
. (a b d), 
. (a+b b+c c+d) 

. (a-c b-c c) (a b c) 
. (4a 3b 2c),24(b c a) 


. Que propriedades da multiplicação vetorial são ilustradas pelos 


c x d| 


> 


(a b d)l,(b a d) 


Problemas 1, 3, 8, 10? 


. Forneça os detalhes das provas de (4) e (5). 
. Forneça os detalhes das provas de (6) e (11). 
. PROJETO DE EQUIPE. Fórmulas Úteis para Dois ou Mais 


Vetores. Prove (12)-(16), que são fregiientemente utilizadas em 
trabalhos práticos, e ilustre cada fórmula com dois exemplos. 
Sugestões. para (13), escolha coordenadas cartesianas de forma 
que d = [d,, 0, 0] e e = [c,, co, 0]. Mostre que cada lado de (13) 
é igual a [—b2cad,, b¡cod;, 0] e justifique por que os dois lados são 
entáo iguais num sistema qualquer de coordenadas cartesianas. 
Para (14) e (15), utilize (13). 
A fórmula (15) é chamada de identidade de Lagrange. 


12) Jaxb|= Vía-axb+b) — (ab? 
(13) b x (c x d) = (b-d)c — (b-c)d 
(14) (ax b) x (c xd) 


=(a b dc-(a b od 


(15) (a x b)-(c x d) = (aco(bed) — (a-d)(b-c) 


(a b o=(b ca =(c a b 
(16) 
=-(c b a=-(a c b) 
25-28 | MOMENTO DE UMA FORÇA 


Encontre o vetor momento m e o momento m de uma força p em torno 
do ponto Q quando p atua sobre uma reta passando por A. 


25. 
26. 
27. 
28. 
29. 


30. 


p = [4, 4, 0], Q: (2, 1, 0), A: (0, 3, 0) 

p = [0, 0, 5], Q: (3, 3, 0), A: (0, 0, 0) 

p = [1, 2, 3], Q: (0, 1, 1), A: (1, 0, 3) 

p = [4, 12, 8], Q: (3, 0, 5), A: (4, 3, 7) 

(Rotação) Uma roda encontra-se girando ao redor do eixo y com 
uma velocidade angular w = 10 s!. A rotação adquire o sentido 
horário para quem olha da origem na direção positiva do eixo y. 
Encontre as velocidades escalar e vetorial no ponto (4, 3, 0). 
(Rotação) No Problema 29, quais são as velocidades escalar e 
vetorial no ponto (4, 2, -2) se a roda gira ao redor da reta y = x, 
z = 0 com o = 5 s? 


APLICAÇÕES GEOMÉTRICAS 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


(Paralelogramo) Encontre a área se os vértices são (2, 2), (9, 2), 
(10, 3), (3, 3). 

(Paralelogramo) Encontre a área se os vértices são (3, 9, 8), (0, 
5, 1), El, 3, 3), (2, 1, 4). 

(Triângulo) Encontre a área se os vértices são (1, 0, 0), (0, 1, 0), 
(0, 0, 1). 

(Triângulo) Encontre a área se os vértices são (4, 6, 5), (4, 9, 5), 
(8, 6, 7). 

(Plano) Encontre um vetor normal e uma representação do plano 
que passa pelos pontos (4, 8, 0), (0, 2, 6), (3, 0, 5). 

(Plano) Encontre o plano que passa pelos pontos (2, 1, 3), (4, 4, 
5), (1, 6, 0). 

(Paralelepípedo) Encontre o volume do paralelepípedo determi- 
nado pelos vértices (1, 1, 1), (4, 7, 2), (3, 2, 1), (5, 4, 3). 
(Tetraedro) Encontre o volume do tetraedro com os vértices (0, 
2, 1), (4, 3, 0), (6, 6, 5), (4, 7, 8). 

(Dependência linear) Para qual valor de c os vetores [9, 1, 2], 
[-1, c, 5], [4, c, 5] são linearmente dependentes? 

PROJETO ESCRITO. Aplicações de Produtos Vetoriais. Sin- 
tetize as mais importantes aplicações que foram discutidas nesta 
seção e forneça alguns exemplos simples. Não apresente provas. 
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9.4 Funções e Campos Escalares e Vetoriais. Derivadas 


EXEMPLO 


EXEMPLO2 


Começaremos agora a tratar do cálculo vetorial, que envolve dois tipos de funções, a saber, as funções vetoriais, 
cujos valores são vetores 


v=v(P) = [v,(P), vaP), vP)] 
dependentes dos pontos P no espaço, e as funções escalares, cujos valores são escalares 


f = FP) 


dependentes de P. Aqui, P é um ponto no domínio de definição, que nas aplicações é um (tridimensional) domínio, 
superfície ou curva no espaço. Dizemos que uma função vetorial define um campo vetorial, e que uma função 
escalar define um campo escalar nesse domínio, superfície ou curva. As Figs. 193—196 mostram exemplos de 
funções vetoriais. Exemplos de campos escalares são o campo de temperatura num corpo ou o campo de pressão 
do ar na atmosfera terrestre. As funções vetoriais e escalares podem também depender do tempo £ ou de alguns 
outros parâmetros. 


Notação. Se introduzirmos as coordenadas cartesianas x, y, z, então ao invés de v(P), poderemos também escrever 


v(x, y, 2) = [vix y, z) Vax, y, Z) VŒ, y, z)], 


Xx 


Fig. 193. Campo de vetores tangentes a uma curva Fig. 194. Campo de vetores normais a uma superfície 


porém, devemos ter em mente que as componentes dependem da escolha do sistema de coordenadas, ao passo 
que um campo vetorial que tem um significado físico ou geométrico deve ter o módulo e a diregáo dependendo 
somente de P, e não dessa escolha. Algo similar ocorre com o valor de um campo escalar f(P) = fx, y, 2). 


Funcáo Escalar (Distáncia Euclidiana no Espaco) 

A distância f(P) de um ponto P qualquer até um ponto fixo Po no espaço é uma função escalar cujo domínio de definição é o espaço inteiro. 
KP) define um campo escalar no espaço. Se introduzirmos um sistema de coordenadas cartesianas e se P, tiver as coordenadas Xo, Yo» Zo» 
então f será dada pela conhecida fórmula 


FP) = $0 y, 2) = VA = Xo)? + (y — Yo)? + (2 — zo)? 


onde x, y, z sáo as coordenadas de P. Se substituirmos o sistema dado de coordenadas cartesianas por um outro resultante de uma translagáo e 
rotação do primeiro sistema, então os valores das coordenadas de P e P) em geral se alteram, porém f(P) terá o mesmo valor de antes. Logo, 
RP) é uma função escalar. Os cossenos diretores da reta que passa por P e P, não são escalares, pois seus valores dependem da escolha do 
sistema de coordenadas. E 


Campo Vetorial (Campo de Velocidade) 


Num instante qualquer, os vetores velocidade v(P) de um corpo B em rotação constituem um campo vetorial, chamado de campo de velo- 
cidade da rotação. Se introduzirmos um sistema de coordenadas cartesianas com a origem no eixo de rotação, então (veja o Exemplo 5 da 
Seção 9.3) 


(1) vx, y, z) =wXr=w X [x,y,z] =w X (xi + yj + zk) 


onde x, y, z são as coordenadas de um ponto P qualquer de B no instante em consideração. Se as coordenadas são tais que o eixo z é o eixo 
de rotação e w aponta para a direção positiva do eixo z, então w = wk e 


i j k 


v=|0 0 w œ| -y, x, 0] = o(—yi + xj). 


x y z 
A Fig. 195 mostra um exemplo de um corpo rotativo e seu correspondente campo de velocidade. E 
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eis 


Fig. 195. Campo de velocidades de um corpo em rotação 


EXEMPLO -3 Campo de Velocidade (Campo de Força, Campo Gravitacional) 


Consideremos uma partícula A de massa M que esteja fixa num ponto P, e que uma partícula B de massa m tenha a liberdade de ocupar 
diversas posições P no espaço. Então, A atrai B. De acordo com a lei da gravitação de Newton, a força gravitacional p correspondente é 
direcionada de P a Po, e seu módulo é proporcional a 1/r2, onde r é a distância entre P e Py, digamos, 


c 
(2) lp| = = c = GMm. 
r 


Aqui, G = 6,67:10% cm?/(gm's?) é a constante gravitacional. Logo, p define um campo vetorial no espaço. Se introduzirmos coordenadas 
cartesianas de tal forma que P, tenha as coordenadas Xo, Yo, Zo € P tenha as coordenadas x, y, z, então, pelo teorema de Pitágoras, 


r= Va Y +Y- + (2 - 2? (= 0. 
Admitindo que r > O e introduzindo o vetor 


r= [x= xo yY yo Z Zo] == xoi + (y — yoj + Z -— zok, 


temos |r| = r, e (-1/r)r é um vetor unitário na direção de p; o sinal negativo indica que p está direcionado de P para P, (Fig. 196). Disso e 
de (2), obtemos 


A 
P = |p r r3 ER ER r3 
(3) 
EU pe o ak 
r? rê r? 
Essa função vetorial descreve a força gravitacional agindo em B. a 
P 
N P 
e. es» 0 <—s <0 
í X 


$ 


Fig. 196. Campo gravitacional do Exemplo 3 


Cálculo Vetorial 


Mostremos a seguir que os conceitos básicos do cálculo — convergência, continuidade e derivabilidade — podem ser 
definidos para as funções vetoriais de uma maneira simples e natural. O caso mais importante aqui é a derivação. 


Convergência. Dizemos que uma seqiiéncia infinita de vetores am, n = 1, 2, - -, é convergente se existir um 
vetor a tal que 


n 


a é chamado de vetor-limite dessa sequência e escrevemos 


(5) lim am = a. 


n—o00 
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DEFINIÇÃO 


Sendo dadas as coordenadas cartesianas, essa seqiiéncia de vetores convergirá para a se e somente se as três 
sequências das componentes dos vetores convergirem para as correspondentes componentes de a. Deixamos essa 
prova simples para o estudante. 

De forma similar, dizemos que uma função vetorial v(t) de uma variável real t possui o limite 1 à medida que 
t se aproxima de tọ, se v(t) for definida em alguma vizinhança de tọ (possivelmente exceto em fp) e se 


(6) tim [v(t) -| = 0. 
Então, escrevemos 
(7) lim v(t) =1, 


Aqui, uma vizinhança de ty é um intervalo (segmento) no eixo t contendo tọ como um ponto interior (e não como 
uma extremidade). 


Continuidade. Dizemos que uma função vetorial v(t) é contínua em t = tọ se ela é definida em alguma vizinhança 
de fọ (incluindo o próprio tp!) e se 


(8) lim v(t) = v(to). 
t>to 
Se introduzirmos um sistema de coordenadas cartesianas, podemos escrever 


vA) = [o,(t), valo), vd] = v (Ni + vDj + vx(0k. 


Então, v(t) é contínua em £ se e somente se suas três componentes são contínuas em fo. 
Enunciaremos agora a mais importante dessas definições. 


Derivada de uma Função Vetorial 


Dizemos que uma função vetorial v(t) é derivável num ponto t se o seguinte limite existe: 


(9) v'® = lim vt + Ab -vO l 


At>0 At 


Esse vetor v'(t) é chamado de derivada de v(t). Veja a Fig. 197. 


UNO 
varo / eS 
E dá 
A 
S — v(t) 


Fig. 197. Derivada de uma função vetorial 


Em componentes relativas a um dado sistema de coordenadas cartesianas, 


(10) vO = [o(0, vo, vO]. 


Logo, a derivada v'(t) é obtida derivando-se cada componente separadamente. Por exemplo, se v = [t, 2, 0], 
então v’ = [1, 21, 0]. 

A Equação (10) decorre de (9) e vice-versa, pois (9) é uma “forma vetorial” da fórmula usual do cálculo pela 
qual se define a derivada de uma função de uma variável simples. [A curva na Fig. 197 é o local correspondente 
aos pontos terminais que representam v(t) para valores da variável independente num intervalo contendo fe t + 
At em (9)]. Em decorrência disso, as regras familiares de derivação continuam a vigorar para a derivação das 
funções vetoriais, como, por exemplo, 


(cv) = cv' (c constante), 
uty =u' + v' 


e, em particular, 
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EXEMPLEO-4 


EXEMPLO-5 


(11) (uv)! = u'ev+ uev’ 
(12) (uxw' =u xv+uxv' 
(13) u vw =(u” vwW+r(u v wW+(u vw). 


A prova simples disso é deixada para o estudante. Em (12), observe cuidadosamente a ordem dos vetores, pois a 
multiplicação vetorial não é comutativa. 


Derivada de uma Função Vetorial de Comprimento Constante 


Consideremos que v(t) seja uma função vetorial cujo comprimento é constante, digamos, |v(?)| = c. Então, |v2 = vev = c? e (vev)' = 2vev' = 0, 
por derivação [veja (11)]. Isso fornece o seguinte resultado. A derivada de uma função vetorial v(t) de comprimento constante é ou o vetor 
nulo ou é perpendicular a v(t). E 


Derivadas Parciais de uma Funcáo Vetorial 


Nossa presente discussão mostra que a derivação parcial de funções vetoriais de duas ou mais variáveis pode ser 
introduzida da seguinte maneira. Suponha que as componentes de uma função vetorial 


v=[v, vo Uz] = vi + Vaj + uk 


sejam funções deriváveis de n variáveis f,,* * *, t,- Então, a derivada parcial de v em relação a t,, é representada 
por dv/0t,, e é definida como a função vetorial 
oV 901, ðVə . OU 
= =i+2j+ k. 
dtm al It dm 


De forma similar, as derivadas parciais segundas são 


vv uo. dv, . vz 


= i + + 
att 0tot, at, ðt, J otot 
e assim por diante. 
Derivadas Parciais 
. 7 ər E . or 
Façamos r(t,,t,) = a cost, i+asent,j + tok. Então dia za sent, i+acost,j e JE k. E 
1 2 


Várias aplicações físicas e geométricas das derivadas de funções vetoriais serão discutidas nas próximas seções 
e no Capítulo 10. 


PROBLEMAS PROPOSTOS 9.4 


1-6 CAMPOS ESCALARES (e) e” sen y (£) e? cos 2y 


Determine as isotermas (curvas de temperatura T constante) dos cam- (g) x! — 6x%y? + y* (h) x? — 2x — y? 


pos de temperatura no plano dados pelas seguintes funções escalares. 
Esboce algumas isotermas. 


9-14| CAMPOS ESCALARES NO ESPAÇO 


Que tipo de superfícies são as superfícies de nível f(x, y, z) = const.? 


1. T = xy 2. T = 4x — 3y per ; 

3. T= y2- x 4. T = xI(2 + y?) 9. f = x? + y? + 4z 10. f = x2 + 4y 
= 2 2 = 2 

5. T = yi + y?) 6. T = x? — y? + 8y 11. f=z- Vx? + y 12. f = 4y?-2 


7. (Isóbaras) Para o campo de pressão f(x, y) = 9x2 + 16y?, encontre 
as isóbaras fíx, y) = const., a pressão em (4, 3), (2, 2), (1, 5), e 
a regiáo na qual a pressáo se encontra entre 4 e 16. 


13. f = 4x + 3y — 5z 14. f = z — x? — 4y? 


15-20 | CAMPOS VETORIAIS 


8. PROJETO DE ÁLGEBRA COMPUTACIONAL. Campos Esboce figuras similares à Fig. 196. 


Escalares no Plano. Esboce ou faça um gráfico das isotermas 15. v =i- j 16. v = yi + xj 
dos seguintes campos e descreva com o que eles se parecem. 17. v=i+ 0 18. v = xi + yj 
(a) x? — 4x — y (b) xy — y?/3 19. v = yi — xj 


(c) cos x senh y (d) sen x senh y 20. v = (x— yYi+ (x+ y)j 
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21. Prove (11)-(13). Dé dois exemplos para cada fórmula. 


21-25] DERIVAÇ ÃO 24. Encontre as derivadas parciais primeiras de [sen x cosh y, cos x 


senh y] e [e” cos y, e” sen y]. 
25. PROJETO ESCRITO. Derivacáo de Funcóes Vetoriais. Sinte- 


22. Encontre a primeira e a segunda derivadas de [4 cos 1, 4 sen 1, 21]. tize as idéias e fatos essenciais sobre esse assunto e fornega seus 
23. Encontre as derivadas parciais primeiras de [4x?, 922, xyz] e [yz, próprios exemplos. 
zx, xy]. 


9.5 Curvas. Comprimento de Arcos. Curvatura. Torsáo. 


EXEMPLO 


Uma aplicação bastante importante do cálculo vetorial refere-se às curvas (vistas nesta seção) e às superfícies 
(Seção 10.5), bem como ao seu uso em física e geometria. Esse campo é chamado de geometria diferencial e 
tem um papel relevante na mecânica, na engenharia (tanto na de modelagem tradicional quanto na realizada por 
computadores), na geodésia e na geografia, em viagens espaciais e na teoria da relatividade (veja as Refs. [GR8] 
e [GR9] no Apêndice 1). 

Curvas C no espaço podem ocorrer como trajetórias de corpos em movimento. Essa e outras aplicações moti- 
vam as representações paramétricas com um parâmetro +, que pode ser o tempo ou alguma outra grandeza 
(veja a Fig. 198). 


(1) r) = kO, yO, 20] =x0i + yOj + zk. 


K 
g y 
a y 
Fig. 198. Representação paramétrica de uma curva 


Aqui x, y, z são coordenadas cartesianas (as coordenadas retangulares usuais; veja a Seção 9.1). Para cada valor 
t = tọ existe um ponto correspondente de C com o vetor posição r(tọ), ou seja, com as coordenadas x(to), y(tp), 
Z(to). 

As representações paramétricas (1) têm uma vantagem crucial sobre as representações da curva C feitas em 
termos de suas projeções sobre os planos xy e xz, qual seja, 


(2) y = f&), z = 80) 


(ou por um par de equações com y ou com z como as variáveis independentes). A vantagem é que, em (1), as 
coordenadas x, y, z desempenham o mesmo papel: todas as três são variáveis dependentes. Além disso, o sentido 
de incremento de t, chamado de sentido positivo em C, induz uma orientação de C, uma direção do movimento 
ao longo de C. Por outro lado, o sentido de decréscimo de t é então chamado de sentido negativo em C, sendo 
dado por (1). 


Círculo 


O círculo 12 + y? = 4, z = 0 no plano xy com o centro O e raio 2 pode ser representado parametricamente por 


r(t) = [2 cos t, 2 sen t, 0] ou simplesmente por r(t) = [2 cos t,2 sen t] (Fig. 199) 


onde 0 < 1 < 27. Com efeito, x? + y? = (2 cost)? + (2 sen 1)? = 4(cos? t + sen? t) = 4. Para t = 0, temos que r(0) = [2, 0] para t = im 
temos rr) = [0, 2], e assim por diante. O sentido positivo induzido por essa representação é o sentido anti-horário. 
Se substituirmos t por t* = —t, temos que t = —t* e chegamos a 


r*(t*) = [2 cos (—t*), 2 sen (—t*)] = [2 cos t*, —2 sen £*]. 


Isso inverteu a rotagáo, de modo que o círculo está agora orientado no sentido horário. El 


310 Parte B + Álgebra Linear. Cálculo Vetorial 


EXEMPLO-2 


EXEMPLO-3 


EXEMPLO 4 


Elipse 


A função vetorial 
(3) r(t) = [a cost, bsent, 0] =acost i+bsent j (Fig. 200) 


representa uma elipse no plano xy centrada na origem e com os eixos principais na direção dos eixos x e y. De fato, como cos? x + sen? x = 
1, obtemos de (3) 


x2 2 
E + 5 =, Z= 0: 
Se b = a, então (3) representa um círculo de raio a. E 
y 
Lt=;m) 
(t=) | y i 
(t=1) | =57) 
A < 
; LAOS, 

| o — 

(=0) LA 
(t=m) (=3m (t=0) 
Fig. 199. Círculo do Exemplo 1 Fig. 200. Elipse do Exemplo 2 


Linha Reta 


Uma linha reta L passando por um ponto 4 com o vetor posição a na direção de um vetor constante b (veja a Fig. 201) pode ser representada 
parametricamente na forma 


(4) r() =a + tb = [a + tb}, a + tbo, az + tb). 


Se b é um vetor unitário, suas componentes são os cossenos diretores de L. Nesse caso, |f| mede a distância dos pontos de L a A. Por exemplo, 
a linha reta no plano xy passando por A:(3, 2) e com inclinação 1 é (esboce-a) 


r(A = [3, 2, 01++[1, 1, 0=B+t 2+t O. E 


Fig. 201. Representação paramétrica de uma reta 


Uma curva plana é aquela situada sobre um plano no espaço. Uma curva não-plana é chamada de curva reversa. 
Um exemplo típico de uma curva reversa é o seguinte. 


Hélice Circular 


A curva reversa C representada pela função vetorial 
(5) r(t) = [a cost, asent, cf] =acosti+asentj+ctk (c # 0) 


é chamada de hélice circular. Ela se situa sobre o cilindro x? + y? = a2. Se c > 0, a hélice é moldada como um parafuso de orientação dex- 
trogira (Fig. 202). Se c < 0, ela é similar a um parafuso de orientação levogira (Fig. 203). Se c = 0, então (5) é uma circunferência. E 


N 


Fig. 203. Hélice circular 
orientada segundo a 
regra da mão esquerda 


Fig. 202. Hélice circular 
orientada segundo a 
regra da mão direita 
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Uma curva simples é aquela que náo tem pontos múltiplos, ou seja, náo tem pontos nos quais a curva se inter- 
cepta ou toca a si mesma. Circunferéncias e hélices sáo curvas simples. A Fig. 204 mostra curvas que náo sáo 
simples. Um exemplo disso é [sen 2t, cos t, 0]. Você pode esboçá-la? 

Um arco de uma curva é a porção entre dois pontos quaisquer dessa curva. Por simplicidade, chamamos de 
“curvas” tanto as curvas propriamente ditas quanto os arcos. 


>> es as Y 


Fig. 204. Curvas com pontos múltiplos 


Tangente a uma Curva 


A próxima idéia é fazer a aproximação de uma curva por linhas retas, o que leva às tangentes e à definição de 
comprimento. Uma tangente é uma linha reta que toca uma curva. A tangente a uma curva simples C num ponto 
P de C é a posição limite de uma reta L passando por P e por um ponto Q de C com Q aproximando-se de P ao 
longo de C. Veja a Fig. 205. 

Se C for dada por r(t), e P e Q corresponderem a t e t + At, então um vetor na direção de L será 


1 
(6) Tt [rt + At) — r(b)]. 


No limite, esse vetor torna-se a derivada 
(7) r'(t) = li ner E 
(D = in Ni [r ) = mOh 


desde que r(t) seja derivável, como suporemos de agora em diante. Se r'(1) + 0, dizemos que r'(t) é um vetor 
tangente a C em P, porque tem a direção da tangente. O vetor unitário correspondente é o vetor tangente uni- 
tário (veja a Fig. 205) 


(8) u= r’. 


Observe que tanto r' quanto u apontam para a direção de crescimento de t. Conseqüentemente, o sentido de ambos 
depende da orientação de C e fica invertido se invertermos a orientação da curva. 
Fica agora fácil observar que a tangente a C em P é dada por 


(9) q(w) =r + wr” (Fig. 206). 


Esta é a soma do vetor posigáo r de P com um múltiplo do vetor tangente r' de C até P. A variável w é o pará- 
metro em (9). 


C 


Fig. 205. Tangente a uma curva Fig. 206. Fórmula (9) para a tangente a uma curva 


EXEMPLO-5 Tangente a uma Elipse 
Encontre a tangente à elipse 1x? + y? = 1emP: (V2, 1/V2). 


Solucáo. A Equação (3) com os semi-eixos a = 2 e b = 1 fornece r(t) = [2 cos t, sen t]. A derivada é r'(t) = [2 sen t, cos t]. Ora, P 
corresponde a t = 7/4, pois 
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r(m/4) = [2 cos (7/4), sen (m/4)] = [v2, 1/V21. 
Logo, r'(71/4) = [-V2, 1/V2]. De (9), temos, portanto, a resposta 
aw) = [V2, 1/42] + wl-v2, 1/42] =[W241 - w, (UND + w). 


Para verificar o resultado, faga um esbogo ou um gráfico da elipse e da tangente. a 


Comprimento de uma Curva 


Estamos agora prontos para definir o comprimento / de uma curva. l será o limite dos comprimentos dos frag- 
mentos de linhas de n cordas (veja a Fig. 207, onde n = 5), com n sendo um número cada vez maior. Para isso, 
consideremos que r(t), a = t = b, represente C. Para cada n = 1, 2,- - - subdividimos (“partimos”) o intervalo 
a S t = b por pontos 


to (= a), ti, CR ba-1> La (= b), onde to < ti E A tn- 


Isso fornece uma linha fragmentada de cordas com as extremidades (to), * -, r(t,). Fazemos isso arbitrariamente, 
porém de modo que o maior |At,,| = |tm — tm-1] se aproxime de O quando n — œ. Os comprimentos l;, l,,* * - dessas 
cordas podem ser obtidos pelo teorema de Pitágoras. Se r(t) tem uma derivada contínua r'(t), pode-se mostrar que 
a seqiiência 1,, lo, : - tem um limite, o qual independe da escolha particular da representação de C e da escolha 
das subdivisões. Esse limite é dado pela integral 


b 

dr 
(10) L= [Vetor dt (e = S 
Dizemos que | é o comprimento de C e que C é retificável. A fórmula (10) é plausível para o cálculo com curvas 


planas e é demonstrada para curvas no espaço na Ref. [GR8] listada no Apêndice 1. Em geral, o cálculo prático 
da integral (10) é difícil de ser feito. Alguns casos simples serão dados na série de problemas propostos. 


Comprimento do Arco s de uma Curva 


O comprimento (10) da curva C é uma constante, um número positivo. Mas, se em (10), substituirmos o b fixo 
por uma variável £, a integral torna-se uma função de t, denotada por s(t) e chamada de função do comprimento 
do arco, ou simplesmente o comprimento do arco de C. Portanto, 


; f , , dr 
(11) s(t) = | vr er” dt (r = E). 


GE L A 


Fig. 207. Comprimento de uma curva 


Aqui, a variável de integração é representada por 7, pois t é agora usada no limite superior. 

Geometricamente, s(t9) com um tọ > a é o comprimento do arco de C entre os pontos com os valores para- 
métricos a e tọ. A escolha de a (o ponto s = 0) é arbitrária; uma mudança de a implica uma mudança de s por 
uma constante. 


Elemento Linear ds. Se derivarmos (11) e elevarmos ao quadrado, teremos 


(12) E J dr dr OP = Es] | (2 i | (5). 
dt dt dt dt dt dt 

Isso é costumeiramente escrito como 

(13*) dr = [dx, dy, dz] = dxi + dyj + dz k 

e 

(13) ds? = dredr = dx? + dy? + de. 


ds é chamado de elemento linear de C. 
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EXEMPLO-6 


EXEMPLO 7 


Comprimento do Arco como um Parâmetro. O uso de s em (1) ao invés de um £ arbitrário simplifica diversas 
fórmulas. Para o vetor tangente unitário (8), obtemos simplesmente 


(14) u(s) = r'(s). 


Com efeito, em (12), |r'(s)] = (ds/ds) = 1 mostra que r'(s) é um vetor unitário. Simplificações ainda maiores, 
conseguidas usando-se s, ocorrem em casos de curvatura e torsão (a seguir). 


Hélice Circular. Círculo. Comprimento do Arco como Parâmetro 


Em (5), a hélice r(t) = [a cos t, a sen t, ct] tem como derivada r'(t) = [-a sen t, a cos t, c]. Portanto, r'* r' = a? + c? é uma constante, que 
representaremos por K?. Logo, o integrando em (11) é constante, sendo igual a K, e a integral é s = Kt. Assim, t = s/K e a representação da 
hélice com o comprimento do arco s como parâmetro é 


15 rs) = e (2 a E aan a K =Va? +? 
(15) (S) K cos q, sen y > K A = A 


Obtemos um círculo se fizermos c = 0. Então, K = a, t = s/a, e uma representação com o comprimento do arco s como parâmetro é 


eg ="(5) [on 5, omni m 
r*(s) =r = | à cos , asen— |. 
a a a 


Curvas em Mecánica. Velocidade. Aceleração. 


As curvas desempenham um papel fundamental em mecânica, onde elas podem representar trajetórias de cor- 
pos em movimento. Nesse caso, uma curva C deve ser representada por uma representação paramétrica r(£), 
tendo o tempo t como parámetro. O vetor tangente a C (7) é então chamado de vetor velocidade v, pois, sendo 
tangente, seus pontos na direção instantânea de movimento e seu comprimento fornecem a velocidade escalar 
lv| = [r'] = Vr! «r” = ds/dt, veja (12). A derivada segunda de r(t) é chamada de vetor aceleração, sendo repre- 
sentada por a. Seu módulo |a| é chamado de aceleração do movimento. Portanto, 


(16) vÀ =r'(0, al) = vt) =r"0. 


Acelerações Tangencial e Normal. Enquanto o vetor velocidade é sempre tangente à trajetória do movimento, 
o vetor aceleração em geral terá outra direção, de modo que assumirá a forma 


(17) a = atan + Anorm> 


onde o vetor aceleração tangencial a,,, é tangente à trajetória (ou, algumas vezes, 0) e o vetor aceleração 
normal a,,,m é normal (perpendicular) à trajetória (ou, algumas vezes, 0). 
As expressões para os vetores em (17) são obtidas de (16) pela regra da cadeia. Primeiramente, temos 


W= dr dr ds | us) ds 
dt ds dt dt 
onde u(s) é o vetor tangente unitário (14). Outra derivação fornece 
ao asd e) e (0 cg 
dt dt dt ds \dt dt? 


Como o vetor tangente u(s) tem módulo constante (unitário), sua derivada du/ds é perpendicular a u(s) (pelo 
Exemplo 4 da Seção 9.4). Logo, o primeiro termo à direita em (18) é o vetor aceleração normal, e o segundo 
termo à direita é o vetor aceleração tangencial, de modo que (18) assume a forma (17). 

Ora, o módulo de ay, é a projeção de a na direção de v, dado por (11) da Seção 9.2 com b = v; ou seja, [aan] 
= aºv/|v|. Logo, atan é essa expressão multiplicada pelo vetor unitário (1/|v|)v na direção de v; ou seja, 

a.v e 

(18%) Atan = y v. Além disso, Anorm = A — atan- 

Consideremos dois exemplos básicos, envolvendo as acelerações centrífuga e centrípeta e a aceleração de 
Coriolis, como ocorre, por exemplo, nas viagens espaciais. 


Aceleração Centrípeta. Força Centrífuga 


A função vetorial 


r(t) = [R cos wt, R sen wt] = R cos wti + R sen wt j (Fig. 208) 
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(com i e j fixos) representa um círculo C de raio R com centro na origem do plano xy e descreve o movimento de um pequeno corpo B no 
sentido anti-horário ao redor do círculo. A derivação fornece o vetor velocidade 


v=r'=[-Ro sen wt, Ro cos wt] = —Ro sen wti + Ro cos wt j (Fig. 208). 


v é tangente a C. Seu módulo, que é a velocidade escalar, vale 


Il 
= 

. 
E 

Il 
poj 
e 


M| = r'| 


Fig. 208. Aceleração centrípeta a 


Logo, ele é constante. A velocidade escalar dividida pela distância R até o centro é chamada de velocidade angular. Ela é igual a w, de modo 
que é constante também. Derivando o vetor velocidade, obtemos o vetor aceleração 


(19) a = v' = [-Ro? cos wt, —Rw? sen wf] = —Rw? cos wti — Rw? sen wt j. 


Isso mostra que a = — w?r (Fig. 208), de modo que existe uma aceleração voltada para o centro, chamada de aceleração centrípeta do 
movimento. Isso ocorre porque o vetor velocidade tem sua direção alterada a uma taxa constante. Seu módulo é constante, |a| = w?|r| = w?R. 
Multiplicando a pela massa m de B, temos a força centrípeta ma. O vetor oposto -ma é chamado de força centrífuga. A cada instante, 
essas duas forças estão em equilíbrio. 

Vemos que, nesse movimento, o vetor aceleração é normal (perpendicular) a C; logo, não há aceleração tangencial. a 


Superposicáo de Rotacóes. Aceleracáo de Coriolis 


Um projétil está se movendo com velocidade constante ao longo do meridiano da Terra em rotação da Fig. 209. Encontre sua aceleração. 


Fig. 209. Exemplo 8. Superposição de duas rotações 


Solução. Consideremos um sistema de coordenadas cartesianas x, y, z fixo no espaço, com os vetores unitários i, j, k nas direções dos 
eixos coordenados. Consideremos também a Terra, juntamente com um vetor unitário b, girando ao redor do eixo z com a velocidade angular 
w > O (veja o Exemplo 7). Como b encontra-se girando juntamente com a Terra, ele tem a forma 


b(t) = cos wti + sen wt j. 


Consideremos que o projétil está se movendo ao longo do meridiano, cujo plano é definido por b e k (Fig. 209), com uma velocidade angular 
constante y > O. Então, seu vetor posição em termos de b e k é 


r(t) = R cos yt b(t) + R sen yt k (R = Raio do globo). 


Este é o modelo. O restante são os cálculos. O resultado será inesperado e altamente relevante para as viagens aéreas e espaciais. A primeira 
e a segunda derivadas de b em relação a t são 
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b'(t) = —w sen wti + w cos wt j 


(20) 


2 


b(t = —w? cos wti — w? sen øt j = —w?b(0. 


A primeira e a segunda derivadas de r(t) em relação a t são 
v=r()=Rcosytb' — yR sen yt b + yR cos yt k 
(21) a = vw! = R cos yt b” — 2yR sen yt b' — y?R cos yt b — y?R sen yt k 
= R cos yt b” — 2yR sen yt b' — y?r. 


Por analogia com o Exemplo 7 e devido ao fato de que b” = —w?b em (20), concluímos que o primeiro termo em a (envolvendo w em b”!) é 
a aceleração centrípeta devida à rotação da Terra. De forma similar, o terceiro termo na última linha (envolvendo y!) é a aceleração centrípeta 
devida ao movimento do projétil sobre o meridiano M da Terra em rotação. 

O segundo termo de a, inesperado e igual a 2yR sen yt b”, é chamado de aceleração de Coriolis? (Fig. 209), sendo devido à interação 
entre as duas rotações. No Hemisfério Norte, sen yt > O (para £ > 0; além disso y > O por suposição), de modo que a acor tem a direção de 
—b’, isto é, oposta à rotação da Terra. O módulo |a.or| é máximo no Pólo Norte e zero no Equador. O projétil B de massa mọ experimenta 
uma força —Moacor Oposta a Moacor, que tende a fazer com que B se desvie de M para a direita (e, no Hemisfério Sul, onde sen yt < 0, para 
a esquerda). Esse desvio é observado em mísseis, foguetes, projéteis e em correntes de ar atmosférico. 


Curvatura e Torsão. Opcional 


Esta parte opcional da seção completa nossa discussão sobre as curvas do ponto de vista do cálculo vetorial. 

A curvatura k(s) de uma curva C: r(s) (s é o comprimento do arco) num ponto P de C mede a taxa de alte- 
ração de |u’(s)| do vetor tangente unitário u(s) em P. Logo, k(s) mede, em P, o desvio de C em relação a uma 
linha reta (a tangente à curva em P). Como u(s) = r'(s), a definição é 


(22) K(s) = |u(9] = |r"(9)| C = dids). 


A torsáo T(s) de C em P mede a taxa de alteração do plano osculante O (o plano dado por u e u’, veja a Fig. 
210) de C em P. Logo, t(s) mede, em P, o desvio de C em relação ao plano (medido de O até P). Ora, a taxa de 
alteração é também medida pela derivada b’ de um vetor normal b em O. Pela definição de produto vetorial, um 
vetor normal unitário de O é b = u X (1/k)u’ =u X p, onde p = (1/k)u’ é chamado de vetor normal principal 
unitário e b é chamado de vetor binormal unitário de C em P; veja a Fig. 210. Aqui, precisamos supor que 
K % 0; logo, k > 0. O valor absoluto da torsão é agora definido por 


(23*) Ir(s)] = b'o). 


Binormal 


Plano normal 


Plano retificante b 


/ 


e u 
ROY : 
qa | Plano osculante 


Fig. 210. Triedro. Vetores unitários u,p,b e planos 


Visto que k é náo-negativo, é pratico atribuir à torsão um sinal, que é dado conforme a orientação, seja dextrogira 
ou levogira (veja as Figs. 202 e 203). Isso exige um pequeno cálculo adicional. Como b é um vetor unitário, ele 
possui módulo constante. Logo, b’ é perpendicular a b (veja o Exemplo 4 da Seção 9.4). Agora, b’ também é 
perpendicular a u, pois, pela definição de produto vetorial, temos que beu = 0, bºu” = 0. Isso implica que 


3 GUSTAVE GASPARD CORIOLIS (1792-1843), engenheiro francês que realizou pesquisas em mecánica. 
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beu)" = 0; 


que é, 


b'u+beu' =b'u+0-0. 


Logo, se em P, b’ + 0, ele necessariamente tem a direção de p ou de —p, de modo que deve ser da forma b’ = 
—Tp. Tomando o produto escalar disso por p e usando pº p = 1, temos 


(23) 


t(s) = —=p(s)*b' (9). 


O sinal negativo é escolhido de modo a fazer com que a torsão seja positiva para uma hélice dextrogira e negativa 
para uma hélice levogira (Figs. 202 e 203). O trio de vetores ortonormais u, p, b é chamado de triedro de C. A 
Fig. 210 também mostra os nomes das três linhas retas nas direções de u, p, b, que são as interseções do plano 
osculante, do plano normal e do plano retificante. 


1-10 | REPRESENTAÇÕES PARAMÉTRICAS 

Encontre uma representação paramétrica das seguintes curvas. 
1. Círculo de raio 3, centro (4, 6) 

. Reta passando por (5, 1, 2) e (11, 3, 0) 

. Reta passando por (2, 0, 4) e (3, 0, 9) 

. Reta y = 2x + 3, z = 7x 


. Círculo y? + 4y + 2=5,x=3 

. Elipse x2 + y? =1,z=y 

. Reta passando por (a, b, c) e (a + 3, b — 2, c + 5) 
. Intersegáo de x + y — z = 2, 2x — 5y +z = 3 


© 9 Al A UN Eh y nn 


í 2 - 
. Círculo 1 +y2=1,2=y 


Jn 
© 


. Hélice x? + y? = 9, z = 4 arctan (y/x) 


11-18 | Que curvas são representadas pelas expressões a seguir? 


11. [2 + r cos 41, 6 + r sen 4t, 2t] 

12. [4 — 2t, 81, —3 + 5t] 

13. [2 + cos 3t, —2 + sen 31, 5] 

14. [x, 12, t°] 

15. [Vcost, Vsent, 0] (“Curva de Lamé” ) 
16. [cosh t, senht, 0] 

17. [t, 1/t, 0] 

18. [1,5 + t, -5 +11] 


19. Mostre que, quando se faz t = —f*, inverte-se a orientação de [a 
cos t, a sen t, 0]. 


20. No Problema. 12, se fizermos t = e? temos a linha inteira? Expli- 
que. 

21. PROJETO DE ÁLGEBRA COMPUTACIONAL. Curvas. 
Represente graficamente as seguintes curvas, mais complicadas. 
(a) r(t) = [2 cos t+ cos 2t, 2 sen t — sen 21] (hipociclóide de Stei- 
ner) 
(b) r(t) = [cos t+ k cos 2t, sen t — k sen 2t] com k = 10,2,1, i 
0, 2, —1 

(c) r(t) = [cos £, sen 51] (uma curva de Lissajous) 

(d) r(A = [cos £, sen kt]. Para quais k's ela será fechada? 


(e) r(t) = [R sen wt + wRt, R cos wt + R] (ciclóide). 


22-25 | TANGENTE 


Dada uma curva C: r(£), encontre um vetor tangente r'(t), um vetor 
tangente unitário u'(?) e a tangente de C a P. Esboce a curva e a 
tangente. 

22. r© = [t, t?, o), 
23. r(t) = [5 cost, 5 sent, 0], 


P: (2,4, 0) 
P: (4, 3, 0) 


PROBLEMAS PROPOSTOS 9.5 


24. r(t) = [3 cost, 
25. r(t) = [cosht, 


4t], P:(3,0,87) 


PÉS 


3 sent, 
senh t], 


26-28 | COMPRIMENTO 


Encontre o comprimento e esboce a curva. 

26. Hélice circular r(t) = [2 cos t, 2 sen t, 6f] de (2, 0, 0) a (2,0, 
247) 

27. Catenária r(t) = [t, cosh ] det=0a t=1 

28. Hipociclóide r(t) = [a cos? t, a sen? t], comprimento total 


b 
29. Mostre que (10) implica que € = f Vi + y'2 dx para o com- 


primento da curva plana C: y = fx), z= 0,a S x S b. 


30. As coordenadas polares p = VX? + y?, 0 = arctan (y/X) for- 
necem € = f V p? + p'2d6, onde p' =dp/d6. Demonstre isso 


e use o resultado para encontrar o comprimento total da car- 
dióide p = a(l — cos 0). Esboce essa curva. Sugestão: use (10) 
do Apéndice 3.1. 

31. PROJETO DE ÁLGEBRA COMPUTACIONAL. Represen- 
tacóes Polares. Use seu aplicativo computacional para plotar as 
seguintes famosas curvas? e investigue suas formas, que depen- 
dem dos parámetros a e b. 


p= a0 Espiral de Arquimedes 


p= ae” Espiral logarítmica 
2a sen? 6 
p= LL cissóide de Diocles 
cos 0 
a 
p= +b Conchóide de Nicomedes 
cos 6 


p= a/0 Espiral hiperbólica 
3a sen 20 


= —=3 5 3, Fólio de Descartes 
cos? 0 + sen? 0 


sen 36 
en 20 


p=2acos0+b Caracol de Pascal 


p=2a Trissetriz de Maclaurin 


4 Que receberam o nome de ARQUIMEDES (c. 287-212 a.C.), DESCARTES 
(Seção 9.1), DIOCLES (200 a.C.), MACLAURIN (Seção 15.4), NICOME- 
DES (250? a.C.), ÉTIENNE PASCAL (1588-1651), pai de BLAISE PASCAL 
(1623-1662). 
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32-34 


CURVAS EM MECÁNICA 


Velocidade e Aceleracáo. As forgas no movimento de objetos (como 
carros, aviões etc.) requerem que os engenheiros conheçam as corres- 
pondentes acelerações tangencial e normal. Encontre-as, juntamente 
com as velocidades vetorial e escalar, para os seguintes movimentos. 
Esboce também a trajetória. 


32. 
33. 
34. 
35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


r(t) = [4% —3t 0] 

r() = [f4 £, 0] 

r( = [cos t, 2sent, 0] 
(Ciclóide) Dada a equação 


r(t) = (R sen wt + wRt)i + (R cos wt + R)j. 


Essa ciclóide é a trajetória de um ponto na borda de uma roda de 
raio R que rola sem escorregar ao longo do eixo x. Encontre v e 
a nos valores máximos de y da curva. 


PROJETO DE ÁLGEBRA COMPUTACIONAL. Trajetórias 
de Movimentos. Transmissões de engrenagem e outras constru- 
ções de engenharia freqüentemente envolvem trajetórias compli- 
cadas, cujo estudo fica bastante facilitado pelo uso de aplicativos 
computacionais. Para ter uma idéia disso, faça um gráfico das 
seguintes trajetórias e encontre as velocidades vetorial e escalar, 
bem como as acelerações tangencial e normal. 

(a) r(t) = [2 cos t + cos 2t, 
de Steiner) 

(b) r(A = [cos t + cos 2t, 
(c) r(t) = [cos t, 
(d) r(t) = [ct cos t, (c 40) 

(Sole Terra) Encontre a aceleração com que a Terra é atraída pelo 
Sol, usando (19) e o fato de que a Terra efetua revoluções ao redor 


do Sol numa órbita praticamente circular e a uma velocidade quase 
constante de 30 km/s. 


(Terra e Lua) Encontre a aceleração centrípeta da Lua em direção 
à Terra, supondo que a órbita da Lua seja uma circunferência de 
raio igual a 239.000 milhas = 3,85 - 10% m e que o tempo de uma 
revolução completa seja de 27,3 dias = 2,36 - 108 s. 


2 sen t — sen 21] (Hipociclóide 
sen t — sen 21] 

cos 21] 
ct] 


sen 2t, 


ct sen t, 


(Satélite) Encontre a velocidade de um satélite esférico artificial 
viajando a uma altitude de 80 milhas acima da superfície terrestre, 
onde g = 31 ft/s2. (O raio da Terra é 3960 milhas.) 


9.6 Revisão de Cálculo : 
Funções de Várias Variáveis. Opcional 


As curvas envolveram funções vetoriais de uma única variável x ou s, e agora passaremos para as funções vetoriais 
de várias variáveis, começando com uma revisão de cálculo. Neste ponto, passe para a próxima seção, consul- 
tando este material somente quando necessitar. (O motivo de incluirmos esta pequena seção é o de manter este 
livro razoavelmente auto-suficiente. Sobre as derivadas parciais, veja o Apêndice A3.2.) 


Regras da Cadeia 


40. 


(Satélite) Um satélite move-se numa órbita circular a 450 milhas 
acima da superfície terrestre e completa uma revolução a cada 100 
min. Encontre a aceleração da gravidade na órbita, usando esses 
dados e o valor do raio da Terra (3960 milhas). 


CURVATURA E TORSÃO 


41. 
42. 


43. 


44. 


45. 


46. 


47. 


48. 


49. 


50. 


Mostre que um círculo de raio a tem a curvatura 1/a. 


Usando (22), mostre que, se C for representada por r(?) com t 
arbitrário, então, 


Var err" er!) = (r er"? 


(22*) 
(r' sr’)? 


k(t) = 


Usando (22*), mostre que, para uma curva y = f(x) no plano xy, 


ly] (y -2 ) 
yY =g E] 


(22**) a+ y a3n 
r” r” 


K(X) = 


Usando b = u X p e (23), mostre que 


(23**) t9 =u p p)=(r (k > 0). 


Mostre que a torsáo de uma curva plana (com k > 0) é identica- 
mente nula. 


Mostre que, se C for representada por r(f) com um parâmetro 
arbitrário f, então, supondo que x > O como antes, 


n Hr 


rn rr” 
reno”) Es (r' er"? . 


(234%) T(t) = 
Encontre a torsáo de C: r(t) = [t, £?, *] (que parece similar à curva 
da Fig. 210). 

(Hélice) Mostre que a hélice [a cos t, a sen t, cf] pode ser repre- 
sentada por [a cos (s/K), a sen (s/K), cs/K], onde K = V a? + (? 
e s é o comprimento do arco. Mostre que ela tem uma curvatura 
constante k = a/K? e uma torsão T = c/K?. 

No Problema 48, obtenha k e 7 de (22%), de (23***) e da repre- 
sentação original com o parâmetro t no Problema 48. 

(Fórmulas de Frenet?) Mostre que 


u’ = kp, p'= -ku + tb, b’ = —rp. 


A Fig. 211 mostra as notações usadas no seguinte teorema básico. 


5 JEAN-FRÉDÉRIC FRENET (1816-1900), matemático francês. 
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TEOREMA 


. TAS Lx(u, v), y(u, v), z(u, 


% y 


Fig. 211. Notacóes do Teorema 1 


Regra da Cadeia 


Consideremos que w = fíx,y,z) seja contínua e que tenha derivadas parciais primeiras contínuas num 
domínio D no espaço xyz. Consideremos que x = x(u, v), y = y(u, V) e z = z(u, v) sejam funções contínuas 
e que possuam derivadas parciais primeiras num domínio B no plano uv, onde B é tal que, para todo 
ponto (u, v) em B, o ponto [x(u, v), y(u, v), z(u, v)] correspondente esteja situado em D. Veja a Fig. 211. 
Então, a função 

w = flo(u, v), y(u, v), z(u, v)) 
é definida em B, possuindo em B derivadas parciais primeiras em relação a u e v, e 


aw OW ax aw dy | ow əz 
w u y 
(1) y 


ow OW 0X OW oy q ðw OZ 
ðv OX ðv Oy du dO qu. 


Neste teorema, um domínio D é um conjunto aberto de pontos conectados no espaço xyz, onde “conectado” sig- 
nifica que dois pontos quaisquer de D podem ser unidos por uma linha quebrada e formada por um número finito 
de segmentos retilíneos cujos pontos pertencem todos a D. “Aberto” significa que todo ponto P de D tem uma 
vizinhança (uma pequena esfera com centro em P) cujos pontos pertencem todos a D. Por exemplo, o interior de 
um cubo ou de um elipsóide (o sólido sem a superfície de contorno) é um domínio. 

No cálculo, x, y, z são frequentemente chamadas de variáveis intermediárias, diferentemente das variáveis 
independentes u, v e da variável dependente w. 


Casos Especiais de Interesse Prático 


Se w = f(x, y) e x = x(u, v), y = y(u, V) como anteriormente, então (1) torna-se 


aw OW OX aw ðy 
ou Ox ou o qu 
(2) y 


aw OW ox ów y 
ðv OX ðv Oy du. 
Se w = f(x, y, z) e x =x(0), y = y(t), z = 2(0), então (1) fornece 


dw ðw dx ow dy | ôw dz 
dt ox dt oy dt oz dt” 


(3) 


Se w = f(x, y) e x = x(t), y = y(t), então (3) se reduz a 


dw ow dx | ow dy 
(4) de ax dt ay dt” 


Finalmente, o caso mais simples w = f(x), x = x(t) fornece 
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EXEMPLO 


TEOREMA 


dw dw dx 
(5) dw _ dw dx 
dt dx dt 
Regra da Cadeia 
Se w = x? — y? e se definirmos as coordenadas polares r, 0 por x = r cos 0, y = r sen 0, então (2) fornece 
ow 2 2 
ay eos ® — 2y sen @ = 2r cos 0 — 2r sen” 0 = 2r cos 20 


ðw 
90 


2x(—r sen 6) — 2y(r cos 6) = —2r2 cos 6 sen 6 — 2r? sen Bcos 0 = —2r2 sen 20. E 


Teoremas do Valor Médio 


Teorema do Valor Médio 


Consideremos que f(x, y, z) seja contínua e tenha derivadas parciais primeiras contínuas num domínio D 
no espaço xyz. Consideremos que Py: (Xo, Yo» Zo) € P: (xo + h, Yo + k, Zo + D sejam pontos em D de tal forma 
que o segmento de reta PaP passando por esses pontos esteja inteiramente contido em D. Então, 


(6) FE E M Vo SE LS Zo SE) — ¿Cor Vo 2) = (1 + k + | 


com a derivada parcial sendo medida num ponto apropriado desse segmento. 


(49 +, Y tk) 


D 


Eo Yo) 


Fig. 212. Teorema do valor médio para uma função de duas variáveis [Fórmula (7)] 


Casos Especiais 


Para uma função f(x, y) de duas variáveis, (satisfazendo as suposições como no teorema), a fórmula 6 se reduz 
a (Fig. 212) 


ð ð 
(7) fo + h, yo + K) — Fo, Yo) =h 1 sl 
e, para a função f(x) de uma única variável, (6) torna-se 
d 
6) 00 +h) — fog) = he, 


onde, em (8), o domínio D é um segmento do eixo x e a derivada é calculada num ponto conveniente entre xy 
e xo +h. 
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PROBLEMAS PROPOSTOS 9.6 


15 DERIVADA 8. w = xt — 4x?%y? + yt, x = uv, y = ulu 
Encontre dw/dt por (3) ou (4). Verifique o resultado por substituição 9. w = 1/(x2? + y2? + z3, x = u? +0 y = u? — V, z = 2uv 
e derivação. (Mostre os detalhes.) 10. (Derivadas parciais em uma superfície) Considere que w = fx, 
Lw=VxR y y2, x = e?t, y = e7? y, 2) e z = g(x, y) representem uma superfície $ no espaço. Então, 
2 w = yix, x = g), y = h) em S, a função torna-se 
3. w = X”, X = cosht, y = senht W(x, y) = flx, y, gx, y). 
AWAY E yz EZK X = cost y = Zsent z = St Mostre que suas derivadas parciais são obtidas de 
5, w = (X? + y? + 233, x = t? y = tf, z = t° 
aN of afa aN of afa 
DERIVADAS PARCIAIS ¿A =, 0 pg. 
=” X 0X da Y ay do 
Encontre dw/du e dw/du por (1) e (2). Verifique o resultado por subs- 
tituigáo e derivacáo. (Mostre os detalhes.) Aplique isso a f= xX? + y? + 22, g = 12 + y? e verifique por substituição 
6. w = 4x? — 4y2, x = u + 2v, y = 2u — V e derivação direta. (A fórmula geral será necessária na Seção 10.9.) 


7. w = x?y?, x = e cos U, y = e” sen U 


9.7 Gradiente de um Campo Escalar. 
Derivada Direcional 


Mostraremos agora que alguns dos campos vetoriais existentes nas aplicações — porém não todos eles! — podem 
ser obtidos a partir de campos escalares. Essa é uma vantagem considerável, pois os campos escalares podem 
ser manipulados mais facilmente. A relação entre esses dois tipos de campos é obtida pelo “gradiente”, que é, 
portanto, de grande importância prática. 


DEFINIÇÃO 


Gradiente 


O gradiente de uma dada função escalar f(x, y, z) é representado por grad fou Vf (lê-se nabla f), sendo a 
função vetorial definida por 


of af = di Mea, Dí 


(Mm ad) ES E "9" oz ðX əy ðZ 


Aqui x, y, z são coordenadas cartesianas num domínio no espaço 3D onde f é definida e derivável. (Sobre 
coordenadas curvilíneas, veja o Apêndice 3.4.) 


Por exemplo, se f(x,y,z) = 2yº + 4xz + 3x, então grad f = [4z + 3, 6y?, 4x]. 


A notação Vf é sugerida pelo operador diferencial V (lê-se nabla), definido por 


(1%) Mec pop 


Os gradientes são úteis de vários modos, notavelmente na obtenção da taxa de alteração de f(x, y, z) numa 


direção qualquer no espaço, na obtenção de vetores normais às superfícies e na obtenção de campos vetoriais a 
partir de campos escalares, como mostraremos na próxima seção. 


Derivada Direcional 


Do cálculo, sabemos que as derivadas parciais em (1) fornecem as taxas de alteração de f(x, y, z) nas direções 
dos três eixos coordenados. Parece natural fazermos uma extensão desse raciocínio e desejarmos encontrar uma 
taxa de alteração de f numa direção arbitrária no espaço. Isso nos conduz ao seguinte conceito. 
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DEFINIÇÃO 2 


EXEMPLO 


Derivada Direcional 


A derivada direcional D,f ou dflds da função f(x, y, z) num ponto P na direção de um vetor b é definida 
por (veja a Fig. 213) 


df FQ) = fP) 
2 Dif = © = lim ——— . 

(2) ni z 

Aqui, Q é um ponto variável sobre a reta L na direção de b, e |s| é a distância entre P e Q. Além disso, s > O 
se Q estiver na direção de b (como na Fig. 213), s < O se Q estiver na direção de —b e s = 0 se Q =P. 


Fig. 213. Derivada direcional 


A próxima idéia é utilizarmos as coordenadas cartesianas xyz e um vetor unitário para representar b. Então a 
linha L será dada por 


(3) r(s) = x(s)i + y(9)j + z(s)k = po + sb do| = 1) 


onde po é o vetor posição de P. A Equação (2) agora mostra que D, f = dfids é a derivada da função Ax(s), y(s), 
z(s)) em relação ao comprimento de arco s de L. Logo, supondo que f tenha derivadas parciais contínuas e apli- 
cando a regra da cadeia [fórmula (3) da seção anterior], obtemos 


d ð 
(4) Daf = d ee 


onde as aspas representam as derivadas em relação a s (que são calculadas em s = 0). Porém aqui, derivando (3), 
temos que r’ = x'i + y'j + z'k = b. Logo, (4) é simplesmente o produto interno de grad fe b [veja (2) da Seção 
9.2]; ou seja, 


(5) Daf = 0 = begrad f (b| = 1). 


ATENÇÃO! Se a direção for dada por um vetor a de um módulo qualquer (+ 0), então, 


sa 
(5%) Dai = Ea Al aºgrad f. 


Gradiente. Derivada Direcional 
Encontre a derivada direcional de f(x, y, z) = 2x2 + 3y? + z? em P: (2, 1, 3) na direção de a = [1, 0, 2]. 


Solução. O grad f = [4x, 6y, 2z] fornece em P o vetor grad A(P) = [8, 6, 6]. Disso e de (5*), obtemos, como Jal = v5, 


1 1 4 
DAFP) = — [1,0, —2]+[8, 6, 6] (8 + 0 — 12) 1,789. 
af v5 v5 v5 
O sinal negativo indica que, em P, a função f é decrescente na direção de a. E 


O Gradiente É um Vetor. Crescimento Máximo 


Em (1), grad f assemelha-se a um vetor — afinal de contas, ele tem três componentes! Mas, para provarmos que 
ele é realmente um vetor, uma vez que ele é definido em termos de componentes que dependem das coordena- 
das cartesianas, precisamos mostrar que grad f tem um módulo e uma direção independentes da escolha dessas 
coordenadas. Por outro lado, [9f/0x, 20f/0y, 0f/0z] também se assemelha a um vetor, porém não possui módulo e 
direção independentes da escolha das coordenadas cartesianas. 
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TEOREMA 


PROVA 


TEOREMA -2 


Incidentalmente, a direção do gradiente confere-lhe uma enorme utilidade: grad f aponta na direção do cres- 
cimento máximo de f. 


Caráter Vetorial do Gradiente. Crescimento Máximo 


Consideremos que KP) = fx, y, z) seja uma função escalar com derivadas parciais primeiras contínuas 
num domínio D no espaço. Então, grad f existe em B e é um vetor, isto é, seu módulo e sua direção são 
independentes da escolha particular das coordenadas cartesianas. Se, em algum ponto P, grad AP) + 0, 
ele tem a direção do crescimento máximo de fem P. 


De (5) e da definição de produto interno [(1) na Seção 9.2], temos 
(6) Dyf = |b| Igrad f| cos y = [grad f| cos y 


onde y é o ângulo entre b e grad f. Ora, f é uma função escalar. Logo, seu valor num ponto P depende de P, 
mas não da escolha particular das coordenadas. O mesmo se verifica para o comprimento de arco s da linha L na 
Fig. 213; logo também se verificará para D, f. Ora, (6) mostra que D, fé máximo quando cos y = 1, y = 0, e então 
D,f = |grad f|. Disso decorre que o módulo e a direção de grad f independem da escolha das coordenadas. Como 
y = 0 se e somente se b tiver a direção de grad f, este último corresponde à direção do crescimento máximo de 
fem P, desde que grad f + 0 em P. E 


Gradiente como um Vetor Normal à Superfície 


Os gradientes têm uma importante aplicação em conexão com as superfícies, a saber, na forma de vetores nor- 
mais a elas, como se segue. Consideremos $ uma superfície representada por f(x, y, z) = c = constante, onde f 
seja derivável. Essa superfície é chamada de superfície de nível de f e, para diferentes valores de c, teremos 
diferentes superfícies de nível. Agora, consideremos que C seja uma curva em S passando por um ponto P de S. 
Como é uma curva no espaço, C tem a representação r(t) = [x(0), y(t), z(t)]. Para C pertencer à superfície S, as 
componentes de r(t) devem satisfazer a f(x, y, z) = c, isto é, 


(7) FX, y (0, 20) = c. 


Ora, um vetor tangente a C é r'(t) = [x(?), y' O, 2(1)]. E os vetores tangentes a todas as curvas em S passando 
por P formarão em geral um plano, chamado de plano tangente a S em P. (Exceções a isso ocorrem nas bordas 
ou nas cúspides de S, como, por exemplo, no topo do cone da Fig. 215.) A normal a esse plano (a reta que passa 
por P e é perpendicular ao plano tangente) é chamada de superfície normal a S em P. Um vetor na direção da 
superfície normal é chamado de vetor normal à superfície S em P. Esse vetor pode ser obtido simplesmente 
derivando-se (7) em relação a t. Pela regra da cadeia, 
of, fao If, ' 
o + ay) + Sa (grad f) er 0. 


Portanto, grad f é ortogonal a todos os vetores r’ no plano tangente, de modo que é um vetor normal a $ em P. 
Dessa forma, nosso resultado é o seguinte (veja a Fig. 214). 


Plano tangente f= 7) 


Fig. 214. Gradiente como um vetor normal á superfície 


Gradiente como um Vetor Normal á Superfície 


Consideremos f uma função escalar derivável no espaço. Digamos que fx, y, z) = c = const. representa 
uma superfície S. Entáo, se o gradiente de f num ponto P de S náo for o vetor nulo, ele será um vetor 
normal a S em P. 
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TEOREMA 3 


Gradiente como um Vetor Normal á Superfície. Cone 


Encontre um vetor normal unitário n do cone de revolução z? = 4(x? + y?) no ponto P: (1, 0, 2). 
Solução. O cone é a superfície de nível f = 0 de f(x, y, z) = 4? + y?) — 22. Portanto (Figura 215), 


grad f = [8x, 8y, —22], grad f(P) = [8, 0, —4] 


1 2 1 
=" erad fP 0, . 
grad FP] ES ns E A 


n aponta para baixo, visto que tem uma componente z negativa. O outro vetor unitário normal a esse cone em P é —n. E 


Fig. 215. Cone e vetor normal unitário n 


Campos Vetoriais como Gradientes de Campos Escalares 
(“Potenciais”) 


No início desta seção, mencionamos que alguns campos vetoriais têm a vantagem de poder ser obtidos a partir de 
campos escalares, os quais podem ser manipulados com maior facilidade. Um campo vetorial desse tipo é dado 
por uma função vetorial v(P), que é obtida como o gradiente de uma função escalar, digamos, v(P) = grad A(P). 
A função f(P) é chamada de função potencial ou de potencial de v(P). Dizemos que essa função v(P) e o campo 
vetorial correspondente são conservativos pois, num campo vetorial desse tipo, a energia é conservada; ou seja, 
nenhuma energia é perdida (ou ganha) no deslocamento de um corpo (ou de uma carga, no caso de um campo elé- 
trico) de um ponto P até outro ponto no campo e desse ponto de volta para P. Isso é mostrado na Seção 10.2. 

Os campos conservativos desempenham um papel central em física e engenharia. Uma aplicação básica refere- 
se à força gravitacional (veja o Exemplo 3 da Seção 9.4) e mostremos agora que a força gravitacional tem um 
potencial que satisfaz à equação de Laplace, a mais importante equação diferencial parcial em física e em suas 
aplicações. 


Campo Gravitacional. Equação de Laplace 


A força de atração 
C X Xo Y Yo Z Zo 
(8) p= aro | B3? pB? rp | 
entre duas partículas nos pontos Py: (Xo Yo Zo) e P: (x, y, z) (conforme dada pela lei da gravitação de 
Newton) tem o potencial f(x, y, z) = clr, onde r (> 0) é a distância entre Py e P. 
Então, p = grad f = grad (c/r). Esse potencial f é uma solução da equação de Laplace 
Er or of 


9 ap = + + = (0, 
0) y DE MP a” : 


[V?f (lê-se nabla dois de f) é chamado de laplaciano de f.] 
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PROVA Essa distância vale r = ((x — xp)? + (y — Yo)? + (z — 22)?). A observação-chave agora é que, para as compo- 


nentes de p = [p4, P2, pz], obtemos, por derivação parcial, 


9/1 —2(X — Xo) Xx—x 
Eno Ie ; a E pe 
[X = XD)? + (Y = += | 


2 (1) = y =Yo 
əy Nr pa > 


2 (4) -= Z — Zo 
az \r pe? 


Disso, vemos que, com efeito, p é o gradiente da função escalar f = c/r. A segunda declaração do teorema fica 
demonstrada quando derivamos (10) parcialmente, isto é, 


e DE 1 | 34 — xo? 
r 


e de forma similar, 


(10b) 


9x2 À r 3 r? ? 

a 1 ) 1. 3Y-Y? 
2 o 3 + 5 > 

ay? \r r r 

92 /1 L 37-27? 
2 ( ) = z3 t 5 2 > 

oz2 Nr r r 


e então somamos essas três expressões. Seu denominador comum é 7º. Logo, os três termos —1/r* contribuem 
com —3r? para o numerador, e os três outros termos fornecem a soma 


Mx — xo)? + 3(y — Yo)? + 32 Z) = 317, 


de modo que o numerador é O e obtemos (9). a 


V2f é também representado por Af. O operador diferencial 


(11) P=A= ++ 


(lê-se “nabla quadrado” ou “delta”) é chamado de operador laplaciano. Pode-se mostrar que o campo de força 
produzido por uma distribuição qualquer de massas é dado por uma função vetorial que é o gradiente de uma 
função escalar f, e que f satisfaz a (9) numa região desprovida de matéria. 

A grande importância da equação de Laplace também resulta do fato de existirem outras leis em física que 
assumem a mesma forma da lei da gravitação de Newton. Por exemplo, em eletrostática, a força de atração (ou 
repulsão) entre duas partículas de cargas de sinais opostos (ou iguais) O, e Q, é 


k 
(12) p= 3 r (Lei de Coulomb”). 
A equação de Laplace será discutida em detalhes nos Capítulos 12 e 18. 
Na Seção 9.9, explicaremos um método para determinar se um dado campo vetorial é ou não dotado de 
potencial. 


PROBLEMAS PROPOSTOS 9.7 


1-6 CÁLCULO DOS GRADIENTES 3. f= X E 
Encontre Vf. Represente graficamente algumas curvas de nível f = ' y ' y 
const. Indique Vf usando setas em alguns pontos dessas curvas. 5. f = (x — 2y +2) 

1L. f=x +y?’ 2. f =X + 3y? 6. f = œ- 3? + (y - 1? 


CHARLES AUGUSTIN DE COULOMB (1736-1806), físico e engenheiro francês. A lei de Coulomb foi elaborada por ele por meio de 
suas próprias medições extremamente precisas. 
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7-12| USO DOS GRADIENTES. CAMPOS DE VELOCIDADE 
Dado o potencial de velocidade f de um escoamento, encontre a velo- 
cidade v = Vf do escoamento e o seu valor em P. Faça um esboço 
de v(P). 

7. f =X?” + 447,029) 

8. f = In (x? + y®, P: (4, 3) 

9. f = cos X cosh y, P: (37, In 2) 

10. f = x? + 4y? + 92? P: (3, 2, 1) 

11. f = e” seny, P: (1, m) 

12. f = (xX? + y? + z3"? P: (2, 1, 2) 


13-18 | FLUXO DE CALOR 


Experimentos mostram que, num campo de temperatura, o calor flui 
na direção de máximo decréscimo da temperatura T. Encontre essa 
direção em geral e num dado ponto P. Esboce a direção em P, usando 
uma seta. 


13. T = x? — y?, P: (2, 1) 
14. T = arctan =, P: (2,2) 


15. T = x? — 3xy?, P: (V8, V2) 
16. T =x/(? + y®, P: (4, 0) 
17. T = 3x?y — y?, P: (4, -2) 
18. T = sen x cosh y, P: (dm, In 5) 


FORÇA ELÉTRICA 


Num campo eletrostático, a força f(x, y, z) tem a direção do gradiente 

de f. Encontre Vf e seu valor em P. 

19. f = (x — 1} — (y + 1), P: (4, —3) 

20. f = y/x? + y?) P: (5, 3) 

21. f = xX? — 2x — y?, P: (-2, 6) 

22. f = In (X? + y?), P: (3, 3) 

23. f = (X? + y? +22) P: (12, 0, 16) 

24. f =x?y — 3y9,P: (2,3) 

25. (Gradiente) O que significa se |grad AP)| < |grad AQ)| em dois 
pontos P e Q num campo escalar? 


26. (Paisagem) Se z(x,y) = 2000 — 4x2 — y? [metros] fornece a altitude 
de uma montanha em relação ao nível do mar, qual é a direção de 
ascensão mais íngrime em P:(3, -6)? Com o que essa montanha 
se parece? 


27-32 | NORMAL À SUPERFÍCIE 


Encontre um vetor normal à superfície no ponto P dado. 
27. ax + by + cz = d, algum P 

28. x? + 3y? + z? = 28, P: (4, 1, 3) 

29. x? + y? = 25, P: (4, 3, 8) 

30. x? — y? + 422 = 67, P: (-2, 1, 4) 

31. xt + yt + zt = 243, P: (3, 3, 3) 

32. z = x? + y? P: (3, 4, 25) 


33-38| DERIVADA DIRECIONAL 


Encontre a derivada direcional de fem P na diregáo de a. 
33. f =x +y -=z P: (1,1, -2)a=1[1, 1,2] 
34. f =x? + y? + z, P: (2, —2, 1), a = [-1, 
35. f = xyz, P: (—1, 1, 3), a = [1, —2, 2] 

36. f = (x2 + y2 + 227% P: (4,2, —4), a = [1, 2, —2] 
37. f = €” sen y, P: (2, Fr, 0), a = [2, 3, 0] 

38. f = 4x? + y? + 922, P: (2, 4,0), a = [-2, -4, 3] 


39-41 | POTENCIAIS 

para um campo vetorial dado — se ele existir! — podem ser obtidos 

por um método a ser discutido na Segáo 9.9. Em casos mais simples, 

proceda por inspeção. Encontre um potencial f= grad v para um dado 

v(x, y, 2). 

39. v = [3x, 5y, —4z] 

40. v = [ye”, e”, 2z] 

41. v= [4x3, 3y?, —62] 

42. PROJETO. Fórmulas Usuais para Gradientes e Laplacianos. 
Demonstre as fórmulas a seguir e forneça dois exemplos para cada 
uma delas, mostrando quando é vantajoso empregá-las. 

Via = fVg + 8Vf 

VF”) = ff 

VID = (1/8 X8Vf — fVg) 
VIGS) = 8V°f + 2Vf"Vg + fV’g 

43. PROJETO DE ÁLGEBRA COMPUTACIONAL. Curvas 

Eqüipotenciais. Represente graficamente algumas isotermas 

(curvas de temperatura constante) e use setas para indicar as 

direções do fluxo de calor quando a temperatura T(x, y) for 

igual a: 


1,0] 


(a) xº — 3xy? (b) sen x senh y (c) e” sen y. 


9.8 Divergente de um Campo Vetorial 


O cálculo vetorial na física e na engenharia deve muito de sua importáncia ao gradiente, ao divergente e ao 
rotacional. A partir de um campo escalar, podemos obter um campo vetorial usando o gradiente (Segáo 9.7). De 
maneira inversa, a partir de um campo vetorial, podemos obter um campo escalar usando o divergente, ou um 
outro campo vetorial usando o rotacional (que discutiremos na Seção 9.9). A sugestão desses conceitos proveio 
de aplicações fundamentais da física, como veremos. 

Para começar, consideremos que v(x,y,z) seja uma função vetorial derivável, onde x, y, z são coordenadas 
cartesianas, e chamemos de v4, Vs, Us as componentes de v. Então, a função 


(1) div V = 
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é chamada de divergente de v ou de divergência de um campo vetorial definido por v. Por exemplo, se 
v = [3xz, 2xy, —yz?] = 3xzi + 2xyj — yz?k, então div v = 3z + 2x — 2yz. 


Outra notação comum para o divergente é 


div v = Vev E E | [ ] 
1V => ev = Es is O | al Vo E 
ax” ay" a e SR 


ð ð ð 
-{ i +—jṣ4 È k) rei + vaj + 046) 


ax 0Y a 


onde se deve entender que, no produto escalar, o “produto” (9/0x)v, significa a derivada parcial dv,/0x etc. Essa 
é uma notação conveniente, porém nada mais que isso. Observe que V + y refere-se ao escalar div v, ao passo 
que Vf se refere ao vetor grad f definido na Seção 9.7. 

No Exemplo 2, veremos que o divergente tem um importante significado físico. Obviamente, os valores de uma 
função que caracteriza uma propriedade física ou geométrica devem ser independentes da escolha particular das 
coordenadas; ou seja, esses valores devem ser invariantes em relação às transformações de coordenadas. Dessa 
forma, o seguinte teorema deve ser válido. 


Invariância da Divergência 


O divergente div v é uma função escalar, isto é, seus valores dependem somente dos pontos no espaço (e, 
naturalmente, de v) porém não da escolha das coordenadas em (1), de modo que, em relação a outro sistema 
de coordenadas cartesianas x*, y*, z%* e às componentes V,*, v¿*, vz* correspondentes de V, 
* * * 
9U1 dV 9U3 


+ + 
ax ay* am 


(2) div v = 


Provaremos esse teorema na Seção 10.7, usando integrais. 
Por ora, retornemos à tarefa prática mais imediata de compreendermos o significado do divergente, o que 
faremos do seguinte modo. Consideremos que f(x,y,z) seja uma função escalar duas vezes derivável. Então seu 


gradiente existe, 


= cad = [É of E HL 
& ðX’ əy’ əz ðX oy oz 


e podemos fazer mais uma derivação, com a primeira componente em relação a x, a segunda em relação aye a 
terceira em relação a z, para então formarmos o divergente, 


Pf Pf f 
div V = di df) = ; 
iv iv (grad f) e ay? 972 


Logo, obtemos o resultado fundamental de que o divergente do gradiente é o laplaciano (Segáo 9.7), 


(3) div (grad f) = V?f. 


Forca Gravitacional. Equacáo de Laplace 


No Teorema 3 da última seção, a força gravitacional p é o gradiente da função escalar f(x,y,z) = c/r, que satisfaz à equação de laplace 
V2f = 0. De acordo com (3), isso implica que div p = 0 (r > 0). 


O exemplo de hidrodinâmica dado a seguir mostra o significado físico do divergente de um campo vetorial. 
(Outros detalhes físicos desse significado serão fornecidos na Seção 10.8.) 


Escoamento de um Fluido Compressível. Significado Físico do Divergente 


Consideremos o movimento de um fluido numa região R numa situação onde não há fontes ou sorvedouros em R, ou seja, não há pontos 
onde o fluido é produzido ou desaparece. O conceito de estado fluido é adotado de modo a abranger também os gases e os vapores. Os 
fluidos num sentido restrito, ou líquidos (água ou óleo, por exemplo), têm uma compressibilidade muito baixa, que pode ser desprezada em 
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muitos problemas. Já os gases e vapores tém grande compressibilidade; isto é, sua densidade p (= massa por unidade de volume) depende 
das coordenadas x, y, z no espaço (e podem também depender do tempo 1). Iremos supor que nosso fluido seja compressível. 
Consideremos o escoamento através de uma caixa retangular B de pequenas arestas Ax, Ay, Az paralelas aos eixos coordenados (Fig. 216) 
(A é a notação-padrão para pequenas quantidades; naturalmente, ele não tem qualquer relação com a notação do laplaciano em (11) da Seção 
9.7.) A caixa B tem o volume AV = AxAyAz. Consideremos v = [U,, Us, V3] = Vil + Vj + Vk O vetor velocidade do movimento. Façamos 


(4) u = py = [u], ug, uz] = ui + usj + ugk 


e suponhamos que u e v sejam funções vetoriais de x, y, z e t continuamente deriváveis (isto é, funções que tenham primeiras derivadas 
parciais que sejam contínuas). Calculemos a alteração na massa contida em B, considerando o escoamento através do contorno, ou seja, a 
perda total de massa que sai de B por unidade de tempo. Consideremos o escoamento na mais esquerda das três faces de B mostradas na Fig. 
216 e cuja área é igual a Ax Az. Como os vetores vii e vk são paralelos a essa face, as componentes v, e vz de v nada contribuem para esse 
escoamento. Logo, a massa do fluido que entra pela face durante um curto intervalo de tempo At é dada aproximadamente por 


(pvo)y Ax Az At = (us), Ax Az At, 


onde o y subscrito indica que essa expressáo se refere á face esquerda. A massa do fluido deixando a caixa B pela face oposta durante o 
mesmo intervalo de tempo é aproximadamente (42),+1y Ax Az At, onde y + Ay subscrito indica que essa expressão se refere à face direita 
(que não se encontra visível na Fig. 216). A diferença 


Au 
Au, AX Az At = ET AV At [Auz = (U2)y+ ay — (U2)y] 


é a perda aproximada de massa. Duas expressões similares são obtidas considerando-se os outros dois pares de faces paralelas de B. Se somar- 
mos essas três expressões, constataremos que a perda total de massa em B durante o intervalo de tempo At é aproximadamente igual a 


A 
($ + Aue g Aus) AV At, 
AX Ay Az 


onde 


Au = (Upa — Upa e Auz = (u3)z+az — (Us), 


Essa perda de massa em B é causada pela taxa temporal de alteração da densidade, sendo, portanto, igual a 


ð 
-2 Ay At, 
at 


Se igualarmos ambas as expressões, dividirmos a equação resultante por AV At e fizermos Ax, Ay, Az e At se aproximarem de zero, obte- 
remos então 


div u = div (oV) = op 
iv U = div (WV) = at 
ou 


ð 
(5) T + div (pv) = 0. 


Essa importante relação é chamada de a condição para a conservação da massa ou equação de continuidade do escoamento de um fluido 
compressível. 
Se o escoamento for estacionário, ou seja, independente do tempo, então dp/dt = O e a equação de continuidade passa a ser 


(6) div (pv) = 0. 
Se a densidade p for constante, de modo que o fluido é incompressível, então a equação (6) torna-se 
(7) div y = 0. 


Essa relação é conhecida como condição de incompressibilidade. Ela expressa o fato de que o equilíbrio entre o fluxo para dentro e o fluxo 
para fora, referente a um dado elemento de volume, é zero em qualquer instante. Obviamente, a suposição de que o fluxo não possua fontes 
ou sorvedouros em R é essencial para nossa argumentação. 

Dessa discussão, devemos concluir e lembrar que, grosso modo, o divergente quantifica a diferença entre o fluxo para fora e o fluxo 
para dentro. E 


>» si Caixa B 


Ay 


Fig. 216. Interpretacáo física do divergente 
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Comentário. O teorema da divergéncia de Gauss, um teorema envolvendo integrais e também o divergente, 
será apresentado no próximo capítulo (Segáo 10.7). 


PROBLEMAS PROPOSTOS 9.8 


CÁLCULO DO DIVERGENTE 


Encontre o divergente das seguintes funções vetoriais. 


A a A 


10. 


11. 


12. 


[Er 20. 397 
[e e” sen 2y, 
[x2 +y, 2xyz z + x?] 
(x2 ape y? + 2) lx, y, z] 
[sen xy, sen xy, 
[vi z), Vaz, x), 
yP y z 
Considere v = [x, y, vs]. Encontre um v; tal que (a) div v > O em 
todos os pontos, (b) div v > O se |z| < 1 e div v < 0 se |z| > 1. 


cos 2y, 5e”] 


z cos xy] 
Uzlx, y)] 


(Escoamento incompressível) Mostre que o escoamento com o 
vetor velocidade v = yi é incompressível. Mostre que, em t = 1, 
as partículas que, no instante t = O estão num cubo cujas faces são 
porções dos planos x=0,x=1,y=0,y=1,z=0,z= 1, ocupam 
o volume 1. 

(Escoamento compressível) Considere um escoamento com o 
vetor velocidade v = xi. Mostre que as partículas individuais têm 
vetores posição r(t) = cei + co) + c3k com c}, cz e cz constantes. 
Mostre que, em t = 1, partículas que em t = O encontram-se no 
interior do cubo do Problema 9 ocupam o volume e. 


(Escoamento rotacional) O vetor velocidade v(x, y, z) de um flui- 
do incompressível girando no interior de um vaso cilíndrico é da 
forma v = w X r, onde w é o vetor rotação (constante); veja o 
Exemplo 5 da Seção 9.3. Mostre que div v = 0. Isso é plausível 
de acordo com o Exemplo 2 da presente seção? 


PROJETO DE ÁLGEBRA COMPUTACIONAL. Visualização 
do Divergente. Represente graficamente o campo de velocidade 
v dado do escoamento de um fluido localizado no interior de um 
quadrado com centro na origem e com os lados paralelos aos eixos 
coordenados. Lembre que o divergente mede o fluxo para fora 


13. 


menos o fluxo para dentro. Observando o escoamento próximo 
aos lados do quadrado, você pode constatar se o div v deve ser 
positivo, negativo ou talvez nulo? Então, calcule div v. Faça isso 
primeiro para os fluxos dados a seguir e depois para alguns de sua 
própria escolha. Divirta-se. 


(a) v=i 

b) v =xi 

© v=xi- yj 

(d) v=xi+yj 

(e) v= =xi— yj 

(O v=(*+y3)yi + xj) 


PROJETO. Fórmulas Usuais para o Divergente. Prove que 
(a) div (kv) = k div v (k constante) 

(b) div (fv) = f div v + vs Vf 

(e) div (fVg) = fV?g + Vf*Vg 

(d) div (fVg) — div (VP) = fV?g — gV?f. 

Verifique (b) para f= e" e v = axi + byj + czk. Obtenha a resposta 
do Problema 4 por (b). Verifique (c) para f = xX - y? e g = et, 
Dê exemplos de sua própria escolha para os quais seja vantajoso 
empregar (a)-(d). 


14-20 


CÁLCULO DO LAPLACIANO POR (3) 


Encontre V?f por (3). Verifique por derivação. Indique os casos onde 
(3) é mais simples. (Mostre os detalhes do que fizer.) 


14. 
15. 
16. 
18. 


f = xy/2? 
Ff=Y+0(-% 
f=2-4VX + y? 


f = arctan (y/X) 


17. f = e” cos 2xy 
19, f = e” 


20. f = cos? x — sen? y 


9.9 Rotacional de um Campo Vetorial 


O gradiente (Seção 9.7), o divergente (Seção 9.8) e o rotacional desempenham um papel fundamental em conexão 
com os campos; agora, iremos definir e discutir o rotacional. 

Consideremos que v(x, y, 2) = [U,, Us, U3] = Ujl + Vj + U¿K seja uma função vetorial derivável de coordenadas 
cartesianas x, y, z. Então, o rotacional da função vetorial v ou do campo vetorial dado por v é definido pelo 


determinante “simbólico” 


rotv=VxXxv= 


(1) 


j k 
ð ð 
ay ðZ 
Ur U2 U3 


E [2 _ 
Sa 


ðU 
—li+ 
ðZ 
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EXEMPLO 


EXEMPLO 2 


TEOREMA 


TEOREMA 2 


PROVA 


Esta é a fórmula quando x, y, z têm orientação dextrogira. Se tiverem orientação levogira, o determinante terá 
um sinal negativo na frente (exatamente como em (2**) da Seção 9.3). 
A notação rot v sugere a idéia de “rotação” (veja o Exemplo 2). 


Rotacional de uma Função Vetorial 


Consideremos v = [yz, 3zx, z] = yzi + 3zxj + zk com x, y, z tendo uma orientação dextrogira. Então, (1) fornece 


i j k 
rotv=|0/0x  óloy  ə/əz |= —3xi + yj + (32 — zk = —3xi + yj + 2zk. E 
yz 32X Z 


O rotacional desempenha um papel importante em várias aplicações. Ilustraremos isso por meio de um exemplo 
básico e usual. Mais detalhes sobre a natureza e o significado do rotacional serão fornecidos na Seção 10.9. 


Rotação de um Corpo Rígido. Relação com o Rotacional 


No Exemplo 5 da Seção 9.3, vimos que a rotação de um corpo rígido B ao redor de um eixo fixo no espaço pode ser descrita por um vetor 
w de magnitude w na direção do eixo de rotação, onde w (> 0) é a velocidade angular da rotação, e w está direcionado de modo que a 
rotação ocorre no sentido horário se olharmos na direção de w. De acordo com (9) da Seção 9.3, o campo de velocidade da rotação pode 
ser representado na forma 


V=wXr 


onde r é o vetor posigáo do ponto movendo-se em relagáo a um sistema de coordenadas cartesianas tendo a origem no eixo de rotacáo. 
Escolhamos coordenadas cartesianas de orientação dextrogira, de modo que o eixo de rotação seja o eixo z. Então (veja o Exemplo 2 da 
Segáo 9.4), 


w=1[0, 0, wo] = ok, v=wxr=[-0y, ox, 0] = -wyi + wxj. 
Logo, 
i j k 
rotV = a 4 ss =[0, 0, 20] = 2wk = 2w. 
EM ay az 
—wy wX 0 
Isso prova o seguinte teorema. Ea 


Corpo Girante e o Rotacional 


O rotacional do campo de velocidades de um corpo rígido em rotação tem a direção do eixo de rotação, 
e seu módulo é igual ao dobro da velocidade angular da rotação. 


As duas relações dadas a seguir, entre grad, div e rot, são fundamentais e esclarecem um pouco mais a natureza 
do rotacional. 


Grad, Div, Rot 


Os campos de gradiente são irrotacionais. Isto é, se uma função vetorial continuamente derivável for o 
gradiente de uma função escalar f, então seu rotacional é o vetor nulo, 


(2) rot (grad f) = 0. 


Além disso, o divergente do rotacional de uma função vetorial duas vezes continuamente derivável v for 
zero, então 


(3) div (rot v) = 0. 


Tanto (2) quanto (3) decorrem diretamente das definições, usando-se cálculos diretos. Na prova de (3), os seis 
termos cancelam-se aos pares. E 
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EXEMPLO=3 


Campos Rotacionais e Irrotacionais 


O campo do Exemplo 2 não é irrotacional. Obtemos um campo de velocidades similar a esse mexendo o chá ou o café numa xícara. O campo 
gravitacional no Teorema 3 da Seção 9.7 tem rot p = 0. Trata-se de um campo gradiente irrotacional. E 


O termo “irrotacional” para rot v = O é sugerido pelo uso que se faz do rotacional para caracterizar a rotação 
num campo. Se o campo gradiente ocorre em todo lugar, e náo como um campo de velocidades, ele é usualmente 
chamado de conservativo (veja a Seção 9.7). A relação (3) é plausível devido à interpretação do rotacional como 


uma rotação e do divergente como um fluxo (veja o Exemplo 2 da Seção 9.8). 
Finalmente, como o rotacional é definido em termos de coordenadas, é preciso que façamos para ele o que 
fizemos para o gradiente na Seção 9.7, a saber, verificar se o rotacional é um vetor. Isso de fato ocorre, como 


se segue. 


TEOREMA 3 Invariância do Rotacional 


rot v é um vetor. Ou seja, o rotacional tem módulo e direção independentes da escolha particular do sistema 
de coordenadas cartesianas espaciais. (Prova no Apêndice 4.) 


1-6 CÁLCULO DO ROTACIONAL 


Encontre rot v para v dado em relação a coordenadas cartesianas de 


orientação dextrogira. Mostre os detalhes do que fizer. 
ly, 2x, 0] 
ely", z% x"] 
[e cos y, e” sen y, 0] 

e Q + y? + zx, y, 2] 

; [In (2 + y?), 2 arctan (y/o), 0] 


. [sen y, cosz, —tan x] 


m 


(n > 0, inteiro) 


. Que direção possui o rot v se v é um vetor paralelo ao plano xz? 


P ANDANA UVVN 


. Prove o Teorema 2. Dê dois exemplos para (2) e dois exemplos 
para (3). 


9-14| ESCOAMENTO DE FLUIDOS 


Considere v o vetor velocidade do escoamento estacionário de um 


fluido. Esse escoamento é irrotacional? Incompressível? Encontre 
as linhas de fluxo (as trajetórias das partículas). Sugestão: veja as 
respostas dos Problemas 9 e 11 para a determinação de uma traje- 
tória. 

9. v= [0, z3, 0] 

10. v=[-y, 4, 0] 

HM. v = [y, —x, 0] 


12. v = [csc x, secx, 0] 


1. Por que discutimos os vetores em R? e R? num capítulo separado, 
além de termos discutido R” no Capítulo 7? 

2. Que aplicações servem de motivo para a existência do produto 
interno, do produto vetorial e do produto escalar triplo? 

3. O que há de errado com a expressão a X b X c? Com aebec? E 
com (aºb) x c? 

4. O que sáo campos escalares? Campos vetoriais? Potenciais? Dé 
exemplos. 


PROBLEMAS PROPOSTOS 9.9 


13. v = [x, -—y z] 

14. v = [y5, —x3, 0] 

15. PROJETO ESCRITO. Sumário de Grad, Div, Rot. Faça uma 
lista com as definições e os fatos e fórmulas mais importantes 
referentes a grad, div, rot e V?. Use essa lista para escrever um 
ensaio de 3—4 páginas sobre o mesmo assunto. Inclua exemplos 
típicos de sua própria escolha. 


16. PROJETO. Fórmulas Úteis para o Rotacional. Supondo a exis- 
tência de derivabilidade suficiente, mostre que 


(a) rot (u + v) = rotu + rot v 

(b) div (rot v) = 0 

(c) rot (fv) = (grad f) X v + f rot v 
(d) rot (grad f) = 0 

(e) div (u X v) = vºrotu — uºrot v. 


17-20 | EXPRESSÕES ENVOLVENDO O ROTACIONAL 


Com relação a coordenadas de orientação dextrogira, considere u = [y?, 
2,1, v = [yz, zx, xy], f= xyz e g = x + y + z. Encontre as expressões 
a seguir. Se alguma das fórmulas do Projeto 16 se aplicar, use-a para 
verificar seu resultado. (Mostre os detalhes do que fizer.) 

17. rot v, rot (fv), rot (gv) 

18. rot (fu), rot (gu) 

19. u X rot v, v X rot v, u*+rot v, verot u 

20. rot (u X v), rot (v X u) 


QUESTÕES E-PROBEEMAS-DE-REVISAO DO CAPÍTULO 9 


5. O que é o gradiente? Como ele se relaciona ás derivadas direcio- 
nais? 

6. Explique o que são “coordenadas de orientação dextrogira”, “base 
ortonormal” e “aceleração tangencial”. 

7. Qual é a definigáo de divergente? E seu significado físico? E sua 
relação com o laplaciano? 

8. Admitindo a existência de derivabilidade suficiente para a função 
escalar fe a função vetorial v, quais das seguintes expressões fazem 
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9. 


10. 


sentido? grad f, f grad f, v grad f, vegrad f, div f, div v, div(fv), 
rot(fv), rot f, f rot v, v rot f. 

Se r(í) representa um movimento, o que são r'(2), |r'(0)|, r”(0, 
o|? 

Como você expressaria a resultante das forças, o momento de uma 
força e o trabalho realizado por uma força em termos de vetores? 


11-20 


ADIÇÃO DE VETORES, MULTIPLICAÇÃO ESCALAR, 


PRODUTOS 


Em coordenadas de orientação dextrogira, considere a = [3, 2, 7], 


b= 
11. 
12. 
13. 
14. 
15. 
16. 
17. 
18. 
19. 
20. 
21. 
22. 


23. 
24. 


25. 


26. 


27. 


[6, 5, 4], c = [1, 8, 0] e, d = [9, 2, 0]. Encontre 
4a+b-c-—2d 
a°łb,a°c,a X c 

b x b,a xb,bxa 
3a ° 4a, 12a Ħa, 12ļa 
2c x 5d, 10c x d 
(a x b)°c,a°(b x c), (a b c) 

(a xX b) X ca x (b Xx ¢) 

(aba, (1/elc 

(a b d)(d a b) 

lla] — Jbl], Ja + bl, la] + |b| 

(Ângulo) Encontre o ângulo entre a e b. Entre c e d. Esboce c e d. 


2 
> 


b|? 


> ? 


(Ângulo) Encontre o ángulo entre os planos 4x + 3y -z=2ex+ 
y+z=1. 

Em qual caso ocorre que u X v =v X u? u+v= ve+u? 
(Resultante) Encontre u de tal forma que a, b, c, d anteriores e u 
estejam em equilíbrio. 

(Resultante) Encontre o vetor y mais geral tal que a resultante de 
a, b, c, d anteriores e v seja paralela ao plano xy. 

(Trabalho) Encontre o trabalho realizado por q = [5, 1, 0] no 
deslocamento de (4, 4, 0) até (6, —1, 0). 

(Componente) Encontre a componente de u = [—1, 5, 0] na direção 
de v = [3, 4, 0]. 


RESUMO DO CAPÍTULO 9 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


(Componente) Em quais casos a componente de a na direção de 
b é igual à componente de b na direção de a? 


(Componente) Quando a componente de a na direção de b é nega- 
tiva? E nula? 
(Momento) Encontre o vetor momento m de p = [4, 2, 0] em rela- 
ção ao ponto P: (5, 1, 0) se p age sobre uma uma linha passando 
por (1, 4, 0). Faça um esboço. 
(Momento) Em que casos o momento de uma força p 0 vale 
zero? 
(Velocidade, aceleração) Encontre a velocidade vetorial, a velo- 
cidade escalar e a aceleração do movimento dado por 
r(t) = [5 cos £, 21] 

1/V2, 1/21. Que tipo de curva é a trajetó- 


sen t, 
no ponto P: [s/V2, 
ria? 

(Tetraedro) Encontre o volume do tetraedro de vértices (0, 0, 0), 
(1, 2, 0), (3, 3, 0), (1, 1, 5). 

(Plano) Encontre a equação de um plano passando por (1, O, 2), 
(2,3,3), 03,5, 7): 

(Dependência linear) São [2, —1, 3], [4, 2, -5], [-1, 6, 0] linear- 
mente dependentes? (Justifique.) 


36-45 


GRAD, DIV, ROT, V?, DERIVADA DIRECIONAL 


Considere f = zy + yx, v = [y, z, 4z— x], w = [y?, 22, 12]. Encontre 


36. 
37. 
38. 
39. 
40. 
41. 
42. 
43. 
44. 
45. 


grad f e f grad f em (3,4, 0) 
(grad f) X grad f, (grad f)*grad f 
div v, div w 

rot v, rot w 

rot (grad f), div (grad f), div v 
VD. VFP 

Df em (1, 2, 0) 

D,f em (3, 7, 5) 

div (v x w) 

rot (v X w) + rot (w X v) 


Cálculo Diferencial Vetorial. Grad, Div, Rot 


adição vetorial 


(1) 


(2) 


(3) 


(4) 


[a,, d2, az] + [b,, Do, bs] = 


cla, a>, az] = [ca, ca), cas] 


aeb = laljb| cos y = ayb, + azb + asbs 


Todos os vetores da forma a = [a,, a», a3] = aj + aj + ask constituem o espaço vetorial real Rè com a correspondente 
1 A2, Ag 1 2) 3 p 


[a, + by az + bə, az + 


e multiplicação escalar por componentes (onde c é um escalar, um número real) 


(Segáo 9.1). 


Por exemplo, a resultante das forças a e b é a soma a + b. 
O produto interno ou produto puntual de dois vetores é definido por 


(Segáo 9.2) 


onde y é o ángulo entre a e b. Isso fornece a norma ou comprimento |a| de a 
la| = Vaca= Va? + as? + as? 


bem como uma fórmula para y. Se aºb = 0, dizemos que a e b são ortogonais. O produto interno é sugerido pelo 
trabalho W = pºd realizado pela força p num deslocamento d. 
O produto vetorial ou produto cruzado v = a X b é um vetor de módulo 
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(5) la x b| = la] |b| sen y (Seção 9.3) 


e perpendicular tanto a a quanto a b, de forma que a, b, v constituem um trio de orientação dextrogira. Em termos de 
componentes referentes às coordenadas de orientação dextrogira, 


i j k 
(6) axb=ja;, da às (Seção 9.3). 
b; ba bs 


O produto vetorial é sugerido, por exemplo, pelos momentos das forças ou por rotações. CUIDADO! Essa multiplicação 
é anticomutativa, isto é, a X b = —b X a, e não é associativa. 
Uma caixa (oblíqua) com as arestas a, b, c tem um volume igual ao módulo do produto escalar triplo 


(7) (a b c)=a-*(bxc)= (a x b)*c. 
As Seções 9.4-9.9 fazem uma extensão do cálculo diferencial para as funções vetoriais 
vÀ = [v,(0), VA, val] = vi + vj + vk 
e para as funções vetoriais de mais de uma variável (veja a seguir). A derivada de v(t) é 
dv o vt+HAD-—v(t 


(8) v= dt = lim, At = [vi vs vs) = 9,1 + uj + ujk. 


As regras de derivação são como no cálculo. Elas implicam que (Seção 9.4) 
(uv) =u'*v+uev, (uxvw'=u' xv+tuxv. 


As curvas C no espaço, representadas pelo vetor posição r(t), têm r'(£) como um vetor tangente (que, em mecânica, 
é a velocidade quando 1 é tempo), têm r'(s) (onde s é o comprimento de arco, Seção 9.5) como o vetor tangente unitário, 
e têm [|r"(s)| = k como a curvatura (que, em mecânica, é a aceleração). 

As funções vetoriais v(x, y, z) = [Uy(x, y, 2), VlX, Y, 2), Us(X, y, 2)] representam campos vetoriais no espaço. As 
derivadas parciais em relação às coordenadas cartesianas x, y, z são obtidas de forma correspondente, como, por 


exemplo, 
ôV ð ð ð ð ð ð 
- | Ie | = Aip aje je (Seção 9.6). 
0X 0X ðX ðX OX 0X ox 
O gradiente de uma função escalar f é 
of of of | 
df = Vf = t ão 9.7). 
(9) grad f f | ax’ oy a (Seção 9.7) 
A derivada direcional de f na direção do vetor a é 
(10) D f df E a° Vf (Seção 9.7) 
=—=—aº eção 9.7). 
a ds Jal i 


O divergente de uma função vetorial v é 


. ðU 0U2 0U3 
(11) div V = V.V = —— + E (Segáo 9.8). 


O rotacional de v é 


ð 
(12) rotV=Vxv= x E 9 (Segáo 9.9). 


U1 U2 U3 


ou o negativo do determinante se as coordenadas estiverem orientadas segundo a regra da mão esquerda. 
Algumas fórmulas básicas para grad, div, rot são (Seções 9.7-9.9) 


V(f9) = fVg + 9Vf 
V(F/9) = (1/9P9Vf — FV9) 
div (fV) = fdivv + v°Vf 


(13) 


(14) 
div (fVg) = fV?g + Vf+Vg 
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V?f = div (Vf) 


(15) 
VFI) =9V"f + 2Vf-Vg + FVW 
(16) rot (fvw) = Vf XV + frotv 
div (U X V) = Verot U — Uerot V 
(17) rot (Vf) =0 


div (rot v) = 0. 


Sobre grad, div, rot e V? em coordenadas curvilíneas, veja o Apêndice A3.4. 


CAPÍTULO 1 0 


Cálculo Integral Vetorial. 
Teoremas Integrais 


Este capítulo é a continuação do Capítulo 9. Enquanto o capítulo anterior tratou da diferenciação no cálculo 
vetorial, este concentrar-se-á na integração. O cálculo integral vetorial que agora veremos é uma extensão das 
integrais já conhecidas no cálculo para as integrais sobre curvas (“integrais de linha”), superfícies (“integrais 
de superfície”) e volumes. Veremos que, em engenharia, essas integrais têm aplicações fundamentais em 
mecânica dos sólidos, escoamento de fluidos e problemas de calor. 

Essas diferentes formas de integrais podem ser transformadas umas nas outras, o que é feito com o 
propósito de simplificar os cálculos, ou para obter fórmulas gerais úteis, como, por exemplo, na teoria 
do potencial (veja a Seção 10.8). Tais transformações são realizadas pelas poderosas fórmulas de Green 
(integrais de linha em integrais duplas ou vice-versa, que veremos na Seção 10.4), de Gauss (integrais 
de superfície em integrais triplas ou vice-versa, Seção 10.7) e de Stokes (integrais de linha em integrais de 
superfície ou vice-versa, Seção 10.9). 

A origem dessas transformações em grande parte decorre da intuição física. As fórmulas correspondentes 
envolvem o divergente e o rotacional e, desse modo, possibilitar-nos-ão uma compreensão mais aprofundada 
dessas duas operações. 


Pré-requisito: Cálculo integral elementar, Seções 9.7-9.9 
Seções que podem ser omitidas num curso mais curto: 10.3, 10.5, 10.8 
Referências e Respostas dos Problemas: Parte B do Apêndice 1 e Apêndice 2. 


10.1 Integrais de Linha 


O conceito de uma integral de linha é uma generalização simples e natural de uma integral definida 


b 
(1) Fco ar 


que conhecemos do cálculo. No integrando f(x) em (1), fazemos a integração ao longo do eixo x de x = a até x = 
b. Já numa integral de linha, integraremos uma dada função, também chamada de integrando, ao longo de uma 
curva C no espaço (ou no plano). Logo, uma integral de curva seria um nome mais apropriado, embora integral 
de linha seja o nome-padrão. 

Representemos parametricamente a curva C (como na Seção 9.5) 


(2) r(A = [x(0), yO, z] = xi + yj + Dk (a=t=b). 


Dizemos que a curva C é o caminho de integração, A: r(a) é seu ponto inicial e B: r(b), seu ponto final. C fica 
agora orientada. A direção de A a B, em que t aumenta, é chamada de direção positiva em C e pode ser indicada 


Bi 
| somm 
J Y “B N 
/ Y 
Ed / FA ] 
SC ye ] 
A / / 
f / / 
f | / 
/ | / 
\ f 
\ y 
SA Nu DAS 


(a) (b) 
Fig. 217. Curva orientada 
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EXEMPLO 


por uma seta (como na Fig. 217a). Os pontos 4 e B podem ser coincidentes (como na Fig. 217b). Nesse caso, 
dizemos que C é um caminho fechado. 

Dizemos que C é uma curva suave se ela tiver em cada ponto uma tangente única cuja direção varie continu- 
amente enquanto nos movemos ao longo de C. Tecnicamente: em (2), r(t) é derivável e a derivada r'(t) = dr/dt 
é contínua e diferente do vetor nulo em cada ponto de C. 


Suposição Geral 


Neste livro, adotamos a suposição de que cada caminho de integração de uma integral de linha seja suave por 
intervalos; ou seja, consiste em um número finito de curvas suaves. 

Por exemplo, a curva de contorno de um quadrado é suave por intervalos, consistindo em quatro curvas planas 
(que são os segmentos, ou os quatro lados). 


Definição e Cálculo do Valor das Integrais de Linha 


Uma integral de linha de uma função vetorial F(r) sobre uma curva C: r(t) [como em (2)] é definida por 


b 
(3) [ro -a = | ICONO, dt r = — 


(sobre o produto escalar, veja a Seção 9.2). Em termos de componentes, com dr = [dx, dy, dz] como na Seção 
9.5 e ' = d/dt, a fórmula (3) torna-se 


f Fir-ar = f (F, dx + F dy + Fa dz) 
(39 (e) C 


b 


= | (Fux + Fay’ + Faz’) dt. 


Se o caminho de integração C em (3) for uma curva fechada, então, em vez de 


f , também escrevemos $ ; 
c c 
Observe que o integrando em (3) é um escalar, não um vetor, porque calculamos o produto escalar. De fato, 
Fer'/r'| é a componente tangencial de F. (Sobre “componente”, veja (11) na Seção 9.2.) 

Percebemos que a integral no lado direito de (3) é uma integral definida de uma função t considerada sobre o 
intervalo a S t S b na direção positiva (direção de t crescente) do eixo t. Essa integral definida existe para uma 
função F contínua e para uma curva C suave por intervalos, pois isso faz com que o produto Fer” seja suave 
por intervalos e contínuo. 

As integrais de linha (3) surgem naturalmente em mecánica, onde fornecem o trabalho realizado por uma forga 
F em um deslocamento ao longo de C (detalhes e exemplos disso sáo fornecidos a seguir). Desse modo, pode- 
mos chamar a integral de linha (3) de integral de trabalho. Outras formas de integrais de linha seráo discutidas 
posteriormente nesta segáo. 


Avaliacáo de uma Integral de Linha no Plano 
Encontre o valor da integral de linha (3) quando F(r) = [—y, xy] yi — xyj e C é o arco circular na Fig. 218 de A a B. 


Solucáo. Podemos representar C por r(t) = [cos £, sen 1] = cost i + sent j, onde 0 = 1 = 7/2. Então, x(t) = cost, y(t) = sen te 


F(r(t)) yi — x(Dy()j = [sen t, costsent]= —senti — cos tsin t j. 

Por derivação, r'(t) = [—-sent, cos t] = —sent i + cost j, de modo que, por (3), [use (10) no Apéndice. 3.1 e faça cos t = u no segundo 
termo] 

al2 1/2 

f Fwar = f [=sent, —cos t sen t] -[—sent, cost] dt = ] (sen? t — cos? t sent) dt 
Cc 0 0 
11/12 1 0 1 
= A > (1 — cos 2t) dt il u2(-du) = 5-0 = 0,4521. ll 
o 2 1 4 3 


1 ox Fig. 218. Exemplo 1 
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EXEMPLO-2 Integral de Linha no Espaco 


O cálculo do valor de integrais de linha no espaço é praticamente igual ao que ocorre no plano. Para ver isso, encontre o valor de (3) quando 
F(r) = [z, x, y] = zi + xj + yk e C é uma hélice (Fig. 219) 


(4) r(t) = [cos t, sent, 31] = cos ti + sen tj + 31k (0=<1=<= 27). 


Solucáo. De (4), temos que x(t) = cos t, y(t) = sen t, z(t) = 3t. Logo, 


F(r(o)er (1) = (Bri + cos tj + sen t k)+(—sen ti + cos tj + 3k). 
A O produto escalar é 31(—sen 1) + cos? t + 3 sen t. Assim, (3) fornece 

AS 

Fig. 219. Exemplo 2 


27 
[rimar f (-3tsent + cos? t + 3 sent) dt = 6r + m + 0 = 7r ~ 21,99. a 
C 0 


As propriedades gerais simples de uma integral de linha (3) decorrem diretamente das propriedades corres- 
pondentes das integrais definidas do cálculo, a saber, 


BP (Sa) f kFedr = k | Fedr (k constante) 
C ¡es 
5b F + G)*dr = | F-dr+ | Gerdr 
(5b) [E+ rar f f 
(Sc) frear al Fedr +] Fedr (Fig. 220) 
Fig. 220. Fórmula (5c) c Ci Ca 


em que, em (5c), o caminho C está subdivido em dois arcos C, e C, que têm a mesma orientação de C (Fig. 
220). Em (5b), a orientagáo de C é a mesma em todas as trés integrais. Se o sentido de integracáo ao longo de 
C for invertido, o valor da integral será multiplicado por —1. Contudo, percebemos a seguinte independência se 
o sentido for preservado. 


TEOREMA | Transformações Paramétricas que Preservam a Direção 


Quaisquer representações de C que forneçam a mesma direção positiva em C também resultam num mesmo 
valor para a integral de linha (3). 


PROVA Isso pode ser provado pela regra da cadeia, onde r(t) é a representação dada, t = &(t*) com uma derivada 
positiva di/dt* é a transformação e com a* = t* = b* correspondendo a a S t = b em (3), de modo que escre- 
vemos r(t) = r(p(1*)) = r*(t*). Então, dt = (di/dt*) dt* e 


br dr dt 
| Eat = | recen die dt* 


b dr 
= [reo dt = [Eo-ar E 
a C 


Um Motivo para se Considerar a Integral de Linha (3): 
Trabalho Realizado por uma Força 


O trabalho T realizado por uma força constante F no deslocamento ao longo de um segmento reto d é T = F+d; 
veja o Exemplo 2 na Seção 9.2. Isso sugere que definamos o trabalho T realizado por uma força variável F no 
deslocamento ao longo de uma curva C: r(t) como o limite das somas dos trabalhos realizados nos deslocamentos 
ao longo de pequenas cordas de C. Mostremos que essa definição acaba por definir T por meio da integral de 
linha (3). 

Para isso, escolhamos os pontos tọ (= a) < tı < ++: < t, (= b). Então, o trabalho AT, realizado por F(r(tm)) 
em um deslocamento retilíneo de r(t,) a r(fm+1) É 


AT m = ECO) Elmi) — EO] = ECD) E nAn (Atn = tm — tm). 


A soma desses n trabalhos é T, = AT, + + +: + AT,.4. Se escolhermos os pontos e considerarmos T, para cada 
n, fazendo isso arbitrariamente porém de modo que o maior At,, aproxima-se de zero quando n — œ, então o 
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EXEMPLO-3 


EXEMPLO-4 


EXEMPLO-5 


limite de T, quando n — œ% é a integral de linha (3). Essa integral existe por causa da nossa suposição geral de 
que F é contínua e C é suave por intervalos; isso faz com que r'(£) seja contínua, exceto para um número finito 
de pontos onde C pode ter ângulos ou cúspides. E 


Trabalho Realizado por uma Força Variável 


Se, no Exemplo 1, F for uma força, o trabalho realizado por F no deslocamento ao longo do quarto de círculo é 0,4521, medido em unidades 
adequadas, digamos, em newton-metros (Nm, unidade também chamada de joule e abreviada como J; veja também a contracapa). Algo similar 
ocorre no Exemplo 2. 


O Trabalho Realizado É Igual a Ganho de Energia Cinética 


Consideremos que F seja uma força, de modo que (3) é o trabalho. Digamos também que t é o tempo, de modo que dr/dt = v, velocidade. 


Então, podemos escrever (3) como 
b 


(6) W= | F+ dr = Í F(r(t)) ° vG) dt. 
C a 

Ora, pela segunda Lei de Newton (força = massa x aceleração), 
F =mr"(0) = mv'(0, 

onde m é a massa do corpo deslocado. A substituição em (5) dá [veja (11) da Seção 9.4] 


2 Í vev\ m 
w= |mvivt= fm ( ES Iv? 
a 2 2 


a 


t=a 


No lado direito, m|v|?/2 é a energia cinética. Logo, o trabalho realizado é igual a ganho de energia cinética. Esta é uma lei fundamental da 
mecánica. a 


Outras Formas de Integrais de Linha 
As integrais de linha 


(7) fa dx, Jur: dy, f F dz 


são casos especiais de (3) quando F = Fi ou F,j ou F¿k, respectivamente. 
Além disso, sem calcular um produto escalar como em (3), podemos obter uma integral de linha cujo valor é 
um vetor em vez de um escalar, a saber, 


b 


b 
(8) [EO a = | FeO) a= | FEO, FEO, FO) ar. 


a 


Obviamente, um caso especial de (7) é obtido fazendo-se F; = f, F} = F} = 0. Então, 


b 
(8º) [10 a= | 100) di 


com C como em (2). O cálculo do valor é similar ao anterior. 


Uma Integral de Linha na Forma (8) 
Integre F(r) = [xy, yz, z] ao longo da hélice no Exemplo 2. 
Solução. A função F(r(t)) = [cos t sen t, 3t sen t, 3t] integrada em relação a t de O a 27 resulta em 


27 


27 
1 
f F(r(t)) dt = |- — cos?t, 3 sent — 3t cost, E el =[0, -6m 672]. E 
0 


2 


0 


Dependéncia do Caminho 


A dependéncia do caminho das integrais de linha tem uma importáncia prática e teórica táo grande que ire- 
mos formulá-la na forma de um teorema. Uma seção inteira (Seção 10.2) tratará das condições sob as quais a 
dependência do caminho não ocorre. 
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FEOREMA-2 


Dependéncia do Caminho 


A integral de linha (3) em geral depende não apenas de F e das extremidades A e B do caminho, mas 
também do próprio caminho ao longo do qual a integral é considerada. 


PROVA Quase todos os exemplos mostraráo isso. Consideremos, digamos, o segmento retilíneo C;: r,(£) = [t,t,0] e a 
parábola C>: r(t) = [z r 0] com 0 S ż = 1 (Fig. 221) e integremos F = [0, xy, 0]. Então, F(r,(1)*r/(0) = £?, 
Fr)’ r3 (t) = 2tt, de modo que a integração fornece 1/3 e 2/5, respectivamente. a 


Fig. 221. Prova do Teorema 2 


PROBLEMAS-PROPOSTOS-10,1 


1-12 


INTEGRAL DE LINHA. TRABALHO REALIZADO 


POR UMA FORCA 


Calcule f F(r) + dr para os seguintes dados. Se F é uma força, essa 
Ç 


integral fornecerá o trabalho realizado no deslocamento ao longo de 
C (Mostre os detalhes.) 


1. 
2. 


F = [5º, 14%], C é a parábola y = 5x? de A: (0, 0) a B: (2,20) 
F é como no Problema 1, C é o menor caminho entre A e B. A 
integral fica menor? Justifique. 


. F é como no Problema 1, C vai diretamente de A até (2, 0) e depois 


sobe verticalmente até B. 


4. F = [x*, y?, 0], C é o semicírculo de (2, 0) até (—2, 0), y = 0 


14. 


. F = [xy?, xy], C: r = [cosh £, senh 1, 0], 0 = 1 = 2. Esboce C. 


. F = [e”, e”] no sentido horário ao longo do círculo com centro (0, 


0), de (1, 0) até (0, —1). 


. F = |x, y, z], C: r = [cos t, sen t, t] de (1, 0, 0) a (1,0, 47). 
. F = [cosh x, senh y, e7], C: r = [1 2, ?] de (0, 0, 0) a (3,3, 


. F é como no Problema 8, C é o segmento retilíneo de (0, 0, 0) a 


211) 
2: 418 


. F = [x, =z, 2y] vai diretamente de (0, 0, 0) a (1, 1, 0), então até (1, 


1, 1), e depois de volta a (0, O, 0). 


. F =[e*, e, e], r = [t, 2, 2] de (0, 0, 0) a (2, 4, 4). Esboce C. 
. F = [x, y?, cos? z], C como no Problema 7. Esboce C. 
. PROJETO ESCRITO. Das Integrais Definidas às Integrais de 


Linha. Escreva um pequeno relatório (1-2 páginas) com exem- 
plos que mostrem as integrais de linha como generalizações das 
integrais definidas. Estas últimas medem os valores de áreas sob 
curvas. Explique a interpretação geométrica correspondente para 
uma integral de linha. 


PROJETO. Independência de Representação. 


Dependência do Caminho. Considere a integral f F(r) + dr onde 
F = [xy, 2. e 

(a) Um caminho, várias representações. Encontre o valor da inte- 
gral quando r = [cos 1, sen 1], 0 = t = 7/2. Mostre que o valor 
permanece o mesmo se você fizer t = —p ou t = p? ou aplicar duas 
outras transformações paramétricas de sua própria escolha. 

(b) Caminhos diversos. Calcule o valor da integral quando C: 
y = x”, e portanto, quando r = [z, t”], 0 S t S 1, onde n = 1, 2, 
3, ++. Note que esses inúmeros caminhos indefinidos têm as 
mesmas extremidades. 

(c) Limite. Em (b), qual é o limite quando n —> 07 Você conseguiria 
confirmar o seu resultado por integração direta sem se referir a (b)? 
(d) Demonstre a dependência do caminho com um exemplo sim- 
ples de sua escolha, envolvendo dois caminhos. 


15-18 


INTEGRAIS DAS FORMAS (8) E (3*) 


Calcule o valor de (8) ou (8*) com F ou C dadas como se segue. 


15. 
16. f= 1 — senh? x e C é a catenária r = [1, 
17. 
18. 


19. 


20. 


0=t151 

cosh 1], 0=1+=2 

F = [y?, 2, 12] e C é a hélice [3 cos 1, 3 sen 1, 21], 0 S t S 87 
F = |œ), (yix), 0], e C é a hipociclóide r = [cos? t, sen? t, 
0] 0 S t S 1/4 

(Desigualdade ML, Estimativa das Integrais de Linha) Con- 
sidere que F seja uma função vetorial definida em uma curva C. 
Considere também que F seja limitada, digamos, |F| = M em C, 
onde M é algum número positivo. Mostre que 


(9) [For 


Usando (9), encontre um limite para o módulo do trabalho T rea- 
lizado pela forga F = [x?, y] no deslocamento ocorrido ao longo 
do segmento que vai de (0, 0) até (3, 4). 


f=2+y,Cr=[ 4, 0), 


= ML (L = comprimento de C). 
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10.2 Independéncia do Caminho das Integrais 
de Linha 


TEOREMA 1 


Nesta segáo, consideremos as integrais de linha 


I Fl) dr = | E, dx + Fa dy + F; dz) (dr = [dx, dy, dal) 


como antes, e vejamos agora as condições sob as quais (1) independe do caminho em um domínio D no 
espaço. Por definição, isso significa que, para cada par de extremidades A, B em D, a integral (1) tem o mesmo 
valor para todos os caminhos em D que começam em A e terminam em B. (Veja a Fig. 222 e também a Seção 
9.6, sobre “domínio”.) 


A independéncia do caminho é importante. Por exemplo, em mecánica, ela pode significar que o trabalho feito 


para se levar uma carga até o topo de uma montanha independe do caminho, seja este curto e íngreme ou longo 
e suave. Ou ela pode significar que, quando soltamos uma mola elástica, recuperamos o trabalho que tínhamos 
realizado ao esticá-la. Nem todas as forças são deste tipo — pense em nadar em uma piscina grande e redonda 
onde a água esteja circulando em redemoinho. 


Fig. 222. Independência do Caminho 


Examinemos três idéias segundo as quais a independência do caminho em (1) ocorre em um domínio D se e 


somente se: 


(Teorema 1) F = grad (veja a Seção 9.7 sobre o gradiente). 
(Teorema 2) A integração ao longo de curvas fechadas C em D sempre fornece o resultado 0. 
(Teorema 3) Rot F = 0 (desde que D seja simplesmente conectado, conforme definido a seguir). 


Você percebe que esses teoremas são úteis para compreender os exemplos e contra-exemplos que acabamos de 
apresentar? 


Comecemos nossa discussão pelo critério, bastante prático, para a independência do caminho, que é o seguinte. 


Independência do Caminho 


Uma integral de linha (1) com F, F, F; contínuas num domínio D no espaço é independente do caminho 
em D se e somente se F = [F,, F, F3] for o gradiente de alguma função f em D, 


ð ð ð 
(2) F = grad f, logo, mt A p=. 


PROVA (a) Suponhamos que (2) seja válida para uma função fem D e mostremos que isso implica a independência de 


caminho. Consideremos que € seja um caminho qualquer em D entre um ponto A e um ponto qualquer B, caminho 
este dado por r(t) = [x(£), y(t), z(t)], onde a = t = b. Então, de (2), da regra da cadeia vista na Seção 9.6 e de 
(3”) da última seção, obtemos 


aj dx 4 af dy 4 a dz) 


EN ay ðZ 


f (E, dx + Fa dy + Fa dz) =f 
Cc c 


+ | 


sf of dx of dy | af dz ji 
E io dt əy dt oz E) 
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EXEMPLO 


EXEMPLO-2 


FEOREMA-2 


b df t=b 
= [ Se dt = fixt, yt), 20] 

a dt t=a 
= f (x(b), y(b), z(b)) — f (x(a), y(a), z(a)) 
= f (B) — f (A). 

(b) A prova do inverso disso, ou seja, de que a independência do caminho implica (2) para algum f, é mais 
complicada, sendo fornecida no Apêndice 4. a 
A última fórmula na parte (a) da demonstração, 

B 
(3) RG dx + Fa dy + Fa dz) = $(B) — f(A), LF = grad f] 


é uma analogia com a fórmula usual para as integrais definidas no cálculo, 


= G(b) — G(a) [G'(9) = 80]. 


Deve-se aplicar a fórmula (3) sempre que uma integral de linha for independente do caminho. 


Perceberemos a existência de uma relação entre a discussão que estamos fazendo agora e a teoria potencial se 
lembrarmos que, na Seção 9.7, dizemos que f é um potencial de F = grad f. Portanto, a integral (1) independe do 
caminho em D se e somente se F for o gradiente de um potencial em D. 


Independência do Caminho 

Prove que a integral f Fedr = | (2x dx + 2y dy + 4z dz) independe do caminho em qualquer domínio no espaço e calcule seu valor na 
c c 

integração de A: (0, 0, 0) até B: (2, 2, 2). 


Solução. F = [2x, 2y, 47] = grad f, onde f = x? + y? + 22? porque df/0x = 2x = F}, 9f/0y = 2y = Fa, 0f/02 = 4z = Fz. Logo, a integral 
independe do caminho, conforme o Teorema 1, e (3) fornece f(B) — f(A) = f(2, 2,2) — f(0,0,0) = 4 +4+8 = 16. 

Se quiser verificar isso, use o caminho mais conveniente C: r(t) = [t,t,1], 0 = t = 2, onde F(r(t) = [2t, 2t, 41], de modo que F(r(t)) + 
r'(1) = 21 + 21 + 41 = 8t, e a integração de O a 2 fornece 8 - 22/2 = 16. 

Se você não percebeu o potencial por inspeção, use o método do próximo exemplo. E 


Independência do Caminho. Determinação de um Potencial 


Calcule o valor da integral 7 = | (3x2 dx + 2yz dy + y? dz) de A: (0, 1, 2) até B: (1, —1, 7), mostrando que F tem um potencial e aplicando (3). 
c 


Solução. Se F tem um potencial f, devemos ter 


fa = Fi = 3x, fy = Fa = 2yz, f: = F; = y2. 
Provemos que é possível satisfazer a essas condições. Integrando f, e derivando, 
f =x? +0gly 2), f,=9 =2y2, g =y% +h(z), f =x? + y?°z + h(2) 
f-=y+h =y”, h =0 h = 0, assim dito. 


Isso fornece f(x, y, z) = x + y%z e, por (3), 


I=f(1,-1,7)-$f(0,1,2)=1+7-(0+2)=6. E 


Independência do Caminho e Integração em Torno de 
Curvas Fechadas 


A idéia simples que aqui empregamos é a de que dois caminhos com extremidades comuns (Fig. 223) constituem 
uma única curva fechada. O resultado quase imediato disso é o 


Independência do Caminho 


Num domínio D, a integral (1) independe do caminho se e somente se seu valor ao longo de cada caminho 
fechado em D for nulo. 
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PROVA Se tivermos a independência do caminho, logo a integração de A até B ao longo de C; e ao longo de C, na Fig. 
223 resultará no mesmo valor. Ora, Cı e C, juntas formam uma curva fechada C e, se fizermos a integração de 
A até B ao longo de C, como antes, mas então fizermos também a integração de volta para A, no sentido oposto 
ao longo de C, (de modo que essa segunda integral seja multiplicada por —1), a soma dessas duas integrais será 
zero e esta será a integral resultante ao longo da curva fechada C. 

Inversamente, suponhamos que a integral em torno de qualquer caminho fechado C em D seja nula. Dados 
dois pontos A e B quaisquer e duas curvas C; e C, quaisquer de A até B em D, vemos que C} com a orientação 
inversa e C, formam juntas um caminho fechado C. Por suposição, a integral sobre C é nula. Logo, as integrais 
sobre C; e C,, ambas calculadas de A até B, devem ser iguais. Isso prova o teorema. E 


Fig. 223. Prova do Teorema 2 


Trabalho. Sistemas Físicos Conservativos e Náo-conservativos 


Lembremos da última seção que, em mecánica, a integral (1) fornece o trabalho realizado por uma força F no 
deslocamento de um corpo ao longo de uma curva C. Entáo, o Teorema 2 afirma que o trabalho independe do 
caminho em D se e somente se seu valor for zero para os deslocamentos ao longo de cada caminho fechado em 
D. Além disso, o Teorema 1 nos informa que isso acontece se e somente se F for o gradiente de um potencial 
em D. Neste caso, dizemos que F e o campo vetorial por ela definido são conservativos em D, pois, neste caso, a 
energia mecânica é conservada; ou seja, nenhum trabalho é realizado quando se faz um deslocamento começando 
e terminando em A. Algo semelhante ocorre com o deslocamento de uma carga elétrica (um elétron, por exemplo) 
num campo eletrostático conservativo. 

Fisicamente, pode-se interpretar a energia cinética de um corpo como a habilidade que ele tem de realizar 
trabalho em virtude de seu movimento, e, se um corpo estiver se movendo num campo de forças conservativo, 
após andar em círculo ele retornará à sua posição inicial com a mesma energia cinética que tinha originalmente. 
Por exemplo, a força gravitacional é conservativa; se arremessarmos uma bola verticalmente para cima, ela irá 
(se supusermos que a resistência do ar seja desprezível) retornar à nossa mão com a mesma energia cinética que 
tinha quando foi arremessada. 

O atrito, a resistência do ar e a da água sempre atuam contrariamente à direção do movimento, tendendo a 
diminuir a energia mecânica total de um sistema (geralmente convertendo-a em calor, ou em energia mecânica 
para o meio ao redor, ou em ambos) e, se no movimento de um corpo, essas forças são tão grandes que não há 
como desconsiderá-las, então a resultante F das forças agindo sobre o corpo não é mais conservativa. De modo 
bastante geral, dizemos que um sistema físico é conservativo se todas as forças agindo sobre ele são conserva- 
tivas; caso isso não aconteça, ele é chamado de não-conservativo ou dissipativo. 


Independência do Caminho e Exatidão das Formas Diferenciais 


O Teorema 1 relaciona a independência do caminho da integral de linha (1) ao gradiente, ao passo que o Teo- 
rema 2 relaciona essa independência à integração em torno de curvas fechadas. Uma terceira idéia (que leva aos 
Teoremas 3* e 3, a seguir) relaciona a independência do caminho à exatidão das formas diferenciais (ou forma 


pfaffiana!) 
(4) F+dr = F; dx + F, dy + F; dz 
sob o sinal da integral em (1). Dizemos que essa forma (4) é exata num domínio D no espaço se ela for a dife- 
rencial 
of of of 
df = dx + dy + dz = (grad f)*dr 
Ox dy Oz 


de uma função diferenciável f(x, y, z) em todos os lugares de D, isto é, se tivermos 


1 JOHANN FRIEDRICH PFAFF (1765-1825), matemático alemáo. 
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TEOREMA-3* 


TEOREMA-3 


PROVA 


Fedr = df. 


Comparando essas duas fórmulas, vemos que a forma (4) será exata se e somente se houver uma função diferen- 
ciável f(x, y, z) em D tal que, em todos lugares de D, 


of of of 
(5) F = grad f, portanto, F=—, F, = —, F; = —. 
Ox dy Oz 


Logo, o Teorema 1 implica o 


Independência do Caminho 


Num domínio D no espaço, a integral (1) independe do caminho se e somente se a forma diferencial (4) 
tiver funções de coeficientes contínuos F,, Fọ F; e se for exata em D. 


Esse teorema tem importância prática porque apresenta um útil critério de exatidão. Para formular o critério, 
precisamos do seguinte conceito, que é de interesse geral. 

Dizemos que um domínio D é simplesmente conectado se cada curva fechada em D puder ser continuamente 
diminuída a um ponto qualquer em D sem deixar D. 

Por exemplo, o interior de uma esfera ou de um cubo, o interior de uma esfera com um número finito de pontos 
dela retirados, e o domínio entre duas esferas concêntricas são casos de domínios simplesmente conectados, ao 
passo que o interior de um toro (como uma rosquinha; veja a Fig. 247 na Seção 10.6) e o interior de um cubo 
desprovido de uma diagonal plana não são domínios simplesmente conectados. 

O critério de exatidão (e de independência do caminho pelo Teorema 3*) é agora apresentado do seguinte 
modo. 


Critério de Exatidão e Independência do Caminho 


Na integral de linha (1), consideremos que F,, F,, F3 
f F(r) cdr = f (F; dx + F, dy + F; dz), 
c c 


sejam contínuas e tenham derivadas parciais primeiras contínuas num domínio D no espaço. Logo: 


(a) Se a forma diferencial (4) é exata em D — e, portanto, (1) é independente do caminho segundo o 
Teorema 3* — então, em D, 


(6) rot F = 0; 
em componentes (veja a Seção 9.9), 

oF; OF, OF, oF; OF, ðF; 
(6) dy E oz ” dz Ox” dx dy 


(b) Se (6) se verifica em D e se D é simplesmente conectado, então (4) é exata em D — e, portanto, (1) 
é independente do caminho segundo o Teorema 3*. 


(a) Se (4) é exata em D, então F = grad fem D pelo Teorema 3* e, além disso, rot F = rot (grad f) = 0 por (2) 
da Seção 9.9, de modo que (6) se verifica. 
(b) Essa prova necessita do “teorema de Stokes” e será apresentada na Seção 10.9. a 


Integral de Linha no Plano. Para j F(r)*dr = i (E, dx + F, dy), o rotacional tem apenas uma componente 
Cc C 


(a componente z), de modo que (6”) se reduz à simples relação: 
(6) dm 


(que também ocorre em (5) da Seção 1.4, sobre as EDOs exatas). 
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EXEMPLO-3 Exatidáo e Independência do Caminho. Determinação de um Potencial 


Usando (6'), mostre que a forma diferencial sob o sinal da integral de 
I= | [2xyz? dx + (x272 + z cos yz) dy + (2x2yz + y cos yz) dz] 
c 


é exata, de modo que a independência do caminho ocorre em qualquer domínio, e encontre o valor de / para um caminho indo de A: (0, 0, 
1) até B: (1, 77/4, 2). 
Solução. A exatidão decorre de (6'), que fornece 

(F3) = 2x2z + cos yz — yz sen yz = (Fo), 

(Fi): = 4xyz = (Faja 

(Fo; = 2x2? = (Fi)y- 


Para encontrarmos f, integramos F, (que é “comprida”, de modo que poupamos trabalho) e então derivamos para compararmos com F; e F}. 


f fr dy fez H z cos yz) dy = x?z?y + sen yz + g(x, z) 


fa =2x2%y + g, = Fi = 2xy2, 8x = 0, g =h) 


f: = 2x?zy + y cos yz + h' = F3 = 2x?zy + y cos yz, h! =0. 


h' = O implica que h = const., e podemos fazer h = 0, de modo que g = O na primeira linha. Por (3), isso fornece 


f(x, y, z) = x2y22 + sen yz, fB -fA =1- +4 +sen5 —0=m+1 G 


A suposição adotada no Teorema 3, segundo a qual D é simplesmente conectado, é essencial e não pode ser 
omitida. Talvez o exemplo mais simples para se perceber isso seja o seguinte. 


EXEMPLO-4 Sobre a Suposição da Existência de uma Conectividade Simples no Teorema 3 
Consideremos 
(7) Rs ===, ñn==*=, F; = 0. 
2+y + y? 
A derivação mostra que (6') é satisfeita em qualquer domínio do plano xy que não contenha a origem, por exemplo, no domínio 


D:i<V x + y2 < 5, mostrado na Fig. 224. De fato, F; e F, não dependem de z e F; = 0, de modo que as duas primeiras relações em (6') 
são trivialmente verdadeiras, e a terceira relação é verificada por derivação: 


Fa  —X2+y2=x-2x y? =x? 

9X => (x? + y3)2 => (x2 ES yA $ 
Fs x? + y? —y-2y y? - y? 
əy (x2 EA y?? o (x2 + y?)2 j 


Obviamente, D na Fig. 224 não é simplesmente conectado. Se a integral 


—y dx + x dy 
1= | earra f 2+y 


fosse independente do caminho em D, então 7 = O em qualquer curva fechada em D, como, por exemplo, no círculo x? + y? = 1. Porém, 
fazendo x = r cos 0, y = r sen 6 e observando que o círculo é representado por r = 1, temos 


x=cos 0, dx = — sen 0 d6, y=sen ð, dy=cos 0 d9, 


de modo que —y dx + x dy = sen? 6 dg + cos? 6 dg = do e a integração no sentido anti-horário fornece 


5 27 49 
| = — = 2r. 
o 1 


Como D náo é simplesmente conectado, náo podemos aplicar o Teorema 3 e, portanto, náo podemos concluir que / seja 
independente do caminho em D. 
Embora F = grad f, onde f = arctang (y/x) (verifique!), tampouco podemos aplicar o Teorema 1, visto que o ângulo polar 


f= 0 = arctang (y/x) não possui um valor único, como se exige para uma função no cálculo. 


NIW 


Fig. 224. Exemplo 4 
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PROBLEMAS PROPOSTOS 10.2 


1-8 INTEGRAIS INDEPENDENTES DO CAMINHO (c) Integre ao longo do segmento retilíneo de (0, 0) até (c, 1), 0 = 
c = 1 e então horizontalmente até (1, 1). Em (b), o valor obtido 
para c = 1 é igual ao valor obtido para b = 1? Para qual c o valor 
de 7 é máximo? E qual é esse valor máximo? 


Demonstre que a forma sob o sinal da integral é exata no plano (Proble- 
mas 1-4) ou no espaço (Problemas 5-8) e calcule o valor da integral. 
(Mostre os detalhes do que fizer.) 

(4,11/8) 


1. | (y cos xy dx + x cos xy dy) E (e, Do LD 
(0,0) 
(0,5) / | 
2. f (ve dx + ye” dy) f 
6,0) / 
(1D / A) 
2 a |_— 
3. f e“ -Y (x dx + y dy) 0,9% i = 
1-0) 
Gm Projeto 10. Dependência do Caminho 
4. f (cos? y dx — 2x cos y sen y dy) 
20 
(0,12) ` 
5, | (z e dx + dy + xe” dz) 11-19 | VERIFIQUE A INDEPENDENCIA DO CAMINHO 
2,3,0) e, em caso de independência, integre de (0, O, 0) até (a, b, c). 
ao 11. (cosh xz)(z dx + x dz) 
6 f ev ty (x dx + y dy — dz) 
` (0,0,0) 12. (3x?e% + x) dx + 2x%e%” dy 
(1,8,0) 13. 3x?y dx + xX dy + y dz 
7. f (2xy dx + x? dy + senh z dz) 14. 2x sen y dx + x? cos y dy + y? dz 
m 15. (ze” — e”) dx — xe” dy + e” dz 
(4,4,0) É 
8. f [2x03 — z8) dx + 3? dy — 3x?z? dz] 16. e” cos 2y dx — 2e” sen 2y dy — xz dz 
20,1) 17. xy 22 dx + 3x22? dy + x?yz dz 


9. No Exemplo 4 do texto, mostre que temos que F = grad (arctang 18. yz cosh x dx + z senh x dy + y senh x dz 

0/x)). Dê exemplos de domínios nos quais a integral é indepen- 19, y dx + (x — 2y) dy + 4x dz 

dente do caminho. 20. PROJETO ESCRITO. Idéias sobre a Independência do Cami- 
10. PROJETO. Dependência do Caminho. (a) Mostre que I = nho. Faça uma lista das principais idéias sobre independência e 
dependência do caminho apresentadas nesta seção. Então transfor- 
me essa lista num texto que inclua as explicações de todas as defi- 
nições e que informe a utilidade prática dos teoremas, sem contudo 
apresentar as provas. Acrescente alguns exemplos ilustrativos de 
sua própria escolha. Explique o que acontece no Exemplo 4 se o 


f (x2y dx + 2xy? dy) é dependente do caminho no plano xy. 
c 


(b) Integre ao longo do segmento retilíneo de (0, 0) até (1, b), 
0 S b S 1 e então verticalmente para cima até (1, 1); veja a 
figura. Para quais desses caminhos 7 é máximo? E qual é esse 
valor máximo? domínio considerado for 0 < Vx? + y? < 3. 


10.3 Revisão de Cálculo: Integrais Duplas. Opcional 


Os estudantes familiarizados com as integrais duplas do cálculo podem passar para a seção seguinte, saltando 
assim a revisão que apresentamos agora e que incluímos no texto para deixá-lo independente de outras obras. 

Numa integral definida (1) da Seção 10.1, fazemos a integração de uma função f(x) sobre um intervalo (seg- 
mento) do eixo x. Já numa integral dupla, integramos uma função f(x, y), chamada de integrando, sobre uma 
região? R limitada e fechada no plano xy, cuja curva de contorno tem uma tangente única em cada ponto, embora 
possa também possuir um número finito de cúspides (como os vértices de um triângulo ou retângulo). 

A definição de uma integral dupla é muito parecida com a de uma integral definida. Subdividimos a região R 
traçando retas paralelas aos eixos x e y (Fig. 225). Numeramos de 1 a n os retângulos que estejam inteiramente 
dentro de R. Em cada um desses retângulos, escolhemos um ponto, digamos, (Xp, Yg) no k-ésimo retângulo, cuja 
área chamaremos de AA,. Então, obtemos a soma 


2 Uma região R é um domínio (Seção 9.6) acrescido, às vezes, de alguns ou de todos os seus pontos de contorno. Dizemos que R é fechada 
se seu contorno (conjunto de todos os seus pontos circundantes) for considerado como pertencente a R; e dizemos que R é limitada se for 
possível incluí-la num círculo de raio suficientemente grande. Um ponto de contorno P de R é um ponto (de R ou não) tal que cada disco 
com o centro em P contenha pontos de R e também pontos que não sejam de R. 
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x 


Fig. 225. Subdivisão de uma região R 


n 
Jn = > FOr Yu) AA. 

k=1 
Fazemos isso para um número progressivamente maior de valores inteiros e positivos de n, de uma maneira 
completamente independente, porém tal que o comprimento da diagonal máxima dos retángulos se aproxima de 
zero à medida que n se aproxima do infinito. Dessa maneira, obtemos uma seqiiéncia de números reais Jp, Jn, 
+ + +, Supondo que f(x, y) seja contínua em R e que R tenha um contorno formado por um número finito de curvas 
suaves (veja a Seção 10.1), é possível provar (veja a Ref. [GR4] no Apêndice 1) que esta seqiiéncia converge 
e que seu limite independe da escolha das subdivisões e de seus pontos correspondentes (Xp, Ypk). Este limite é 
chamado de integral dupla de f(x, y) sobre a região R e é representado por 


Fr. y) dx dy ou fr. y) dA. 
R R 


As integrais duplas têm propriedades muito parecidas com as das integrais definidas. De fato, para quaisquer 
funções fe g de (x, y), definidas e contínuas numa região R, 


Plusaca=x ffs dx dy (k constante) 
R R 
(1) [|E +9 dxay= | [faray + $ [gara 
R R R 
Plraca =$ fracay+ | |f axdy (Fig. 226). 
R Rı R2 


Além disso, se R é simplesmente conectada (veja a Seção 10.2), então existe pelo menos um ponto (xo, Yo) em 
R tal que tenhamos 


0) J [Fæ ax dy = 100.304, 


R 
onde A é a área de R. Este é o chamado teorema do valor médio para as integrais duplas. 


Fig. 226. Fórmula (1) 


Cálculo do Valor de uma Integral Dupla por 
Duas Integrações Sucessivas 


E possível calcular o valor de uma integral dupla numa região R por meio de duas integrações sucessivas. 
Podemos integrar primeiro sobre y e depois sobre x. Desse modo, a fórmula é 


(3) it y) dx dy = JE ME y) ay dx (Fig. 227). 
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Aqui, y = g(x) e y = h(x) representam a curva do contorno de R (veja a Fig. 227) e, mantendo x constante, inte- 
gramos f(x, y) ao longo de y de g(x) até h(x). O resultado é uma função de x, que integramos de x = a até x = b 
(Fig. 227). 

Similarmente, se integrarmos primeiro em x e depois em y, a fórmula passa a ser: 


d qy) 
(4) f [fx y ax ay = f f fy ax dy (Fig. 228). 
R c py) 
7 y 
d 
pO) 
l 
l 
| | 
l 
i 20) | IA 40) 
= | 
a b x x 
Fig. 227. Cálculo de uma integral dupla Fig. 228. Cálculo de uma integral dupla 


A curva do contorno de R é agora representada por x = p(y) e x = q(y). Considerando y como uma constante, 
integramos primeiramente f(x, y) em x de p(y) até q(y) (veja a Fig. 228) e então integramos em y de y = c a y = 
d a função resultante. 

Em (3), supusemos que R podia ser expressa pelas desigualdades a =x = be g(x) = y S h(x). Algo similar 
ocorre em (4) para c = y E de p(y) € x S q(y). Se uma região R não tem essa representação, então em qualquer 
caso prático será pelo menos possível subdividir R num número finito de porções, com cada uma delas podendo 
ser dada por essas desigualdades. Então, integramos f(x, y) sobre cada porção e somamos os resultados. Isso dará 
o valor da integral de f(x, y) sobre a região inteira de R. 


Aplicações das Integrais Duplas 


As integrais duplas têm várias aplicações geométricas e físicas. Por exemplo, a área A de uma região R no plano 
xy é dada pela integral dupla 
4=[ Jara. 
R 


O volume V sob a superfície z = f(x, y) (> 0) e acima de uma região R no plano xy é (Fig. 229) 
v= | [fæ y) dx dy 
R 


porque o termo f(xy, Yp) AA, em J, no início desta seção representa o volume de uma caixa retangular com a 
base de área de AA, e com a altura dada por Axr, y). 

Num outro exemplo de aplicação, consideremos que f(x, y) seja a densidade (= massa por unidade de área) de 
distribuição de massa no plano xy. Então a massa total M em R é 


M = J fro y) dx dy; 


Fig. 229. Integral dupla como volume 
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EXEMPLO 


o centro de gravidade da massa em R tem as coordenadas x, y, onde 

1 1 

=H J [rro y) dx dye y = M ES y) dx dy; 
os momentos de inércia 7, e 1, da massa em R em relação aos eixos x e y são respectivamente 
L= Fria. y) dx dy, I= f [efo y) dx dy; 

R R 

e o momento polar de inércia Jọ da massa em R em relação à origem é 
Lo =1, +1, = ffe + 19f(x, y) dx dy. 
R 


Damos um exemplo disso a seguir. 


Mudanca de Variáveis em Integrais Duplas. O Jacobiano 


Nas integrais duplas, problemas práticos freqiientemente exigem uma mudança nas variáveis de integração. Lem- 
bremos do cálculo que, para uma integral definida, a fórmula da mudança de x para u é 


b B dx 
(5) fro ax = | raw) q du 


Aqui, supomos que x = x(u) seja contínua e tenha uma derivada contínua em algum intervalo a = u = tal que 
x(a) = a, x(B) = b [ou x(a) = b, x(B) = a] e x(u) varia entre a e b quando u varia entre a e B. 
A fórmula para a mudança de variáveis, de x, y para u, v nas integrais duplas é 


a(x, y) 
(u, v) 


| du dv; 
ðU, V 


(6) J [£% y exay = f frtxu, v), ytu, v) | 


R R 


ou seja, o integrando é expresso em termos de u e v, e dx dy é substituído por du dv multiplicado pelo valor 
absoluto do jacobiano? 


X 0X 
a(x, y) Jau avl ax ay x oy 
alu, v) lay əy| qu əv qu qu. 
ou qu 


(7) = 


Aqui, fazemos a seguinte suposição. As funções 


x = x(u, V), y = y(u, V) 
que fazem essa mudança são contínuas e têm derivadas parciais contínuas em alguma região R* no plano uv, de 
modo que, para cada (u, v) em R*, o ponto (x, y) correspondente está situado em R e, inversamente, a cada (x, 
y) em R corresponde um e somente um ponto (u, v) em R*; além disso, ou o jacobiano J é positivo em todo R* 
ou negativo em todo R*. Uma prova disso encontra-se na Ref. [GR4] no Apêndice 1. 


Mudança de Variáveis numa Integral Dupla 


Calcule o valor da seguinte integral dupla sobre o quadrado R na Fig. 230. 


ffe + y?) dx dy 
R 


Solução. A forma de R sugere a transformação x + y = u, x — y = v. Então, X = 3(u + v), y = 3(u — v). O jacobiano é 


ax y) 
alu, v) 


J= 


R corresponde ao quadrado O S u S 2, 0 S v S 2. Portanto, 
2-2 
1 1 8 
Pfoeryaay= ff uuw, al 
0% 2 2 3 
R 


3 Nome dado em homenagem ao matemático alemão CARL GUSTAV JACOB JACOBI (1804-1851), conhecido por suas contribuições à 
teoria das funções elípticas, equações diferenciais parciais e mecânica. 
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Fig. 230. Região R no Exemplo 1 


De particular interesse prático são as coordenadas polares r e 0, que podemos introduzir fazendo x = r cos 0, 
y =r sen 6. Logo, 


ax y)  [“0os8 —rseng 
= = =T 
olr, 0) seno  rcos@® 
e 
8 , y) dx dy = 0, 0) r dr do 
(8) J [fe y) dx dy J [10 cos r sen 0) r dr 


onde R* é a região no plano r0 correspondente a R no plano xy. 


EXEMPLO- 2 Integrais Duplas em Coordenadas Polares. Centro de Gravidade. Momentos de Inércia 


Consideremos que fíx, y) = 1 seja a densidade de massa na regiáo da Fig. 231. Encontre a massa total, o centro de gravidade e os momentos 
de inércia Z, Ly Io. 


> Solução. Usaremos as coordenadas polares que acabamos de definir e também a fórmula (8). Com isso, obtemos a massa total 
: q/2 1 11/12 
T 
— m= f fa- [ [rarao= [ =—00= >. 
N A o “0 o 2 4 
L | O centro de gravidade tem as coordenadas 
1 e 4 al2 à 4 a 4 
Fig. 231. TEJ) f rcosørarao= 4 f > cos 0 dð = — = 0,4244 
Exemplo 2 Tm Jo Jo T Jo 3 37 
4 


y= 377 POr razões de simetria. 


Os momentos de inércia são 


al2 À 1/2 
= f faa- f f rse or arao = [ — sen? 9d 
R o “0 o 4 
| 1 
T T 
-f gú — cos 26) do 8 E o) 16 0,1963 
T T 
ly = 76 Por razões de simetria. lo = ly +ly= 3 = 0,3927 
Por que x e y são menores que $ a 


Este é o fim da nossa revisáo sobre integrais duplas, que seráo necessárias neste capítulo a partir da próxima 
seção. 


PROBLEMAS PROPOSTOS -10.3 


1. (Teorema de valor médio) Ilustre (2) com um exemplo. 4. Como no Problema 3, com a ordem invertida 


2-9 INTEGRAIS DUPLAS 


Descreva a região de integração e calcule o valor da integral. (Mostre 
os detalhes do que fizer.) 6. Como no Problema 5, com a ordem invertida 


1 2x 4 1 
2. f f (x + y? dy dx 7. f f e+ dy dx 
07 zx 0“ =g 


1 2 1 pla? 
3. f f (1 — 2xy) dy dx 8. f f x?y dy dx 
0% a? 0 1-2 


3 Y 
5. f | cosh (x + y) dx dy 
0%0 
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1/2 sen y 
of f 
0 0 


10. Integre xye = sobre a região triangular com os vértices (0, 0), 
a, 1), (1, 2). 


11-13 | VOLUME 


Encontre o volume das seguintes regiões no espaço. 


e” cos y dx dy 


11. A região abaixo de z = x? + y? e acima do quadrado de vértices (1, 
1), El, 1), (1, —D, (1, 1) 

12. O tetraedro cortado a partir do primeiro octante pelo plano 
3x + 2y + z = 6. Verifique por métodos vetoriais. 


13. A seção do primeiro octante cortada da região interior ao cilindro 
x2+z2= 1 pelos planos y = 0, z = 0, x = y. 
14-16 | CENTRO DE GRAVIDADE 


Encontre o centro de gravidade (x, y) de uma massa de densidade f(x, 
y) = 1 numa dada região R. 


14. R no semidisco x? + y? S a, y Z 0 
15. y 


16. 


l 
2 


17-20 | MOMENTOS DE INÉRCIA 


Encontre os momentos de inércia /,, [,,, J de uma massa de densidade 
Ax, y) = 1 na região R mostrada nas figuras (algo de que os engenheiros 
podem precisar, juntamente com outros perfis fornecidos nos manuais 


de engenharia). 


17. R como no Problema 15. 


18. R como no Problema 16. 


19. y 
| 
| a 
= | z 
b E 
2 | 
l 
20. P 
h 
I I 
| | 
| I 
| l 
| I 
| I 
I I 
| i 
-4 -b 0 b a x 
2 2 2 2 


10.4 Teorema de Green no Plano 


É possível transformar as integrais duplas sobre uma regiáo plana em integrais de linha sobre o contorno de 
uma regiáo, e vice-versa. Tal procedimento é de interesse prático, pois ele pode simplificar o cálculo do valor 
de uma integral. Além disso, ele é útil á teoria sempre que desejarmos trocar um tipo de integral por outra. Essa 
transformagáo pode ser realizada por meio do seguinte teorema. 


TEOREMA 1 Teorema de Green? no Plano 


algum domínio contendo R. Então, 


o es 


Aqui, fazemos a integração ao longo de todo o contorno C de R, adotando um sentido tal que R fique à 
esquerda enquanto avançamos na direção da integração (veja a Fig. 232). 


(Transformação entre uma Integral Dupla e uma Integral de Linha) 


Consideremos R uma região limitada e fechada (veja a Seção 10.3) no plano xy cujo contorno C consiste 
em um número finito de curvas suaves (veja a Seção 10.1). Consideremos também que F(x, y) e Fx, y) 
sejam funções contínuas e tenham derivadas parciais contínuas 0F,/dy e dF,/dx em todas as partes de 


y= $ (Fi dx + Fo dy). 


1 GEORGE GREEN (1793-1841), matemático inglês autodidata, que começou a trabalhar como padeiro e ao falecer era membro do Caius 
College na Universidade de Cambridge. Seus trabalhos concentraram-se na teoria do potencial em conexão com a eletricidade e o magnetismo, 
vibrações, ondas e teoria da elasticidade. Permaneceu quase desconhecido, mesmo na Inglaterra, até depois de sua morte. 

No teorema, a suposição de um “domínio contendo R” garante que as suposições feitas sobre F; e F, para os pontos de contorno de R 


sejam as mesmas que para os demais pontos de R. 
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EXEMPLO 


PROVA 


x 


Fig. 232. Região R cujo contorno C consiste em duas partes: C, percorrida no sentido anti-horário e C, percorrida no 
sentido horário, de tal modo que R fica sempre à esquerda para ambas as curvas 


Fazendo Y = [F,, Fa] = Fiji + Fj e usando (1) na Seção 9.9, obtemos (1) na forma vetorial, 
a’) [| ot F)-k ax dy = $ rear. 
R 


A prova disso será uma conseqüência do próximo exemplo. Sobre $, veja a Seção 10.1. 


Verificação do Teorema de Green no Plano 


O teorema de Green no plano será muito importante nos trabalhos que faremos a seguir. Antes de prová-lo, vamos nos acostumar a ele, 
verificando sua validade para F} = y? — 7y, F, = 2xy + 2x e C correspondendo ao círculo x? + y? = 1. 


Solução. Em (1), temos no lado esquerdo 


ME ža) aca | fisa ~y- nday =o | foca =o% 


uma vez que a área do disco circular R é 77. 
Mostremos agora que a integral de linha no lado direito de (1) fornece esse mesmo valor, 97. Devemos orientar C no sentido anti-horário, 
digamos, r(t) = [cos t, sen t]. Logo, r'(t) = [-sen 1, cos t] e, sobre C, 


F; = y? — Ty = sen? t — 7 sen t, F, = 2xy + 2x = 2 cos t sen t + 2 cos t. 


Logo, a integral de linha em (1) torna-se, verificando-se o teorema de Green, 
27 
$ (Fax + Fay’) dt = | [(sen?t — 7 sent) (—sen t) + 2(costsent + cost) (cos t)] dt 
C 0 


271 


f (—sen? t + 7 sen?t + 2 cos? t sent + 2 cos? t) dt 
o 


0+77-0+27= 97. | 


Provemos o teorema de Green no plano, primeiramente para uma regiáo especial R que pode ser representada 
em ambas as formas 


a=xsb, u(x) E y S v(x) (Fig. 233) 


IIA 
IIA 
= 
IIA 


40) (Fig. 234). 


Usando (3) da última segáo, obtemos para o segundo termo no lado esquerdo de (1), e desconsiderando o sinal 
negativo, 


cs=y=d, pO) 


Ca 


u(x) 


l 
l 
l 
l 
l 
l 
l 
l 
a b x x 


Fig. 233. Exemplo de uma regiáo especial Fig. 234. Exemplo de uma regiáo especial 


Capítulo 10: Cálculo Integral Vetorial. Teoremas Integrais 351 


9F i b v(x) aF i 
(2) == dx dy = | — dy | dx (veja Fig. 233). 
Jf oy d I, o oy á 

(O primeiro termo será considerado posteriormente.) Consideramos então a integral mais interna: 

væ) y=u(x) 

oF 4 
| oa = F y) = Falk, 000] = Falx, 000] 
u(x) oy y=u(x) 


Inserindo esse resultado em (2), chegamos a (mudando a direção da integração) 


[a dy = | Faby, 00) dx — f Fa uol dx 


a b 
= $ Fale, vbol dx — $ F lx, 000] dx. 
b a 


Como y = v(x) representa a curva C** (Fig. 233) e y = u(x) representa C*, podemos escrever as duas últimas 
integrais como integrais de linha sobre C** e C* (orientadas como na Fig. 233); portanto, 


[f Eterna [Fines 


(3) 
= -$F 1(X, y) dx 


Isso prova (1) no teorema de Green se F, = 0. 

O resultado permanece válido se C tiver porções paralelas ao eixo y (como Č e Č na Fig. 235). De fato, as 
integrais sobre essas porções são nulas porque, no lado direito de (3), fazemos a integração em relação a x. 
Logo, podemos acrescentar essas integrais àquelas já existentes sobre C* e C** a fim de, dessa forma, obtermos 
a integral sobre o contorno inteiro C em (3). 

Agora, tratamos da mesma forma o primeiro termo no lado esquerdo de (1). Em vez de (3) na última seção, 
usamos (4), bem como a segunda representação da região especial (veja a Fig. 234). Dessa forma (novamente 
mudando a direção de integração), 

d qy) 
[E axay = | fi Ee la 
p 3X cy 9X 


c p 


d c 
= [ Ea, dy + f Epi y) dy 


= $ Falx y) dy. 


QU 


Cx 


jo, o 
x x 


Fig. 235. Prova do teorema de Green Fig. 236. Prova do teorema de Green 


Juntamente com (3), esse resultado fornece (1) e assim demonstra o teorema de Green para regiões especiais. 

Provemos agora o teorema para uma região R tal que ela própria não seja uma região especial, mas possa ser 
subdividida num número finito de regiões especiais (Fig. 236). Nesse caso, aplicamos o teorema a cada sub-região 
e então somamos os resultados; a soma dos lados esquerdos resulta na integral sobre R, ao passo que a soma dos 
lados direitos resulta na integral de linha sobre C mais as integrais sobre as curvas que surgiram quando subdivi- 
dimos R. A observação crucial e simples que fazemos agora é que cada uma destas últimas integrais ocorre duas 
vezes, sendo calculadas em direções mutuamente opostas. Logo, elas se cancelam, de modo que apenas sobra a 
integral de linha sobre C. 
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EXEMPLO-2 


EXEMPLO 3 


EXEMPLEO-4 


Até agora, a prova abrange todas as regiões que são de interesse nos problemas práticos. Para provarmos o 
teorema para uma região mais geral R que satisfaça às condições do teorema, devemos obter uma aproximação 
de R por meio de uma região R do tipo que acabamos de considerar, e então procedermos por limite. Para mais 
detalhes sobre isso, veja a Ref. [GR4] no Apêndice 1. E 


Algumas Aplicações do Teorema de Green 


Área de uma Região Plana como uma Integral de Linha sobre um Contorno 


Em (1), primeiramente escolhemos F; = 0, F, = x e então F; = —y, F, = 0. Isso fornece 


[Jaa-Pra e f [æ= -Pyas 
R G R G 


respectivamente. A integral dupla é a área A de R. Por adição, temos 


1 
(4) a= $00 -yao 
23, 


onde integramos conforme o indicado no teorema de Green. Essa interessante fórmula expressa a área de R em termos de uma integral de 
linha sobre um contorno. Ela é usada, por exemplo, na teoria de certos planímetros (instrumentos mecánicos para medir áreas). Veja também 
o Problema 17. 

Para uma elipse 1%/a? + y?/b? = 1 ou x = a cos t, y = b sen t, obtemos x' = —a sen t, y' = b cos t; portanto, de (4), obtemos a fórmula 
familiar para a área de uma regiáo limitada por uma elipse, 


27 27 
1 1 
A == [ (xy! — yx") dt = = f lab cos2t — (—ab sen? t)] dt = ab. E 
2 0 2 (0) 


Área de uma Regiáo Plana em Coordenadas Polares 


Consideremos que r e 6 sejam as coordenadas polares definidas por x = r cos 6, y = r sen 6. Então, 


dx = cos 0 dr — r sen 0 d0, dy = sen 0 dr + r cos 0 do, 


e (4) torna-se uma fórmula que é bastante conhecida do cálculo, a saber, 


1 
(5) p= > $ r° do. 
2 Jo 
Como uma aplicação de (5), consideremos a cardióide r = a(l — cos 6), onde O = 0 = 2m (Fig. 237). Encontramos 
2 27 
a 3 
a-f (1 — cos 0)? d0 = Y a? E 
2 Jo 2 


Transformacáo de uma Integral Dupla do Laplaciano de uma Funcáo numa Integral de 
Linha de Sua Derivada Normal 


O laplaciano desempenha um papel importante na física e na engenharia. Tivemos uma primeira impressáo disso na Segáo 9.7, que discutire- 
mos mais adiante no Capítulo 12. Por ora, empreguemos o teorema de Green para demonstrar uma fórmula integral fundamental envolvendo 
o laplaciano. 

Consideremos uma fungáo w(x, y) que seja contínua e possua derivadas parciais primeiras e segundas contínuas num domínio do plano xy 
contendo uma região R do tipo indicado no teorema de Green. Façamos que F; = —dw/dy e F, = dw/dx. Então, dF,/0y e dF,/0x são contínuas 
em R e, no lado esquerdo de (1), obtemos 


Fo afi ow w 
(6) EM əy ax? ay? i 


que é o laplaciano de w (veja a Seção 9.7). Além disso, usando essas expressões para F, e F,, obtemos no lado direito de (1) 


7 dear e rr La PLA. 
0 A ras teas) SSU ay ds ax ds)” 


onde s é o comprimento de arco de C, e C tem a orientação mostrada na Fig. 238. Podemos escrever o integrando da última integral como 
o produto escalar 


ow an | E J aw dy ow dx 


8 «n= 
8) (grad w) +n E “ay ds" ds ax ds oy ds ` 


O vetor n é um vetor unitário e normal a C, pois o vetor r'(s) = dr/ds = [dx/ds, dy/ds] é o vetor tangente unitário a C e r'* n = 0, de modo 
que n é perpendicular a r'. Além disso, n está direcionado para o exterior de C, visto que, na Fig. 238, em x a componente positiva dx/ds 
de r' é a componente negativa em y de n, e algo similar ocorre com os outros pontos. Disso e de (4) na Seção 9.7, vemos que o lado direito 
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y 


Fig. 237. Cardióide Fig. 238. Exemplo 4 


de (8) é a derivada de w na direção normal exterior a C. Dizemos que ela é a derivada normal de w e que é representada por dw/dn; ou 
seja, dw/dn = (grad w) + n. Em decorrência de (6), (7) e (8), o teorema de Green fornece a fórmula desejada que relaciona o laplaciano à 
derivada normal, 


ðw 
(9) n V? w dx dy = $ an E: 
ú & 


Por exemplo, w = x? — y? satisfaz a equação de Laplace V?w = 0. Logo, a integração de sua derivada normal sobre uma cur- 
va fechada vale necessariamente zero. Você consegue verificar isso diretamente pela integração, digamos, do quadrado 0 S x S 1, 
0OSyS1? E 


O teorema de Green no plano pode facilitar o cálculo de valores de integrais e pode ser usado em ambas as 
direções, dependendo do tipo de integral que seja mais simples num caso concreto. Exemplos disso são fornecidos 
nos problemas propostos. Além disso, e talvez de um modo ainda mais fundamental, o teorema de Green será a 
ferramenta essencial que utilizaremos na demonstração de um teorema integral de grande importância, a saber, 
o teorema de Stokes na Seção 10.9. 


PROBLEMAS PROPOSTOS 10.4 


CÁLCULO DE VALORES DE INTEGRAIS DE LINHA 


16. w = xy + xy, R: x? + y S4, y Z0 


PELO TEOREMA DE GREEN 


Usando o teorema de Green, calcule o valor das integrais | F(r)º dr 
seguindo o sentido anti-horário em torno da curva de coña C da 
regiáo R, onde 
1. F =|[ixy*%, 1x%], R é o retângulo de vértices (0, 0), (3, 0), (3, 
2), (0, 2) 
2. F = [y = sen x, 2x cos y], R é o quadrado de vértices (0, 0), 
(La, 0), 37, la), (0, 57) 
3. F = [52,2], C é a circunferência x? + y? = 25 
4. F = [-e”, e], Ré o triángulo de vértices (0, 0), (2, 0), (2, 1) 
5. F =[e**Y, er Y], Ré o triángulo de vértices (0, 0), (1, 1), (2, 1) 
6. F = [x cosh y, x senh y], R: x? = y = x. Esboce R. 
7. F = [2 + y, xX- y?], R: 1 Sy S2 — x. Esboce R. 
8. F = [e" cos y, —e” sen y], R é o semidisco x? + y? S a?, x = 0 
9. F = grad (xº cos? (xy)), R é a região do Problema 7 
10. F = [x In y, ye], R é o retângulo de vértices (0, 1), (3, 1), (3, 2), (0, 2) 
11. F = [2x — 3y, x + 5y], R: 16x? + 25y? S 400, y = 0 
12. F=[xy? —x/y?}], R: 1 S x2 + y? S 4, x = 0, y = x. Esboce R. 


13-16 | INTEGRAL DA DERIVADA NORMAL 


ð 
Usando (9), calcule o valor da integral $ = ds considerada no sen- 
c ðn 

tido anti-horário sobre uma curva de contorno C da região R. 

13. w = senh x, R é o triângulo de vértices (0, 0), (2, 0), (2, 1) 

14. w = xX? + y, C: 12 + y? = 1. Confirme a resposta por integração 

direta. 
15. w = 2 In (x2? + y3 + xy, R: 1 Sy S5- x, xzZ0 


17. EXPERIMENTO DE ÁLGEBRA COMPUTACIONAL. Apli- 
que (4) a figuras de sua escolha cujas áreas possam também ser 
obtidas por outro método e compare os resultados. 

18. (Equação de Laplace) Demonstre que, para uma solução w(x, y) 
da equação de Laplace V?w = O numa região R com a curva de 
contorno C e vetor normal unitário exterior n, 


ISE 
=$ w — ds 


19. Demonstre que w = 2e” cos y satisfaz a equação de Laplace V?w = 
O e, usando (10), integre w(dw/dn) no sentido anti-horário em torno 
da curva de contorno C do quadrado 0 =x S 2,0 S y S 2. 


20. PROJETO. Outras Formas do Teorema de Green no Plano. 
Considere R e C como no teorema de Green, r' um vetor tangen- 
cial unitário e n o vetor normal unitário exterior a C (Fig. 238 no 
Exemplo 4). Demonstre que (1) pode ser escrita como 


(11) J [aiv E ara = $ rem ds 
ou 
(12) J [ca F)*k dx dy = Per! ds 


onde k é um vetor unitário e perpendicular ao plano xy. Verifique 
(11) e (12) para F = [7x, — 3y] e C sendo a circunferência x? + y? = 
4; repita isso para um exemplo de sua própria escolha. 
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10.5 Superfícies para Integrais de Superfície 


EXEMPLO 


Após termos apresentado as integrais duplas sobre regiões no plano, passaremos agora para as integrais de super- 
fície, onde fazemos a integração sobre superfícies no espaço, como ocorre com uma esfera ou com uma porção 
de cilindro. Para tanto, temos que primeiramente ver como representar uma superfície, bem como fazer uma 
discussão sobre as normais às superfícies, visto que elas são também necessárias nas integrais de superfície. Por 
simplicidade, diremos indistintamente que são “superfícies”, tanto as próprias quanto suas porções. 


Representação de Superfícies 
As representações de uma superfície S no espaço xyz são 
(1) z = fix, y) ou g(x, y, 2) =0. 


Por exemplo, z = +V a? — x° — y? ou x? + y? + z? — a? = 0 (z = 0) representa um hemisfério de raio a e 
centro O. 

Ora, para as curvas C nas integrais de linha, o uso de uma representação paramétrica r = r(t), onde a S t S 
b, era mais prático e nos dava mais flexibilidade. Este é um mapeamento do intervalo a = t = b, localizado no 
eixo £ sobre a curva C (na realidade sobre uma parte dela) no espaço xyz. Nesse intervalo, ele mapeia todo t sobre 
o ponto de C correspondente ao vetor posição r(t). Veja a Fig. 239A. 


Curva C 
no espaço cd 
z Superfície S 
r(u,u) no espaço 
x y % y 
u 
t 
— [Á — 
a b 
(eixo £) 
u 
(plano uv) 
(A) Curva (B) Superfície 


Fig. 239. Representações paramétricas de uma curva e de uma superfície 


De modo semelhante, para as superfícies S nas integrais de superfície, freqüentemente será mais prático usar 
uma representação paramétrica. As superfícies são bidimensionais. Logo, precisamos de dois parâmetros, que 
chamaremos de u e v. Portanto, uma representação paramétrica de uma superfície S no espaço é da forma 


(2) r(u, v) = [x(u, v), y(u, V), z(u, v)] = x(u, vJi + y(u, v)j + z(u, v)k 


onde o ponto (u, v) varia em alguma região R do plano uv. Com esse mapeamento (2), associamos cada ponto 
(u, v) em R ao ponto de S dado pelo vetor posição r(u, v). Veja a Fig. 239B. 


Representação Paramétrica de um Cilindro 


O cilindro circular x? + y? = a?, —1 S z S 1 tem raio a, altura 2 e o eixo z como eixo. Uma representação paramétrica é 


r(u, v) = [a cos u, a sen u, v = a cos ui + a sen u j + vk (Fig. 240). 


As componentes de r são x = a cos u, y = a sen u, z = V. Os parâmetros u, v variam no retângulo R: 0 S u S 2m, —1 S v S 1 no plano uv. 


As curvas u = const. são retas verticais. As curvas v = const. são circunferências paralelas. O ponto P na Fig. 240 corresponde a u = 7/3 = 
60°, v = 0,7. E 


Capítulo 10: Cálculo Integral Vetorial. Teoremas Integrais 355 


EXEMPLO-2 


EXEMPLO=3 


N 


Fig. 240. Representação paramétrica de um cilindro Fig. 241. Representação paramétrica de uma esfera 


Representação Paramétrica de uma Esfera 


Uma esfera x? + y? + z? = a? pode ser representada na forma 
(3) r(u, v) = a cos v cos ui + a cos v sen u j + a sen v k 


na qual os parâmetros u, v variam no retângulo R no plano uv dado pelas desigualdades O S u S 27, —11/2 S v S 7/2. As componentes 
de r são 


X = 4A COS U COS U, y =a COS V sen u, z=a sen V 


As curvas u = const. e v = const. são os “meridianos” e “paralelos” em S (veja a Fig. 241). Essa representação é usada em geografia para 
medir a latitude e a longitude dos pontos sobre o globo. 
Outra representação paramétrica da esfera também usada em matemática é 


(3*) r(u, v) = a cos u sen vi + a sen u sen v j + a cos v k 
emqueO0=u=21,0=u=m. E 


Representacáo Paramétrica de um Cone 


Um cone circular z = Vx? + y? 0 StH pode ser representado por 


r(u, v) = [u cos v, u sen v, u] = u cos vi + u sen v j + uk, 


nas componentes x = u COS V, y = u sen V, z = u. Os parâmetros variam no retângulo R: 0 S u S H, 0 S v S 27%. Verifique que xX? + y? = 2°, 
como deveria ser. Quais são as curvas dadas por u = const e v = const? E 


Plano Tangente a uma Superfície, Normal a uma Superfície 


Lembremos da Seção 9.7 que os vetores tangentes a todas as curvas de uma superfície S passando por um ponto 
P de S formam um plano, denominado plano tangente a S em P (Fig. 242). Exceções a isso são os pontos onde 
S tem uma borda ou uma cúspide (como um cone), de modo que S não pode ter um plano tangente nesse ponto. 
Além disso, dizemos que um vetor perpendicular ao plano tangente é um vetor normal a S em P. 

Ora, como em (2) é possível exprimir $ por r = r(u, v), a idéia nova que surge é a de obtermos uma curva C 
em S considerando um par de funções diferenciáveis 


u = u(t), v = v(t) 
cujas derivadas u' = duldt e v' = dv/dt são contínuas. Então, C tem o vetor posição F(t) = r(u(£), v(t)). Derivando 
e empregando a regra da cadeia (Seção 9.6), obtemos um vetor tangente a C em S 
dř dr, a, 


= ua VU, 
dt ou du 


rt) 


Portanto, as derivadas parciais r,, e r, em P sáo tangentes a S em P. Adotamos a suposigáo de que elas sáo linear- 
mente independentes, o que geometricamente significa que as curvas u = const e v = const em S interceptam-se 
em P formando um ângulo não-nulo. Então, r, e r, determinam o plano tangente a S em P. Logo, seu produto 
vetorial fornece um vetor N normal a S em P. 
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TEOREMA-1 | Plano Tangente a uma Superfície e Normal a uma Superfície 


(4) N=r, xr, #0. 


O correspondente vetor n normal unitário a S em P é (Fig. 242) 


1 1 


e RE a 
INI rux r| 


(5) n= 


ve 


S 


Fig. 242. Plano tangente e vetor normal 


Além disso, se S for representada por g(x, y, z) = O, então, pelo Teorema 2 na Seção 9.7, 


65%) t grad 
=== oia 
grad g| 
Dizemos que uma superfície S é suave se a normal a S depender dos pontos de S de maneira contínua. 
Dizemos que S é suave por intervalos se consistir em um número finito de porções suaves. 
Por exemplo, a superfície de uma esfera é suave, ao passo que a superfície de um cubo é suave por intervalos 
(explique!). Podemos agora resumir nossa discussão do seguinte modo. 


Se uma superfície S é dada por (2) por meio do vetor contínuo r, = ðr/ðu e r, = ðr/ðv que satisfazem a (4) 
em cada ponto de S, então S tem em cada ponto P um plano tangente único passando por P e abrangendo 
r, € r,, e S também tem uma normal única cuja direção depende continuamente dos pontos de S. Um vetor 
normal é dado por (4) e o correspondente vetor normal unitário por (5). (Veja a Fig. 242.) 


EXEMPLO-4 Vetor Unitário Normal a uma Esfera 


De (5*), percebemos que a esfera g(x, y, z) = x? + y? + 22 — a? = O tem um vetor unitário normal 


X y Z X. y. 
moya [7,45] -¿0 a 


Vemos que n tem a direção do vetor posição [x, y, z] para um ponto correspondente. Parece-lhe óbvio que isso aconteça? a 


EXEMPLO-5 Vetor Unitário Normal a um Cone 


No ápice do cone g(x, y, 2) z+ Vx? + y 


temos 


2 


0 do Exemplo 3, o vetor unitário normal n torna-se indeterminado porque, de (5*), 


X y -1 1 X s y E 
n= i i i+ j y) À 
| V2(x2 + y?) Va + y?) va v2 ( Ve + y? Ve + y? E 


Estamos agora prontos para discutir as integrais de superfície e suas aplicações, o que começaremos a fazer na 
próxima seção. 
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PROBLEMAS PROPOSTOS 10.5 


1-10 | PREPARAÇÃO PARA AS INTEGRAIS DE SUPERFÍCIE: 13. Plano 4x — 2y + 107 = 16 

REPRESENTAÇÃO PARAMÉTRICA, NORMAL . Esfera (x- 1) + (y +2) + 2=25 
Familiarize-se com as representações paramétricas de superfícies . Esfera (x + 2) + y? + (z- 2} =1 
importantes. Para isso, obtenha uma representação (1), encontrando . Parabolóide elíptico z = 4x2 + y? 
as curvas paramétricas (curvas u = const e v = const) das super- 
fícies e vetores N = r,, - r, normais a elas. (Mostre os detalhes do 
que fizer.) 
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. Cilindro parabólico z = 3y? 
. Cilindro hiperbólico 9x? — 4y? = 36 
. Cone elíptico z = V9x? + y? 


. (Representação z = f(x, y)) Mostre que z = fix, y) ou g = z-— fx, 
y) = O pode ser escrito como (f, = df/du etc.) 


1. Plano xy, r(u, v) = [u, v] (portanto, ui + vj; similarmente nos 
Problemas 2-10) 
2. Plano xy em coordenadas polares 


r(u, vV) = [u cos v, usen v] (portanto, u = r, v = 6) 


fu, v)] e 
os 1]. 


r(u, v) = [u, v, 


N = grad g = [Ej 


3. Cilindro elíptico r(u, v) = [a cos v, b sen v, u] 


(6) 


4. Parabolóide de revolugáo 


r(u, v) = [u cos v, u sen v, u?] 
21. (Parâmetros ortogonais) Mostre que, numa superfície r(u, v), as 
curvas de parâmetro u = const e v = const são ortogonais (inter- 


sectam-se segundo ângulos retos) se e somente se r,ºr, = 0. 


5. Cone r(u, v) = [au cos v, au sen v, cu] 
6. Parabolóide hiperbólico 


= 2 
r(u, v) = [4u cosh v, u senh v, 1] 22. (Condição (4)) Encontre os pontos nos Problemas 2-7 nos quais 
(4) N #0 não se verifica e diga se isso se deve à forma da superfície 


ou à escolha da representação. 


7. Parabolóide elíptico r(u, v) = [3u cos v, 4u sen v, u?] 
8. Helicóide r(u, v) = [u cos v, u sen v, v]. Explique o nome. 
9. Elipsóide r(u, v) = [2 cos v cos u, 3 cos v sen u, 4 sen v] 23. 


10. 


(Mudança de representação) Represente o parabolóide do Pro- 


Elipsóide r(u, v) = [a cos v cos u, b cos v sen u, c sen v] blema 4 de modo que N(0, 0) # 0 e mostre N. 


11. EXPERIMENTO DE ÁLGEBRA COMPUTACION AL. Repre- 24. PROJETO. Planos Tangentes T(P) terão uma importância menor 
sentação Gráfica de Superfícies, Dependência de a, b, c. Faça os em nosso trabalho, mas você deve saber como representá-los. 
gráficos das superfícies dos Problemas 1-10. Nos Problemas 6-9, (a) Se S: r(u, v), logo T(P): (r*-r r, r)=0 
generalize as superfícies por meio da introdução de parâmetros (um produto escalar triplo) ou 
a, b, A então nos Problemas 3—10, descubra como a forma das r*(p, q) = r(P) + pr,(P) + qr,P). 
superfícies depende de a, b, c. (b) Se S: g(x, y, 9 = 0, logo T(P): (1* — n(P)+Vg = 0. 

12-19| OBTENÇÃO DE REPRESENTAÇÕES PARAMÉTRICAS (©) Se S: z = fix, y), logo 


Encontre uma representação paramétrica e um vetor normal. (A res- 
posta resulta em um deles. Há muitos.) 


12. 


Plano 5x + y — 3z = 30 


T(P): z* — z = (08 — YP) + O* — YY P). 
Interprete (a)-(c) geometricamente. Dé dois exemplos para (a), 
dois para (b) e dois para (c). 


10.6 Integrais de Superfície 


Para definirmos uma integral de superfície, consideremos uma superfície S, dada por uma representação paramé- 
trica conforme acabamos de discutir, 


(1) 


na qual (u, v) varia sobre uma regiáo R no plano uv. Suponhamos que S seja suave por intervalos (Segáo 10.5), 
de modo que S tenha um vetor normal 


r(u, v) = [x(u, 0), y(u, V), z(u, v)] = x(u, vJi + y(u, v)j + z(u, v)k 


1 


N =r, X r, e um vetor normal unitário n = IN] 


N| N 


(2) 


em cada ponto (excetuando talvez em algumas bordas ou cúspides, como para um cubo ou um cone). Para uma 
dada função vetorial F, podemos agora definir a integral de superfície sobre S por 


(3) JJe dA = NEGO v)) ºN(u, v) du dv. 


Aqui, N = |Njn por (2) e IN| = Ir, X r, 
vetorial. Portanto, 


é a área do paralelogramo com os lados r, e r,, pela definição de produto 


358 Parte B e Álgebra Linear. Cálculo Vetorial 


(3*) n dA = n |N| du du = N du dv. 


E vemos que dA = |N| du dv é o elemento de área de S. 

Também Fen é a componente normal de F. Esta integral surge naturalmente em problemas de escoamento, nos 
quais ela fornece o fluxo através de S (= massa do fluido atravessando S por unidade de tempo, veja a Seção 9.8) 
quando F = py. Aqui, p é a densidade do fluido e v é o vetor velocidade do fluxo (exemplo a seguir). Podemos, 
portanto, dizer que a integral de superfície (3) é a integral de fluxo. 

Podemos escrever (3) em componentes, usando F = [F,, Fə, F3], N = [N,, No, Ng] e n = [cos a, cos B, cos y]. 
Aqui, a, B, y são os ângulos entre n e o eixo coordenado; de fato, para o ângulo entre n e i, a fórmula (4) na 
Seção 9.2 dá cos a = n+i/|n]lij = nei, e assim por diante. Portanto, obtemos de (3) 


JJe dA = Je, cos a + F, cos B + F; cos y) dA 


(4) 
E [ce + FN + F3N3) du dv. 
R 


Em (4), podemos escrever cos a dA = dy dz, cos B dA = dz dx, cos y dA = dx dy. Logo, (4) torna-se a seguinte 
integral para o fluxo: 


(5) J JE J= JJe BRR 


Podemos usar essa fórmula para calcular o valor de integrais de superfície, convertendo-as em integrais duplas 
calculadas sobre regiões nos planos coordenados do sistema coordenado xyz. Porém, devemos observar cuidadosa- 
mente a orientação de S (a escolha de n). Expliquemos esse fato para as integrais dos termos F}, 


(5) ff F; cos yaa = $ | Fy dx dy. 

s S 
Se a superfície S for dada por z = h(x, y) com (x, y) variando numa região R no plano xy, e se S for orientada de 
modo que cos y > 0, então (5”) fornece 


(5) f fracos ydA = + ffraix, y, h(x, y)) dx dy. 
S R 
Porém, se cos y < 0, a integral no lado direito de (5”) tem um sinal negativo diante de si. Isso acontece se obser- 
varmos que o elemento de área dx dy no plano xy corresponde à projeção |cos y| dA do elemento de área dA de 
S; e temos que cos y = +|cos y| quando cos y > 0, porém cos y = -|cos y| quando cos y < 0. Algo similar ocorre 
com os outros dois termos em (5). Ao mesmo tempo, isso justifica as notações em (5). 
Outras formas de integrais de superfície serão discutidas posteriormente nesta seção. 


EXEMPLO-1 Fluxo Através de uma Superfície 


Calcule o fluxo de água que atravessa o cilindro parabólico S: y = x?, 0 S x £ 2, 0 £ z < 3 (Fig. 243) se o vetor de velocidade for v = F 
[322, 6, 6xz], com a velocidade escalar sendo medida em m/s. (Geralmente, F = pv, mas a água tem uma densidade p = 1 g/cm? = 1 t/mê.) 


AN E 
% ~ y 


Fig. 243. Superfície S do Exemplo 1 


Solucáo. Escrevendo x = u e z = v, temos que y = x? = u?. Logo, uma representação de S é 
S: r=[u,u2,v] (0Sus<2,0S<vsS3). 
Por derivagáo e pela definigáo de produto vetorial, 


N=r,xr,=[1, 24, 0]X[0, 0, 1]=[24, —1, 0]. 
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EXEMPLO-2 


TEOREMA 


Em S, escrevendo simplesmente F(S) no lugar de F[r(u, v)], temos que F(S) = [3v2, 6, 6uv]. Logo, F(S) + N = 6uv? — 6. Por integração, 
portanto, temos de (3) o fluxo 


3-2 3 2 
ffF-noa = f f (6uv? — 6) du dv = fau — 6u) dv 
S 0“0 o u=0 
3 3 
(1202 — 12) du = (4u3 — 129) = 108 — 36 = 72 [m*/sec] 
0 v=0 


ou 72.000 litros/s. Observe que a componente y de F é positiva (igual a 6), de modo que, na Fig. 243, o fluxo vai da esquerda para a direita. 
Confirmemos esse resultado usando (5). Como 


N = [Nin = |Nl[cos œ, cos B, cos y] =[2u, —1, 0]=[2x, —1, 0] 


vemos que cos a > 0, cos B < 0 e cos y = 0. Logo, o segundo termo no lado direito de (5) tem um sinal negativo e o último termo desaparece. 
De acordo com o resultado anterior, isso resulta em que: 
3 


3 4 2 3 2 
Pfrna=f [ 3taa-f | sara | sado | 6314:38- 6:3:2=72 E 
s 0%0 070 0 0 


Integral de Superfície 
Calcule o valor de (3) quando F = [x?, 0, 3y?] e S é a porção do plano x + y + z = 1 no primeiro octante (Fig. 244). 


Fig. 244. Porcáo de um plano do Exemplo 2 


Solucáo. Escrevendo x = u e y = v, temos z = 1 — x — y = 1 — u — v. Logo, podemos representar o plano x + y + z = 1 na forma r(u, v) = 
[u, v, 1 — u — v]. Obtemos a porção S referente ao primeiro octante desse plano fazendo as restrições x = u e y = v para a projeção R de S 
no plano xy. R é o triângulo limitado pelos dois eixos coordenados e pela reta x + y = 1, obtida de x + y + z = 1 fazendo-se z = 0. Portanto, 
0O=sx=1-y0=ySsl. 

Por inspeção ou por derivação, 


N=r,xr,=[1,0,-1]x[0,1, —1] = [1, 1, 1]. 


Logo, F(S)*N = [u?, 0, 3u2]+[1, 1, 1] = u? + 3v. Por (3), 
1 


l—v 
ffF-noa = | fue + 3)audo= f f (u2 + 3v2) du du 
070 


S R 
a 1 
-f E (1 — v)? +31 a d= 3. E 


Orientação das Superfícies 


De (3) ou (4), vemos que o valor de uma integral depende da escolha do vetor normal unitário n. (No lugar de n 
poderíamos também escolher —n). Expressamos isso dizendo que essa integral é uma integral sobre uma superfície 
orientada S, isto é, sobre uma superfície S na qual tenhamos escolhido um dos dois vetores normais unitários 
possíveis e obtidos de uma maneira contínua. (Para uma superfície suave por intervalos, esse assunto exige uma 
discussão adicional, que faremos a seguir.) Se mudarmos a orientação de S, isso significa que substituímos n por 
—n. Então, cada componente de n em (4) é multiplicada por —1, de modo que temos o 


Mudança de Orientação numa Integral de Superfície 


A substituição de n por —n (logo, a de N por —N) corresponde à multiplicação da integral em (3) ou (4) 
por —1. 
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EXEMPLO=3 


De que modo fazemos essa mudança de N na prática se S é dada na forma de (1)? A forma mais simples é trocar 
u e v, porque então r, torna-se r, e vice-versa, de modo que N = r, x r, torna-se r, x Fr, = —r,, X r, = —N, como 
desejávamos. Ilustremos esse procedimento. 


Mudança de Orientação de uma Integral de Superfície 
No Exemplo 1, agora representamos § por Ÿ = lv, v, ul, 0Sv&2,0 3S u S 3. Logo, 


Ñ =Ñ, x E, = [0, 0, 1] x [1, 2v, 0] = [-2v, 1, 01. 


Para F = [32?, 6, 6xz], temos agora F (S) = Bu2, 6, 6uv). Logo, E(s)*Ñ = —6utv+6ea integração fornece o resultado de antes multi- 
plicado por —1. 


3 2 3 
[fro aa = [ f (—6u%v + 6) dv du f 12u2 + 12) du 72. E 
R 070 0 


Orientação de Superfícies Suaves 


Dizemos que uma superfície suave S (veja a Segáo 10.5) é orientável se a diregáo normal positiva, quando dada 
num ponto qualquer arbitrário P, de S, puder variar de maneira única e contínua para a superfície inteira. Para 
as superfícies suaves que ocorrem em nossas aplicações, isso é sempre verdadeiro. 


n 


(b) Superfície suave por intervalos 


Fig. 245. Orientação de uma superfície 


Orientação de Superfícies Suaves por Intervalo 


Essa orientação será obtida por meio da seguinte idéia. Para uma superfície suave e orientável § com uma curva 
de contorno C, podemos associar a cada uma das duas orientações possíveis de S uma orientação de C, conforme 
mostra a Fig. 245a. Então, dizemos que uma superfície suave por intervalos é orientável se pudermos orientar 
cada porção suave de S de tal modo que, ao longo de cada curva C* que seja um contorno comum de duas porções 
Sı e So, a direção positiva de C* referente a S, é oposta à direção de C* referente a S,. Sobre as duas porções 
adjacentes, veja a Fig. 245b; note as setas ao longo de C*. 


Teoria: Superfícies Não-orientáveis 


Uma porção suficientemente pequena de uma superfície suave é sempre orientável. Isso pode não se verificar para 
superfícies inteiras. Um exemplo bem conhecido disso é a fita de Móbius?, mostrada na Fig. 246. Para fazer um 
modelo desse objeto, tome um papel retangular como o da Fig. 246, faça uma meia-dobra e una os lados menores 
de modo a juntar o ponto A de um lado ao ponto A do outro, e o ponto B de um lado ao ponto B do outro. Em 
Po, considere um vetor normal apontando, digamos, para a esquerda. Desloque-o ao longo de C para a direita 
(na parte inferior da figura) em volta da tira até retornar a Po e veja que obteve um vetor normal apontando para 
a esquerda, numa direção oposta à inicialmente dada. Veja também o Problema 21. 


5 AUGUST FERDINAND MÓBIUS (1790-1868), matemático alemáo e aluno de Gauss, conhecido por seus trabalhos em teoria de superfícies, 
geometria e análise complexa (veja a Segáo 17.2). 
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EXEMPLO-4 


EXEMPLO-5 


Fig. 246. Fita de Móbius 


Integrais de Superfície sem Observar a Orientacáo 


Outro tipo de integral de superfície é 


(6) JJ G(r) dA = W G(r (u, V))|N(u, v)| du dv. 


Aqui, dA = |N| du dv = |r, x r,| du dv é o elemento de área da superfície S representada por (1) e desconsidera- 
mos a orientacáo. 

Posteriormente (na Segáo 10.9), precisaremos do teorema de valor médio para as integrais de superfície, 
que estabelece que, se R em (6) é simplesmente conectada (veja a Seção 10.2) e G(r) é contínua num domínio 
contendo R, então existe um ponto (ug, Vo) em R tal que 


(7) f f G(r) dA = G(r(uo, Vo))A (A = Área de S.) 
s 
Como nas aplicações, se G(r) for a densidade de massa de S, então (6) será a massa total de S. Se G = 1, 
então (6) dará a área A(S) de S, 


(8) a(s) = | fas = | fle, x rl du do. 


Os Exemplos 4 e 5 mostram como aplicar (8) a uma esfera e a um toro. O último exemplo, de número 6, explica 
como calcular o momento de inércia de uma superfície. 


Área de uma Esfera 


Para uma esfera r(u, v) = [a cos v cos u, a cos v sen u, a sen v] 0 = 
cálculo direto (verifique!) 


IA 
= 
IA 


S 2m, —m2 S VS 7/2 [veja (3) na Seção 10.5], obtemos por 


r; x r, > la? cos? U cos u, a? cos? V sen u, a? cos V sen v]. 


Usando cos? u + sen? u = 1 e depois cos? v + sen? v = 1, obtemos 
Ir, X r,| = a?(cost v cos? u + cost v sen? u + cos? v sen? v)!2 = a? [cos v]. 


Com isso, (8) fornece a conhecida fórmula (note que [cos v| = cos v quando — 7/2 = v = 1/2) 
1/2 


al2 27 
A(S) = a? f f [cos v| du dv = 27a? | cos v du = 4ra?. E 
—=1/20 /2 


Superfície de um Toro (Superfície de uma Rosca): Representação e Área 


Uma superfície S de um toro é obtida girando-se uma circunferência C em torno de uma reta L no espaço de modo que C não intercepte ou 
toque L, mas seu plano sempre passe através de L. Se L estiver no eixo z e C tiver um raio b e seu centro estiver à distância a(> b) de L, 
como na Fig. 247, então S pode ser representada por 


r(u, v) = (a + b cos v) cos u i + (a + b cos v) sen u j + b sen v k 


na qual 0 S u S 21, 0 S v S 27. Portanto, 


Il 


u = —(a + b cos v) sen ui + (a + b cos v) cos u j 
r, = —b sen v cos ui — b sen v sen u j + b cos v k 
r, X r, = b(a + b cos v)(cos u cos vi + sen u cos v j + sen v k). 


Logo, |r,, x r,| = b(a + b cos v)e (8) dá a área total do toro, 
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27 27 


(9) A(S) -Í f b(a + b cos v) du dv = 47°ab. E 
0 0 


x 


Fig. 247. Toro do Exemplo 5 


EXEMPLO 6 Momento de Inércia de uma Superfície 


Encontre o momento de inércia 1 de uma lámina esférica S: x? + y? + z? = a? de densidade de massa constante e massa total M sobre o eixo z. 


Solucáo. Se uma massa está distribuída sobre uma superfície S e u(x, y, z) é a densidade de massa (= massa por área de unidade), então 
o momento de inércia 7 da massa em relação a um eixo L dado é definido pela integral de superfície 


(10) 1= | Jur dA 
S 


na qual D(x, y, z) é a distância do ponto (x, y, z) a L. Como, neste exemplo, u é constante e S tem a área A = 41ra?, temos que u = M/A = 
Ml(4ra?). 

Para S, usamos a mesma representação que no Exemplo 4. Então, D? = x? + y? = a? cos? v. Além disso, como naquele exemplo, dA = a 
cos v du dv. Isso fornece o seguinte resultado. [Na integração, use cos? = cos v (1 — sen? v).] 


2 
7/2 


a/2 27 2 2 
M Ma 2Ma 
i= | fuozan = zl Í at cos? vdudo = = | cos? y du = E 
E 4ma? 21220 -7/2 3 


Representações z = f(x, y). Se uma superfície S é dada por z = f(x, y), então, fazendo u = x, v = y, r = [u, v, fl, 
obtemos 


IN| = |r, x r| = [L 0, fa] x ee ENVIS AA 


e, como f, = fo fo = fy a fórmula (6) torna-se 


an) f fonda = f foxy fix y) Y | (21 | E J xay, 


S Ra 


Fig. 248. Fórmula (11) 
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Aqui, R* é a projeção de S no plano xy (Fig. 248) e o vetor normal N sobre $ aponta para cima. Se ele apontasse 
para baixo, a integral no lado direito seria precedida de um sinal negativo. 
De (11) com G = 1, obtemos para a área A(S) de S: z = ff, x) a fórmula 


(12) 


-JJ T 


onde R* é a projeção de S no plano xy, como antes. 


PROBLEMAS PROPOSTOS—T10.6 


INTEGRAIS DE FLUXO (3) fran dA 


S 


Calcule o valor destas integrais para os seguintes dados. Indique o 
tipo de superfície. (Mostre os detalhes do que fizer.) 


= [2x, Sy, 0], S: r = [u, v, 4u + 3v], 0 Su S1, 82058 
F=2,97,2),8S:x+ty+tz=4x=20,7Z0,72Z0 

=[x-zy-x2z-)y], S: r = [u cos v, u sen v, u], 0 S u S 3, 
0O=vsT 

= [e1, =, e], S:x2+y-9,x20,720,0=752 

= [x, y, z], S: r [u cos v, u sen v, u?], 0 S u S 4, -mn SVS 

oo S:y?+22=1,0=:x<20,2=0 

= [1, 1, 1], Sé a esfera de raio 1 e centro O 
+i22=1,1=<x<4 


Flan é 2), S: y? 


=[0,x, 0], S:12+y+2=a4,x=0,y=0,2=0 
a S: z = 4V xX +y?70=2<8y=0 


=De h Sx 
= [cosh y, 0, senh x], 


4y=4, x=0y=00=z=h 
S:z=x+y0=y=x0=xs1l 


. EXPERIMENTO DE ÁLGEBRA COMPUTACIONAL. Escre- 


va um programa para calcular o valor das integrais de superfície 
(3) e que seja capaz de imprimir os resultados intermediários (F, 
FeN, a integral sobre uma de duas variáveis). Você conseguiria 
obter experimentalmente regras sobre as funções e superfícies for- 
necendo integrais que possam ser avaliadas pelos métodos usuais 
do cálculo? Faça uma lista dos resultados positivos e negativos. 


[14-20] INTEGRAIS DE SUPERFÍCIE (6) yl G(r) dA 


Calcule o valor destas integrais para os seguintes dados. Indique o 
tipo de superfície. (Mostre os detalhes do que fizer.) 


14. 
15. 


G= cos y + sen x, S:x+y+z2=2x=0,y=0,z2=0 
G=5x+y+2), S:z=x+2y,0=y=x0=x=2 


16. G = ye” + xe” + e”, S:2+y?=16, y=0,0=82=4 
17. G=(2+y+2?5:2=Vx?*+yy=00S32=32 
18. G=ax+by+cz,S:2+y+2=1,y=0,2=0 


19. 
20. 
21. 


G = arctan (y/x), S:z=x4+y,1=72<9x=0,y=0 
G=3xy,5:2=xy0=xs1,0=y=1 

(Divirta-se com Möbius) Faça tiras de Möbius usando papel qua- 
driculado (papel de gráfico); para isso, recorte retángulos R finos e 
compridos, faga uma meia-dobra e cole os dois lados menores. Em 
cada caso, conte o número de partes obtidas recortando o papel ao 
longo das linhas paralelas à borda. (a) Faça com que R tenha três 
quadrados de largura e recorte até voltar ao ponto inicial. (b) Faça R 
ter quatro quadrados de largura. Comece recortando um quadrado 
contando a partir da borda até voltar ao ponto inicial. Então recorte 
a porção que ainda tenha dois quadrados de largura. (c) Faça R ter 


dba (Z) axar 


cinco quadrados de largura e recorte de modo semelhante. (d) Faça 
R ter seis quadrados de largura e recorte. Formule uma conjectura 
sobre o número de partes obtidas. 


APLICAÇÕES 


22. 


23. 


24. 


25. 
26. 
27. 
28. 


29. 


30. 


(Centro de gravidade) Justifique as seguintes fórmulas para a 
massa M e o centro de gravidade (x, y, Z) de uma lámina S de 
densidade (massa por unidade de área) no espaço. 


u=] Jos co) Jura 
sf fa, ce ES fora 


(Momentos de inércia) Justifique as seguintes fórmulas para os 
momentos de inércia da lâmina do Problema 22 em relação aos 


eixos x, y e z, respectivamente: 
L= Jo +2)o dA, l= Jo + 220 dA, 


n= f fot eas 


Para a lâmina do Problema 22, encontre uma fórmula para o 
momento de inércia em relação à reta y = x, z = 0. 

Encontre o momento de inércia de uma lâmina S de densidade 1 
em relação a um eixo A, onde: 

S: x2 +y? =1,0 Sz Sh, A: o eixo z 

S como no Problema. 25, A: a linha z = h/2 no plano xz 

S: xX +y? =z, 0 Sz S h, A: o eixoz 

(Teorema de Steiner?) Se, para uma distribuição de massa com 
uma massa total M, I4 é o momento de inércia em relação a um 
eixo A que passa por seu centro de gravidade, mostre que seu 
momento de inércia 1, em relação a um eixo B paralelo a A e 
situado à distância k deste último é dado por 


Lg = L, + KM. 

Usando o Teorema de Steiner, encontre o momento de inércia de 
S no Problema 26 em relagáo ao eixo x. 

PROJETO DE EQUIPE. Primeira Forma Fundamental de 
uma Superfície. Dada uma superfície S: r(u, v), sua forma dife- 
rencial quadrática correspondente 


6 JACOB STEINER (1796-1863), geómetra suíço, nasceu numa pequena vila, 
aprendeu a escrever somente aos 14 anos, tornou-se aluno de Pestalozzi aos 
18, estudou depois em Heidelberg e Berlim e, devido a seus notáveis trabalhos 
de pesquisa, terminou sendo indicado para uma cátedra na Universidade de 


Berlim. 
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(13) ds? = E du? + 2F du dv + Gdv? 


com os coeficientes 


(14) E=T,º'r, F= r,'r, G =r,*r, 


é chamada de primeira forma fundamental de S. (E, F, G são 
noções-padrão que nada têm a ver com as funções F e G encon- 
tradas em algumas outras partes deste capítulo.) A primeira forma 
fundamental é de importância básica na teoria das superfícies, pois 
com sua ajuda podemos determinar comprimentos, ângulos e áreas 
em S. Para mostrar isso, prove o seguinte. 

(a) Para uma curva C: u = u(t), v = v(, a S t S b em S, as 
fórmulas (10) da Seção 9.5 e (14) fornecem o comprimento 


b 
I= | Vero dt 


(15) 


b 
= f VEu'2 + 2Fu'v' + Gu'2dt. 


(b) O ângulo y entre duas curvas que se interceptam C}: u = g(t), 
v = h(t) e C,: u = p(t), v = q(t) em S: r(u, v) é obtido de 
aºb 


(16) cos y = Tal To] 


onde a =r,g' + r,A' e b =r,p' + r,q' são vetores tangentes a C} 
e Co. 


(e) O quadrado de comprimento de vetor normal N pode ser escrito 
como 


(17) IN? = |r, x r,l? = EG — F?, 


de modo que a fórmula (8) para a área A(S) de S torna-se 


A(S) = | faa = | f IN du dv 


(18) S R 
= J [ves ZF? du dv. 


(d) Para as coordenadas polares u (= r) e v (= 0) definidas por x = 
u cos v, y = u sen v, temos E = 1, F = 0, G = u?, de modo que 


ds? = du? + u? dv? = dr? + r? de?. 


A partir disso e de (18), calcule a área de um disco de raio a. 


(e) Encontre a primeira fórmula fundamental do toro do Exemplo 
5. Utilize-a para calcular a área A do toro. Mostre que A também 
pode ser obtida pelo teorema de Pappus’, segundo o qual a área 
de uma superfície de revolução é igual ao produto do comprimento 
de um meridiano C pelo comprimento da distância entre o centro 
de gravidade e C quando C é girado de um ángulo de 27. 


(£) Calcule a primeira fórmula fundamental para representações 
usuais de superfícies importantes que você mesmo escolher (cilin- 
dro, cone etc.) e aplique-as ao cálculo de comprimentos e áreas 
nessas superfícies. 


10.7 Integrais Triplas. Teorema da 


Divergéncia de Gauss 


Nesta segáo, discutiremos outro “grande” teorema integral, o teorema da divergéncia, que transforma integrais de 
superfície em integrais triplas. Comecemos por uma revisáo destas últimas. 

Uma integral tripla é uma integral de uma função f(x, y, z) calculada sobre uma região (tridimensional) limitada 
e fechada T no espaço (onde “limitada” e “fechada” são definidas como na nota de rodapé 2 da Seção 10.3, onde 
devemos agora substituir “circunferéncia” por “esfera”). Subdividimos T em planos paralelos aos planos coorde- 
nados. Então, consideramos as caixas (paralelepípedos retangulares) resultantes dessa subdivisão e que estejam 
inteiramente situadas no interior de T, numerando-as de 1 a n. Em cada caixa, escolhemos um ponto arbitrário, 
digamos (Xy, Yp» Zp) na caixa k. Chamaremos o volume da caixa k de AV. Agora, efetuamos a soma 


ME TO Yo Z) AV 


Fazemos isso para um número inteiro e positivo n progressivamente maior, de modo arbitrário porém de tal 
forma que o comprimento máximo de todas as bordas dessas n caixas se aproxima de zero à medida que n se 
aproxima do infinito. Isso fornece uma seqiiência de números reais J, , Jn, * * + . Estamos supondo que flx, y, z) 
seja contínua num domínio contendo T, e que T seja limitada por um número finito de superfícies suaves (veja a 
Seção 10.5). Então, pode-se mostrar (veja a Ref. [GR4] no Apéndice 1) que a seqiiência converge para um limite 
que é independente da escolha das subdivisões e dos pontos (Xy, Yk, Zk) correspondentes. Esse limite é chamado 
de integral tripla de f(x, y, z) sobre a região T e é representado por 


fitas. 2) dx dy dz 
T 


ou por 


MERET 
T 


Pode-se calcular o valor das integrais triplas fazendo-se três integrações sucessivas. Isso é similar ao cálculo 
do valor das integrais duplas que se faz com duas integrações sucessivas, conforme discutimos na Seção 10.3. 


Iustraremos isso logo a seguir (Exemplo 1). 


7 PAPPUS DE ALEXANDRIA (cerca de 300 d.C.), matemático grego. Este teorema também é chamado teorema de Guildin. HABAKUK 
GULDIN (1577-1643) nasceu em St. Gallen, Suíça, e foi catedrático em Graz e Viena. 
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Teorema da Divergência de Gauss 


É possível transformar as integrais triplas em integrais de superfície sobre a superfície de contorno de uma 
região no espaço, e vice-versa. Essa transformação é de interesse prático, pois freqúentemente ocorre que um dos 
dois tipos de integral é mais simples que o outro. E esse procedimento também ajuda na obtenção de equações 
fundamentais que regem o escoamento de fluidos, a condução térmica etc., conforme veremos. A transformação 
é realizada pelo teorema da divergência, que envolve o divergente de uma função vetorial F = [F,, F,, Fá] = 
Fji + Fj + Fk, a saber, 

ðF; OF, dF; 
(1) div F = =— + == += 


dx Es 3z (Seção 9.8). 


Teorema da Divergência de Gauss 
(Transformação entre uma Integral Tripla e uma de Superfície) 


Consideremos que T seja uma região fechada e limitada no espaço cujo contorno seja uma superfície suave 
por intervalos e orientável S. Consideremos também que F(x, y, z) seja uma função vetorial contínua e com 
derivadas parciais primeiras contínuas em algum domínio contendo T. Então, 


(2) J[fávray=/ [F-n aa. 


Em componentes de F = [F,, F>, F3] e de um vetor normal unitário exterior n = [cos a, cos B, cos y] de 
S (como na Fig. 250), a fórmula (2) torna-se 


ME df L | Ta) dx d y dz 
T 


(2*) =| (Fi cosa + Fo cos B + Fa cos y) dA 
S 


fes dy az + F, dz dx + F 3 dx dy). 


Y 


A prova disso será apresentada após o Exemplo 1. A explicação da expressão “região limitada e fechada” foi 
dada anteriormente, de “suave por intervalos e orientável” foi fornecida na Seção 10.5, e de “domínio contendo 
T”, na nota de rodapé 4 da Seção 10.4, referente ao caso bidimensional. 


Cálculo do Valor de uma Integral de Superfície pelo Teorema da Divergência 


Antes de provarmos o teorema, mostremos uma aplicação usual dele. Calculemos o valor de 


I= jT (cê dy dz + x2y dz dx + x2z dx dy) 
Ss 
onde S é a superfície fechada na Fig. 249, consistindo no cilindro x? + y? = a? (0 S z = b) e nos discos circulares z = 0 e z = b (x? + 
= a?). 
Solução. F, = 3, F, = xy, F; = 122. Logo, div F = 312 + 12 + 12 = 5x?. A forma da superfície sugere que introduzamos as coordenadas 


polares r, 0 definidas por x = r cos 6, y = r sen 6 (portanto, as coordenadas cilíndricas r, 0, z). Então, o elemento de volume é dx dy dz = r 
dr dð dz, e obtemos 


Fig. 249. Superfície S do Exemplo 1 
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$) 5x2 el, JS A (5r? cos? g)r dr de dz 


=0 ~“ r=0 


5 
-sf [o E cos? ododz = JE Ta. a 
2=0 


PROVA Provemos o teorema da divergência, começando com a primeira equação em (2%). Essa equação é verdadeira se 


e somente se as integrais de cada componente em ambos os lados forem iguais; isto é, 


(3) mais nara 
T S 

(4) JSJ ass de= f f Pacos gas, 
s 

(5) Ni amis) laa 
T s 


Primeiramente provemos (5) para uma região especial T que seja limitada por uma superfície S orientável e 
suave por intervalos e que tenha a propriedade segundo a qual qualquer reta paralela a qualquer um dos eixos 
coordenados e interceptando T possui no máximo um segmento de reta (ou um único ponto) em comum com T. 
Isso implica que T pode ser representada na forma 


(6) gx, y) S z S h(x, y) 


onde (x, y) varia na projeção ortogonal R de T no plano xy. Obviamente, z = g(x, y) representa o “fundo” S, de 
S (Fig. 250), enquanto z = h(x, y) representa o “topo” S, de S, podendo haver uma porção vertical restante Sz de 
S. (Essa porção S pode degenerar-se em uma curva, como ocorre no caso de uma esfera.) 

Para provarmos (5), usamos (6). Como F é continuamente derivável em algum domínio contendo T, temos 


h(x, y) ð 3 
a) ffaw- de de| dxdy 
gx, y) 
A integração da integral interna [: - -] fornece Fx[x, y, h(x, y)] — Falx, y, (x, y)]. Logo, a integral tripla em (7) 


é igual a 


(8) DJ Este, y, hos y axay = f f Fatx, y, g(x, y! dx dy. 


ny! 


¿A 


Fig. 250. Exemplo de uma regiáo especial 


Mas também obtemos esse mesmo resultado quando calculamos o valor do lado direito de (5); ou seja, [veja 
também a última linha de (2*)], 
f f F; cos ydA = f fF; dra 
s s 


=o f f Falx, y, h(x, y)] dx dy — f ] Falx, y, 8%, y)] dx dy, 
s R 
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onde a primeira integral sobre R fica com um sinal positivo porque cos y > O em S; na Fig. 250 [como em (5”), 
veja a Seção 10.6] e a segunda integral fica com um sinal negativo porque cos y < O em S,. Isso prova (5). 

As relações (3) e (4) agora são simples conseqiiéncias disso, sendo obtidas simplesmente renomeando-se as 
variáveis e usando-se o fato de que, por suposição, T possui representações similares a (6), a saber, 


FO, z2) S x S h(y,2 e O) E y E h(z, x). 


Isso prova a primeira equação em (2*) para regiões especiais. E também implica que (2), devido ao lado esquerdo 
de (2*), é precisamente a definição da divergência, e que os lados direitos de (2) e da primeira equação em (2*) 
são iguais, conforme se demonstrou na primeira linha de (4) na última seção. Finalmente, a igualdade dos lados 
direitos de (2) e (2*), na última linha, é explicada por (5) da última seção. 

Isso estabelece o teorema da divergência para regiões especiais. 

Para uma região T qualquer que possa ser subdividida em um número finito de regiões especiais com o uso de 
superfícies auxiliares, provamos o teorema ao somarmos os resultados de cada parte separadamente; esse proce- 
dimento é análogo ao utilizado na prova do teorema de Green na Seção 10.4. As integrais de superfície tomadas 
sobre as superfícies auxiliares cancelam-se aos pares, e a soma das integrais de superfície restantes é a integral 
de superfície sobre a totalidade da superfície de contorno S de T; as integrais triplas calculadas sobre as partes 
de T dão uma soma que corresponde à integral tripla sobre T. 

O teorema da divergéncia fica entáo provado para qualquer regiáo limitada que seja de interesse nos problemas 
práticos. A extensáo para uma regiáo T mais geral, do tipo indicado no teorema, exigiria um certo processo de 
limite, sendo similar ao caso do teorema de Green visto na Segáo 10.4. E 


Verificação do Teorema da Divergência 
Calcule o valor de | Pas — zk)ºn dA sobre a esfera S: x? + y? + z? = 4 (a) usando (2), (b) diretamente. 
Ss 


Solução. (a) div F = div [7x, 0, 2] = div [7xi — zk] = 7 — 1 = 6. Resposta: 6º(4/3)m* 23 = 647. 
(b) Podemos representar S por (3) da Seção 10.5 (com a = 2) e usaremos n dA = N du dv [veja (3*) da Seção 10.6]. Dessa forma, 


S: r=[2cosvucosu, 2cosusenu, 2 sen ul. 


Entáo, r, =[-2cosusenu, 2cosucosu, 0] 
r, = [-2 sen v cos u, — 2 sen v sen u, 2cosv] 
N=r, X rv = [4 cos? y cos u, 4 cos? v senu,  4cos v sen vl. 


Ora, em S, temos x = 2 cos v cos u, z = 2 sen v, de modo que F = [7x, O, —z] torna-se, em S, 


F(S) = [14 cos v cosu, 0,  —2sen v] 
e F(S)*N = (14 cos v cos u): 4 cos? v cos u + (—2 sen v)*4 cos v sen U 


2 2 


= 56 cos? v cos? u — 8 cos v sen? v. 


Em S temos que fazer a integração em u de O a 27. Isso fornece 


1-56 cos? v — 21: 8 cos v sen? v. 


A integral de cos v sen? v é igual a (sen? v)/3, e a integral de cos? v = cos v (1 — sen? v) é igual a sen v — (sen? v)/3. Em S, temos —11/2 = 
v S 7/2, de modo que, substituindo esses limites, obtemos 


S6m(2 — 2/3) — 16r : 2/3 = 64r 


como era esperado. Para ver a importância do teorema de Gauss, compare a quantidade de trabalho anterior com a que tivemos agora. Mi 


O Divergente e a Invariáncia de Coordenadas. A divergéncia (1) foi definida em termos de coordenadas, mas 
podemos usar o teorema da divergéncia para mostrar o fato de que div F tem um significado independente das 
coordenadas. 

Para este propósito, primeiramente notemos que as integrais triplas tém propriedades muito semelhantes ás das 
integrais duplas na Seção 10.3. Particularmente, o teorema do valor médio para integrais triplas estabelece 
que para qualquer função contínua f(x, y, z) numa região limitada e simplesmente conectada T há um ponto Q: 
(Xo Yo» Zo) em T tal que 


(9) DJ toy d dv = $6 yo 20D (V(T) = volume de 7), 
T 


Nesta fórmula, trocamos os dois lados, dividimos por (V(T)) e fazemos f = div F. Então, pelo teorema da divergén- 
cia, esta última corresponde a uma integral sobre a superfície de contorno S(T) de T, 
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(10) div F(xo Yo Zo) = Tm ff faiv F dV = vm Í fr-n dA. 
T S 


Agora escolhemos um ponto P: (x,, y, z1) em T e fazemos T encolher em torno de P de modo que a distância máxima 
d(T) entre os pontos de T e P vai a zero. Então, O: (Xo, Yo Zo) deve aproximar-se de P. Logo, (10) torna-se 


; , il 
(11) div F(P) = lim VT) f [Fenaa 


amo V(T) 2, 


Isso prova o 


Invariância da Divergência 


A divergência de uma função vetorial F com derivadas parciais primeiras contínuas em uma região T inde- 
pende da escolha particular das coordenadas cartesianas. Para quaisquer P em T, ela é dada por (11). 


A Equação (11) é às vezes usada como uma definição da divergência. Então a representação (1) em coordenadas 
cartesianas pode ser obtida a partir de (11). 

Aplicações adicionais sobre o teorema da divergência são fornecidas nos problemas propostos e na seção 
seguinte, cujos exemplos esclarecerão mais a natureza da divergência. 


PROBLEMAS PROPOSTOS-—T10.7 


1-8 APLICAÇÃO DAS INTEGRAIS TRIPLAS: 13. O cone y? +72 Sx, 0SxSh 
DISTRIBUICAO DE MASSA 14. O parabolóide y? + 2=x,0=x<h h 
Encontre a massa total de uma distribuição de massa de densidade o 15, Mostre que, para um sólido de revolução, 1, = as | rx) dx. 
numa região T no espaço. (Mostre os detalhes do que fizer.) Use isso para resolver os Problemas 11-14. o 
1. o = xy’, T é a caixa |x| S a, ly] S b, ld £ c 16. Por que, para grandes valores de h, 1, do Problema 13 é maior que 
2.0o=*+yY+2Téacaixa0sx=40=yS90S2S1 I, do Problema 14? E por que essa desigualdade se inverte para 
3.0=senxcos y, T:0Sx=imir-x=y=Ssim0Ss2< h = 1? Dê um motivo físico. 


12 


4. o =e*Y* Té o tetraedro de vértices (0, 0, 0), (2, 0, 0), (0, 2, 0), 


(0, 0, 2) 


5.0 = 4(X° + y?)?, Té o cilindro x? + y? S 4, || = 2 


17-25] APLICACÁO DO TEOREMA DA DIVERGÉNCIA: 
INTEGRAIS DE SUPERFÍCIE | | Fen dA 


s 
Calcule o valor da integral usando o teorema da divergência. (Mostre 


6. o = 30z, T é a região no primeiro octante limitada por y = 1- x? os detalhes do que fizer.) 


e z = x. Esboce-a. 17. F = [x, y, 2, S é a esfera 2 + y + 2 =9 
7.0=1+y+zř, Téo cilindro y? +z 59,1 Sx59 18. F = [4x, 3z, 5y], S é a superfície do cone x2 + y2 S 22,0 Sz 52 
8. o =3° + y’, Té a esfera x? + y? + 2 Sa? 19. F = [z — y, y3, 2z], S é a superfície de y? + z2? S 4, —3 Sx S 3 
9-14| APLICAÇÃO DAS INTEGRAIS TRIPLAS: 20. F = Bay, y — y, 32], S é a superfície de x? + y? = 
MOMENTO DE INÉRCIA 25,05752 


¿[Jo 


21. F = [sen y, cos x, cos z], S é a superfície de x? + y? S 4, |z| = 2 


tz s i : 
z’) dx dy dz de uma massa de densidade 1 numa 22. F = E superfície de x? + y? + 


região T sobre o eixo x. Encontre 7, quando T for como se segue zZ 525,70 
23. F = [4x, 2x + y?, x? + 22], S é a superfície do tetraedro no Pro- 
9. O cubo 0 S xSa, 0 Sy Sa, 0SzSa blema 4 
10. A caixa 0 S x S a, —b/2 S y S b/2, —c/2 S z S c/2 24. F = [4x?, y?, -2 cos mz], S é a superfície do tetraedro de vértices 
11. O cilindro y? + 2 Sa, 0SxSh (0, 0, 0), (1, O, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) 
12. A esfera x? + y? + z? S a? 25. F =[54%, 5y, 52], S: x2 + y? + z2? = 4 


10.8 Outras Aplicações do Teorema da Divergência 


Mostraremos nesta seção que o teorema da divergência tem aplicações fundamentais no escoamento de fluidos, 
onde ele ajuda a caracterizar as fontes e os sorvedouros de um fluido, no fluxo do calor, onde ele leva à equação 
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fundamental do calor, e na teoria do potencial, onde fornece as propriedades básicas das soluções da equação de 
Laplace. Aqui, adotaremos a suposição de que a região T e sua superfície de contorno S são tais que o teorema 
da divergência se aplica. 


Escoamento de um Fluido. Interpretação Física da Divergência 


Usando o teorema da divergência, podemos obter uma interpretação intuitiva do divergente de um vetor. Para esse propósito, consideremos 
o escoamento de um fluido incompressível (veja a Seção 9.8) de densidade constante p = 1 e que seja permanente, isto é, não varie com o 
tempo. Esse escoamento é determinado pelo campo do seu vetor velocidade v(P) em qualquer ponto P. 

Consideremos que S seja a superfície de contorno de uma região T no espaço, e que n seja o vetor normal unitário e exterior a S. Então, 
ven é a componente normal de v na direção de n, e |v*n dA] é a massa de fluido saindo de T (se ven > O em algum P) ou entrando em T 
(se ven < 0 em P) por unidade de tempo em algum ponto P de S através de uma pequena porção AS de S de área AA. Logo, a massa total, 
por unidade de tempo, do fluido que sai de T passando por S dada pela integral de superfície 


[renan 


Dividindo pelo volume V de T, obtemos o escoamento médio para fora de T: 


(1) > $ fueros. 
S 


Como o escoamento é permanente e o fluido é incompressível, é necessário repor continuamente a quantidade de fluido saindo. Logo, se o 
valor da integral (1) for diferente de zero, necessariamente ocorrem fontes (fontes positivas ou fontes negativas, chamadas de sorvedouros) 
em T, ou seja, pontos onde o fluido é produzido ou desaparece. 

Se fizermos T encolher até um ponto fixo P em T, obtemos de (1) a intensidade da fonte em P, dada pelo lado direito de (11) na última 
seção com Fen sendo substituído por v+n, ou seja, 


1 
(2) div MP) = lim g JJ venda. 
) ST) 


armo V( 


Logo, o divergente do vetor de velocidade v de um escoamento incompressível e estacionário corresponde à intensidade da fonte do esco- 
amento no ponto correspondente. 
Não há fontes em T se e somente se div v é nulo em todos os pontos de T. Logo, para qualquer superfície fechada S em T, temos 


ffvna-o E 
Ss 


Modelagem do Fluxo do Calor. Equacáo de Difusáo ou do Calor 

Experimentos físicos mostram que, num corpo, o calor escoa na diregáo da temperatura decrescente, e a taxa de fluxo é proporcional ao 
gradiente da temperatura. Isso significa que a velocidade v do fluxo térmico num corpo assume a forma 

(3) v = —K grad U 


onde U(x, y, z, t) é a temperatura, t é o tempo e K é a chamada condutividade térmica do corpo; em circunstâncias físicas usuais, K é uma 
constante. Usando essas informações, obtenha o modelo matemático para o fluxo térmico, dado pela chamada equação do calor ou equação 
da difusão. 


Solução. Consideremos T uma região no corpo limitada por uma superfície § com um vetor normal unitário exterior n tal que o teorema 
da divergência se verifica. Então, ven é a componente de v na direção de n, e a quantidade de calor deixando T por unidade de tempo é 


[ji 


Essa expressão é obtida de maneira semelhante à integral de superfície correspondente no último exemplo. Usando 


div (grad U) = V2U = Uss + Up + Uz 


(este é o laplaciano; veja (3) na Seção 9.8), temos pelo teorema da divergência e por (3), 


f fv-n aa = -x f f f aiv graa v) aaa: 
S T 
-= -x | | [vu ax dy az 
T 


Por outro lado, a quantidade total de calor H em T é 


H = f| foou arara: 
T 


onde a constante o é o calor específico do material do corpo e p é a massa específica (= massa por unidade de volume) do material. Logo, 


a taxa temporal de decréscimo de H é 
9H 1 aU 
=E A — dx dy dz 
at Ea 


(4) 
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e esse valor tem que ser igual à quantidade de calor deixando T que havíamos calculado. Portanto, temos de (4), 


aU 5 
-= op ~y dx dy dz = -K V“U dx dy dz 
T T 


ou 


oU 
Tff (o. E - K vu | axdydz = 0. 
T 


Como isso se verifica para qualquer região T no corpo, o integrando (se contínuo) tem que ser zero em todos os lugares, isto é, 


oU K 
(5) = = (AA c = — 
ot op 


onde c? é a chamada difusividade térmica do material. Essa equação diferencial parcial é chamada de equação do calor, sendo a equação 
fundamental para a condução térmica. E a prova que obtivemos é outra demonstração eloqiiente da grande importância do teorema da diver- 
gência. No Capítulo 12, veremos métodos para resolver problemas de calor. 

A equação do calor é também denominada equação de difusão, pois ela também modela os processos de difusão dos movimentos das 
moléculas, tendendo a nivelar as diferenças de densidade e pressão nos gases e líquidos. 

Se o fluxo térmico não depende do tempo, dizemos tratar-se de um fluxo de calor permanente. Então, dU/dt = 0, de modo que (5) 
se reduz à equação de Laplace V2U = 0. Encontramos essa equação nas Seções 9.7 e 9.8, e agora veremos que o teorema da divergência 
acrescenta fundamentais referentes à natureza das soluções dessa equação. a 


Teoria do Potencial. Funções Harmónicas 


A teoria de soluções da equação de Laplace 


o2f of o2f 
PA as AA + — + — = 
(6) No ðx? oy oz? 


0 

é chamada de teoria do potencial. Dizemos que uma solugáo de (6) com derivadas parciais de segunda ordem 
contínuas é uma função harmônica. Essa continuidade é necessária para a aplicação do teorema da divergência 
na teoria do potencial, onde o teorema desempenha um papel-chave, que desejamos investigar mais a fundo. 
Outros detalhes sobre a teoria do potencial serão apresentados nos Capítulos 12 e 18. 


EXEMPLO 3 Uma Propriedade Básica das Soluções da Equação de Laplace 


No teorema da divergência, os integrandos são div F e Fen (Seção 10.7). Se F é o gradiente de uma função escalar, digamos, F = grad f, 
então div F = div (grad f) = V?f; veja (3) da Seção 9.8. Além disso, Fen = nºF = n° grad f. Esta é a derivada direcional de f na direção 
normal exterior a S, que é a superfície de contorno da região T no teorema. Essa derivada é chamada de derivada normal (exterior) de f, 
sendo denotada por 9f/0n. Portanto, a fórmula no teorema da divergência torna-se 


(1) ff = | [Lan 


Este é o análogo tridimensional de (9) na Seção 10.4. Em decorrência das suposições do teorema da divergência, isso fornece o seguinte 
resultado: E 


TEOREMA-1 | Uma Propriedade Básica das Funções Harmónicas 


Consideremos que f(x, y, z) seja uma função harmônica em algum domínio D no espaço, que S seja qualquer 
curva fechada, suave por intervalos e orientável em D, e que toda a região que essa superfície engloba 
pertença a D. Então, a integral da derivada normal de f calculada sobre S é nula. (Em relação à expressão 
“suave por intervalos”, veja a Seção 10.5.) 


EXEMPLO-4 Teoremas de Green 


Consideremos que f e g sejam funções escalares tais que F = f grad g satisfaça as suposições do teorema da divergência em alguma região 
T. Então, 


div F = div (f grad g) 


all F 
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EXEMPLO-S 


TEOREMA 2 


TEOREMA-3 


3X OX ax? ay dy é: oy?) la o “a? 


= f V2g + grad f «grad g. 


- (2 y. 29) | É ag ea) | (a Y. ea) 


Além disso, como f é uma função escalar, 


Fen =nºF 
=nº(f grad g) 
= (n° grad g)f. 


Ora, n° grad g é a derivada direcional ðg/ðn de g na direção normal exterior a S. Logo, a fórmula no teorema da divergência torna-se a 
“primeira fórmula de Green” 


E [SSUV + gradf «grad y) av = f ff 2 qu, 
a S 


Dizemos que a fórmula (8) juntamente com as suposições correspondem à primeira forma do teorema de Green. 
Trocando fe g de posição, obtemos uma fórmula similar. Subtraindo essa fórmula de (8), encontramos 


0) favs -ona = ff (2-48 an 


Esta é a chamada segunda fórmula de Green ou (junto com as pressuposicóes) a segunda forma do teorema de Green. E 


Unicidade das Soluções da Equação de Laplace 

Consideremos que f seja harmônica em um domínio D e que f seja nula em todos os lugares numa curva suave por intervalos, fechada e 
orientável S em D, superfície esta abrangendo toda uma região que pertence a D. Logo, V2g é zero em T e a integral de superfície em (8) 
vale zero, de modo que (8) com g = fornece 


Pf | eras pegraa f av = fS fiera fav = 0. 
de T 


Como f é harmônica, grad f e, portanto, |grad f| são contínuos em T e em S e, uma vez que |grad f| é não-negativo, para fazer com que a 
integral sobre T seja nula, grad f tem que ser o vetor nulo em todos os lugares de T. Logo, f, = fy =f.= 0 e fé constante em Te, por causa 
da continuidade, é igual ao seu valor nulo em $. Isso prova o seguinte teorema: 


Funções Harmônicas 


Consideremos que f(x, y, z) seja harmônica em algum domínio D e nula em todos os pontos de uma super- 
fície suave por intervalos, fechada e orientável S em D, e que toda a região que essa superfície engloba 
pertença a D. Então, F é identicamente nula em T. 


Esse teorema tem uma consegiiência importante. Consideremos que fı e fz sejam funções que satisfaçam as suposições do Teorema 1 e assuma 
os mesmos valores em S. Então, sua diferença f, — f, satisfaz essas suposições e tem valor nulo em todas as partes de S. Logo, o Teorema 
2 implica que 


fi-f2=0 em toda T, 


e temos o seguinte resultado fundamental: 


Teorema da Unicidade para a Equação de Laplace 


Consideremos que T seja uma região que satisfaça as suposições do teorema da divergência e que f(x, y, 
z) seja uma função harmônica num domínio D que contém T e sua superfície de contorno S. Então, f é 
determinada unicamente em T pelo seus valores em S. 


O problema de determinar uma solução u de uma equação diferencial parcial em uma região T tal que u assuma valores dados numa superfície 
de limite S de T é chamado de problema de Dirichlet’. Portanto, podemos reformular o Teorema 3 do seguinte modo: 


8 PETER GUSTAV LEJEUNE DIRICHLET (1805-1859), matemático alemão, estudou em Paris com Cauchy e outros e sucedeu Gauss 
em Göttingen em 1855. Tornou-se conhecido por suas importantes pesquisas sobre séries de Fourier (ele conheceu Fourier pessoalmente) e 
teoria dos números. 
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TEOREMA-3* 


Teorema da Unicidade para o Problema de Dirichlet 


Se as suposições do Teorema 3 são satisfeitas e o problema de Dirichlet para a equação de Laplace tem 
uma solução em T, logo essa solução é única. 


Esses teoremas evidenciam a extrema importância do teorema da divergência na teoria do potencial. a 


PROBLEMAS PROPOSTOS 10.8 


1. (Funções harmônicas) Verifique o Teorema 1 para f = 2x? + 
2y? — 422 e sendo S a superfície do cubo0=x=1,0=y<l, 
0<=7zS1. 

2. (Funções harmônicas) Verifique o Teorema 1 para f= y? — xe a 
superfície de um cilindro x? + y? S 1,0 Sz S 5. 

3. (Primeira fórmula de Green) Verifique (8) para f= 3y?, g = x? e 
S sendo a superfície do cubo no Problema 1. 

4. (Primeira fórmula de Green) Verifique (8) para f = x, g = y? + 2 
e $ sendo a superfície da caixa 0 S x S 1,0 Sy S2,0Sz5S73. 

5. (Segunda fórmula de Green) Verifique (9) para os dados do Pro- 
blema 3. 

6. (Segunda fórmula de Green) Verifique (9) para f = xf, g = y? e 
o cubo do Problema 1. 


7. (Volume como uma integral de superfície) Mostre que uma 
região T com uma superfície de contorno $ tem o volume 


1 
v=5 | froo 644 
s 


onde r é a distância entre um ponto variável P: (x, y, z) em Se a 
origem O e onde & é o ángulo entre a reta orientada OP e a normal 
exterior a S em P. (Faca um esbogo.) 


8. Encontre o volume de uma esfera de raio a usando a fórmula do 
Problema 7. 


9. Mostre que uma região T com uma superfície de contorno S tem 


o volume 
v= | fraa 
s 


-paa 


S 


10.9 Teorema de Stokes 


= | feara 
s 


1 
=3 | [œ dy dz + y dz dx + z dx dy). 
s 


10. PROJETO DE EQUIPE. Teorema da Divergência e Teoria do 
Potencial. As Equações (7)-(9) e os Teoremas 1-3 evidenciam 
a importância do teorema da divergência na teoria do potencial. 
Para enfatizar isso ainda mais, considere as funções f e g que 
sejam harmônicas em algum domínio D contendo uma região T 
com a superfície de contorno S tal que T satisfaça as suposições 
do teorema da divergéncia. Prove e ilustre com exemplos que: 


(a) J Je E as = [| f leraa gẹ av. 
S T 


(b) Se ðg/ðn = 0 em S, então g é constante em T. 


o [JE -s2)a-o 


(d) Se ðflðn = ðg/ðn em S, então f = g + c em T, onde c é uma 
constante. 


(e) O laplaciano pode ser representado independentemente dos 
sistemas de coordenadas na forma 


1 of 
am>o V(T) J] an Un 
) 


V% = lim 


onde d(T) é a distáncia máxima entre os pontos de uma regiáo T 
limitada por S(T) e o ponto no qual o laplaciano é valiado, e V(T) 
é o volume de 7. 


Tendo visto a grande utilidade do teorema da divergéncia de Gauss, passaremos agora para o segundo “grande” 
teorema deste capítulo, o teorema de Stokes, que transforma integrais de linha em integrais de superfície e vice- 
versa. Logo, ele generaliza o teorema de Green da Segáo 10.4. O teorema de Stokes envolve o rotacional 


i j k 


(1) rot F = |9/0x a/0y 9/92 (veja Seção 9.9). 


Fr Fə Fa 


Capítulo 10: Cálculo Integral Vetorial. Teoremas Integrais 373 


TEOREMA 


EXEMPLO 


Teorema de Stokes? 
(Transformação entre Integrais de Superfície e Integrais de Linha) 


Consideremos S uma superfície orientada e suave por intervalos no espaço e que o contorno de S seja 
formado por uma curva fechada, simples e suave por intervalos. Consideremos também que F(x, y, z) seja 
uma função vetorial contínua que possua derivadas parciais primeiras contínuas em um domínio no espaço 
contendo S. Então, 


(2) JS ii Ponga = $, Fer'(5) ds. 


Aqui, n é um vetor normal unitário a S e, dependendo de n, a integração em torno de C é realizada no 
sentido mostrado na Fig. 251. Além disso, r' = dr/ds é o vetor tangente unitário e s é o comprimento de 
arco de C. 

Em componentes, a fórmula (2) torna-se 


F 
ff (E - E) N, + (a - E) Na + (E - E) wo] didi 
ds E oy az az ox ox oy 
= $ (F; dx + Fa dy + F3 dz). 
e: 


Aqui, F = [F,, Fo, F3], N = [N;, Na, Ns], n dA = N du db, r' ds = [dx, dy, dz] e R é a região com a curva 
de contorno C no plano uv que corresponde a S representada por r(u, v). 


A prova segue após o Exemplo 1 


a Ja 


x y 


Fig. 251. Teorema de Stokes Fig. 252. Superfície $ do Exemplo 1 


Verificação do Teorema de Stokes 


Antes de provarmos o teorema de Stokes, vamos primeiramente nos acostumar a ele, verificando-o para F = [y, z, x] e sendo § um parabo- 
lóide (Fig. 252) 


2=f(y)=1- (+ y, 2=0. 


Solucáo. A curva C, orientada como na Fig. 252, é a circunferência r(s) = [cos s, sen s, 0]. Seu vetor tangente unitário é r'(s) = [-sen s, 
cos s, 0]. A função F = [y, z, x] em C é F(r(s)) = [sen s, 0, cos s]. Logo, 
27 


27 
$ Fear- [ F(r(s)) ° r'(s) a= | [(sen s)(—sen s) + 0 + 0] ds T. 
Cc 0 


0 


Consideremos agora a integral de superfície. Temos que F, = y, F, = z, F; = x, de modo que, em (2*), obtemos 
rot F = rot [F,, Fa, F3] = rot [y, z, x] = [-1, —1, —1]. 


Um vetor normal a S é N = grad (z — f(x, y)) = [2x, 2y, 1]. Logo, (rot F) e N = -2x — 2y — 1. Ora, n dA = N dx dy (veja (3*) na Seção 10.6 
com x, y no lugar de u, v). Usando as coordenadas polares r, 0, definidas por x = r cos 0, y = r sen 6 e representando por R a projeção de S 
sobre o plano xy, obtemos, portanto, 


f fo F)*n dA = f feo F)*N dx dy = f foz — 2y — 1) dx dy 


S R R 


2 Sir GEORGE GABRIEL STOKES (1819-1903), matemático e físico irlandés, que se tornou catedrático em Cambridge em 1849. Também é 
conhecido por suas importantes contribuições à teoria das séries infinitas e à do escoamento viscoso (equações de Navier-Stokes), geodésica 
e óptica. 

A expressão “curvas e superfícies suaves por intervalos” é definida nas Seções 10.1 e 10.5. 
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-Í f (-2r (cos @ + sen 0) — 1)r dr de 
0=0 r=0 
PE isorsng- t) a040- Lom a 
T 3 C FS 2 y 2 T T. 


PROVA Provemos o teorema de Stokes. Obviamente, (2) se verifica caso as integrais de cada componente em ambos os 


lados de (2%) sejam iguais; isto é, 


aF 9F4 
3 — Na- —NMN =0F 
6) ME - 5) dudo ARC 
(4) Me + No) dudo = $ Fady 

aF 3 OF 3 
65) Dinda F dz 

m frs 

Provemos isso primeiro para uma superfície S que pode ser representada simultaneamente nas formas 
(6) (a) z =f&, y), (b) y = g&x, y), (c) x = h, z) 


Provemos (3) usando (6a). Fazendo u = x, v = y, temos de (6a) 
r(u, 0) =r (%, y) = [x, y, fx, y)] = xi + yj + fk 
e, em (2) da Seção 10.6, por cálculo direto, 
N=r,: m =r r= [fo fp 11= -fà -— fy +K. 


Note que N é um vetor normal superior a S, visto que ele tem uma componente z positiva. Além disso, R = S*, 
a projeção de S sobre o plano xy, com a curva de contorno C = C* (Fig. 253). Logo, o lado esquerdo de (3) é 


7) a fo) Ta | dy 


Consideremos agora o lado direito de (3). Transformamos essa integral de linha sobre C = C* numa integral dupla 
sobre S* aplicando o teorema de Green [fórmula (1) da e 10.4 com F, = 0]. Isso fornece 


Bra] jara 


“e. 


Fig. 253. Prova do Teorema de Stokes 


Aqui, F, = Fx, y, f(x, y)). Daí, pela regra da cadeia (veja também o Problema 10 em Problemas Propostos 
9.6), 


FAY SAY) AF y, 2) aF (X, y, z) of 
dy oy az ay 


[z = f(x, y)l. 


Vemos que o lado direito disso é igual ao integrando em (7). Isso prova (3). As relações (4) e (5) seguem-se da 
mesma forma, se usarmos (6b) e (6c), respectivamente. Por adição, obtemos (2*). Isso prova o teorema de Stokes 
para uma superfície S que pode ser representada simultaneamente nas formas (6a), (6b) e (6c). 
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EXEMPLO-2 


EXEMPLO-3 


EXEMPLO-4 


Fig. 254. 
Exemplo 4 


EXEMPLO-5 


Assim como na prova do teorema da divergéncia, nosso resultado pode ser imediatamente estendido ás super- 
fícies S que podem ser decompostas num número finito de superfícies, onde cada uma delas seja do tipo que 
consideramos. Essa situação encerra a maior parte dos casos de interesse prático. A prova para o caso de uma 
superfície mais geral S satisfazendo as suposições do teorema requer o uso de limites e é similar à situação vista 
no caso do teorema de Green na Seção 10.4. E 


Teorema de Green no Plano como um Caso Especial do Teorema de Stokes 


Considere que F = [F,, F,] = Fi + F,j seja uma função vetorial derivável continuamente num domínio no plano xy contendo uma região fechada, 
limitada e simplesmente conectada S cujo contorno C é uma curva fechada, simples e suave por intervalos. Então, de acordo com (1), 
aF a 9F4 
(rot F)en = (rotF)-k= —= — —— 
EM ay 
Logo, a fórmula no teorema de Stokes agora assume a forma 


ES Ta) o É (Faak + Fady) 
> Nr = X y). 
dl ay E 2 


Isso mostra que o teorema de Green no plano (Seção 10.4) é um caso especial do teorema de Stokes (que precisávamos para provar o 
último!). 


Cálculo do Valor de uma Integral de Linha pelo Teorema de Stokes 


Calcule o valor de f a F+r' ds, onde C é a circunferência x? + y? = 4, z = 3, orientado no sentido anti-horário como visto por uma pessoa 
de pé na origem, e adotando-se um sistema dextrogiro de coordenadas cartesianas. 


F=ly 12, - = yi + xzřj — ¿yk 
Solucáo. Como uma superfície S limitada por C, podemos considerar o disco circular plano x? + y? = 4 no plano z = -3. Então, n no 
teorema de Stokes aponta na direção positiva de z; daí, n = k. Então, (rot F) en é simplesmente a componente de rot F na direção positiva 
de z. Como F com z =-3 tem as componentes F} = y, F, = -27x, F = 3yº, obtemos, portanto, que 

Fa 9F4 


(rot F)en 27-1 28. 
ðX oy 


Logo, a integral sobre S no teorema de Stokes é igual a -28 vezes a área 47 do disco S. Isso fornece a resposta -28 ° 4r = —1127 = -352. 
Confirme isso por cálculo direto, que requer um pouco mais de trabalho. E 


Significado Físico do Rotacional no Movimento de Fluidos. Circulacáo. 


Considere que Si seja um disco circular de raio rọ e centro P limitado pela circunferência Co (Fig. 254), e que F(Q) = F(x, y, z) seja uma 
funcáo vetorial continuamente derivável num domínio contendo Sr Então, pelo teorema de Stokes e pelo teorema do valor médio para as 
integrais de superfície (veja a Seção 10.6), 


$ Fer' ds = | [ot Fyen da = cot F)en(PA,, 
S, 


C, 
T 
o To 


nas quais Ar, é a área de Sr e P* é um ponto adequado de Sro Isso pode ser escrito como 
1 
(rot F) + n(P*) = — d Fer' ds. 
Aro Cr 


No caso do movimento de um fluido com o vetor velocidade F = v, a integral 


$ ver! ds 


Cr, 


é chamada de circulacáo do fluxo em torno de Cro: Ela mede o grau com que o movimento do fluido correspondente é uma rotação ao redor 
da circunferéncia Cry Se agora fizermos r se aproximar de zero, constatamos que 
1 
(8) (rot + n(P) = lim — OP ver! ds; 
r¿>0 To Er, 
ou seja, a componente do rotacional na direção normal positiva pode ser considerada como a circulação específica (circulação por unidade 
de área) do fluxo na superfície no ponto correspondente. E 


Trabalho Realizado no Deslocamento em Torno de uma Curva Fechada 
Encontre o trabalho realizado pela força F = 2xyº sen z i + 3x?y? sen z j + x2yº cos z k no deslocamento em torno da curva de interseção do 


parabolóide z = x? + y? com o cilindro (x — 1? + y? = 1. 


Solucáo. Esse trabalho é dado pela integral de linha do teorema de Stokes. Ora, F = grad f, onde f = x2yº sen z e rot (grad f) = 0 (veja (2) 
na Seção 9.9), de modo que (rot F)*n = 0 e o trabalho é O pelo teorema de Stokes. Isso concorda com o fato de que o campo nesse caso é 
conservativo (definição na Seção 9.7). a 
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Teorema de Stokes Aplicado à Independência do Caminho 


Na Seção 10.2, enfatizamos que o valor de uma integral de linha em geral depende não apenas da função a ser 
integrada e das extremidades A e B do caminho de integração C, mas também da escolha particular de um caminho 
de A a B. No Teorema 3 da Seção 10.2, provamos que, se uma integral de linha 


(9) | Far = | (F, ax + F, dy + Fs do) 
C C 


(envolvendo funções F,, Fə, Fz contínuas e com derivadas parciais primeiras contínuas) é independente do caminho 
num domínio D, então rot F = 0 em D. E, na Seção 10.2, afirmamos inversamente que o fato de que rot F = 0 
em todos os lugares em D implica a independência do caminho de (9) em D, desde que D seja simplesmente 
conectado. Uma prova disso necessita do teorema de Stokes e pode agora ser dada como se segue. 


Consideremos que C seja qualquer caminho fechado em D. Como D é simplesmente conectado, podemos 
encontrar uma superfície S em D limitada por C. O teorema de Stokes se aplica e fornece 


$ (F, dx + F, dy + F; dz) = $ Fer' ds = f fo F)en dA 
c c s 


para a direção apropriada em C e um vetor normal n em S. Como rot F = 0 em D, a integral de superfície e, 
portanto, a integral de linha, valerão zero. Isso e o Teorema 2 da Seção 10.2 implicam que a integral (9) é inde- 
pendente do caminho em D. Isso completa a prova. 


PROBLEMAS PROPOSTOS 10.9 


1-8 INTEGRAÇÃO DIRETA DAS INTEGRAIS 


DE SUPERFÍCIE 


Avalie a integral f | (rot F) en dA diretamente para F e S dados. 
S 


1. F = [42?, 16x, 0], S:2=y(0SxS1,0=<yS1) 

2. F = [0, 0, 5x cos z],S:12+y2=4,y=0,0=2=<371 

3. F = [, e, e], S:z=x+y(0=x=1,0=y=1) 

4. F = [3 cos y, cosh z, x], Sé o quadrado 0 S x S 2,0 Sy S2, 

z=4 

5. F = [e”, e sen y, æ cos y], S: 2=y*(0=x=4,0=y<1) 
6. F = [23 2, y], S: 2=+yy=0,0S2S2 

7. F = [z?, 3x, Ol, S é o quadrado 0 £ x £ a, 0 £ y £ a, z = 1 
8. F = [y, ~, 0], S: x? + y2 S 1,z=0 

9. Verifique o teorema de Stokes para F e S no Problema 7. 
10. Verifique o teorema de Stokes para F e S no Problema 8. 
11-18| CÁLCULO DO VALOR DE d Fer’ ds 

c 


Calcule estas integrais de linha pelo teorema de Stokes, no sentido 
horário como visto por uma pessoa de pé na origem, para as seguintes 


F e 


C. Suponha que as coordenadas cartesianas sejam dextrogiras. 


(Mostre os detalhes.) 


QUESTÕES- E-PROBEEMAS-DE-REVISAO DO CAPÍTULO 10 


1. 


Liste os tipos de integrais neste capítulo e como os teoremas inte- 
grais relacionam alguns deles. 


. De que modo o trabalho de uma força variável pode ser expresso 


por uma integral? 


. Diga de memória como você faz para calcular o valor de uma 


integral de linha e de uma integral dupla. 


. O que você se recorda sobre a independência do caminho? Por que 


ela é importante? 


11. 
12. 
13. 


14. 
15. 
16. 
17. 


18. 
19. 


20. 


F = [-3y, 3x, z], C é a circunferência 2 + y? = 4, z = 1 

F =[4z, -2x, 2x], C é a interseção de x? + y?=1ez=y+1 

F = [y?, x2, —x, +z], em torno do triángulo de vértices (0, 0, 1), (1, 
0, 1), (1, 1, 1) 

F = [y, x°, —zy°], C é o círculo 2 + y? = a? z = b (> 0) 

F = [y, 2, x], C como no Problema 12 

F = [x?, y2, 22], C é a interseção de x? + y? + z2 = 4 ez = y? 

F = [cos 7ry, sen 7y, 0], em torno do retângulo de vértices (0, 1, 
0), (0, 0, 1), (1,0, 1), (1, 1, 0) 

F = [z, x, y], C como no Problema 13 

(Não-aplicabilidade do teorema de Stokes) Calcule o valor de 


$ Fer ds, F = (x2 + YY ly, x], C: x? + y? = 1, z = 0, orien- 
c 


tada no sentido horário. Por que o teorema de Stokes não pode ser 
aplicado? Que resultado (falso) ele forneceria? 

PROJETO ESCRITO. Grad, Div, Rot em Conexão com as 
Integrais. Faça uma lista de idéias e de resultados sobre esses 
tópicos vistos neste capítulo. Veja se consegue rearranjar ou combi- 
nar as partes do seu material. Então subdivida-o entre 3-5 partes e 
resolva os detalhes de cada uma. Náo inclua as provas, mas apenas 
exemplos simples e típicos de sua própria escolha, que permitam 
uma melhor compreensáo do material. 


5. De que modo usamos o teorema de Stokes em conexáo com a 


independéncia do caminho? 


6. Dé a definigáo de rotacional. Por que ele é importante neste capí- 


tulo? 


7. Como podemos transformar uma integral dupla ou uma integral 


de superfície em uma integral de linha? 


8. O que é orientação de uma superfície? Qual é o seu papel em 


conexão com as integrais de superfície? 
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9. Enuncie de memória o teorema da divergência e suas aplica- [241-25 | INTEGRAIS DE SUPERFÍCIE, CENTRO DE 
ços: GRAVIDADE 


10. Enuncie a equação de Laplace. Onde, na física, ela é impor- 
tante? Quais propriedades de suas soluções foram por nós dis- 


Encontre as coordenadas x, y do centro de gravidade de uma massa de 
densidade f(x, y) na região R. (Esboce R. Mostre os detalhes.) 


cutidas? i y 
- 21. f= 2xy, Ré o triángulo de vértices (0, 0), (1, 0), (1, 1) 
11-20 | INTEGRAIS DE LINHA | F(r)- dr 2. f=1,R:0SyS1-=%2 
== 
(INTEGRAIS DE TRABALHO) 23. f=1, R: x? +y Sa, y=0 


. . 24. f=*+y,R:*+yY=1,x=0,y=0 
Avalie, com F e C conforme dadas, pelo método que mais lhe pareça 25. f= 22, R é a região abaixo de y = x + 2 e acima de y = 22. 
adequado. Lembre-se de que, se F é uma força, a integral fornece o ` a e 
trabalho realizado em um deslocamento ao longo de C. (Mostre os |26-35 | INTEGRAIS DE SUPERFICIE | fr. n dA 
detalhes.) Ss 


11. F=[x2 y2, 2], C é o segmento retilíneo de (4, 1, 8) a (0, 2, 3) Calcule o valor destas integrais diretamente ou, se possível, pelo teo- 


. a rema da divergência. (Mostre os detalhes.) 
12. F = [cos z, -sen z, —x sen z, —y cos z], C é o segmento retilíneo de 26. F=122 4y. 0]. S: E EE, 
(—2, 0, $7) a (4, 3, 0) . = [2xº, y, 1, [¿XFY+Z=S1,X=0U,yY=U0ZS 


13. F = [x- y, 0, e*], C: y = 3x2, z = 2x para x de 0 a 2. 27. F = [y, =x, 0], S: 3x + 2y +z=6,x=0,y=0,z=0 


14. F = [yz, 2xz, xy], C é a circunferência x? + y? = 9, z = 1 no sentido 28. F = [x - y, y- z, z = x], S a esfera de raio 5 e centro O 


anti-horário 29. F = [y°, xX, 2], S é a superfície de +y <=4,0<755 
15. F =[3y, 3x + cos y, 0], C é a circunferência 2 + y2 = 16,z= 30. F = D*, X, 32*], S é a porção do parabolóide z = x? + y’, z = 4 
O no sentido anti-horário 31. F = [sen? x, -y sen 2x, 57], S é a superfície da caixa |x| = a, [y] = 
16. F = [sen my, cos Try, sen mx], C é o contorno de O = x = 1/2, b, zl Sc 
0SyZ2,z= 2x 32. F = [1, 1, a], S: x2 + Y? + 42 =4,z = 0 
17. F = [9z, 5x, 3y], C é a elipse x? + y?=9,2=x+2 33. F = [x, xy, 2), S: x2 + y2 =1,0 S zS h 
18. F = [cosh x, eY, tan z], C: X2 + y? = 4, z = x?. (Esboce C.) 34. F como no Problema 33, S é o contorno completo de x? + y? S 1, 
19. F=[2 3, y], C 2 +y =4,x+y+z=0 0SzSh 
20. F = L2, y?, y?x], C é a hélice r = [2 cos t, 2 sen t, 6f] de (2, 0, 0) 35. F = [e”, O, ze”], S é o retângulo de vértices (0, 0, 0), (1, 2, 0), (0, 
a (0, 2, 377) 0, 5), (1, 2, 5) 
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Cálculo Integral Vetorial. Teoremas Integrais 


O Capítulo 9 estendeu o cálculo diferencial para vetores, isto é, para as funções vetoriais v(x, y, z) ou v(?). Similarmente, 
este Capítulo 10 estende o cálculo integral para as funções vetoriais. Este assunto envolve as integrais de linha (Seção 
10.1), integrais duplas (Seção 10.3), integrais de superfície (Seção 10.6) e integrais triplas (Seção 10.7) e os três 
“grandes” teoremas de transformação dessas integrais em outras, a saber, o teorema de Green (Seção 10.4), de Gauss 
(Seção 10.7) e de Stokes (Seção 10.9). 

O análogo da integral definida do cálculo é uma integral de linha (Seção 10.4) 


dr 
dt 
dt 


b 
(1) frear = | e, dx + F, dy + F; dz) = f Fr). 
c C a 


onde C: r(t) = [x(D, y), zÐ] = x (Di + y(Dj + (DK (a = t = b) é uma curva no espaço (ou no plano). Fisicamente, 
(1) pode representar o trabalho realizado por uma força (variável) em um deslocamento. Outros tipos de integrais de 
linha e suas aplicações também são discutidos na Seção 10.1. 

A independência do caminho de uma integral de linha em um domínio D significa que a integral de uma dada 
função sobre qualquer caminho C com extremidades P e Q tem o mesmo valor para todos os caminhos de P a Q que 
se situam em D; aqui, P e Q são fixos. Uma integral (1) é independente do caminho em D se e somente se a forma 
diferencial F, dx + F, dy + F; dz, com F, F>», F, contínuos, for exata em D (Seção 10.2). Além disso, se rot F = 0, 
onde F = [F,, F>, F3], tiver derivadas parciais primeiras contínuas num domínio simplesmente conectado D, logo a 
integral (1) independe do caminho em D (Seção 10.2). 

Teoremas Integrais. A fórmula do teorema de Green no plano (Seção 10.4) 


Fa O 
(2) Ta dx dy = $ (E, dx + Fa dy) 


transforma integrais duplas sobre uma região R no plano xy em integrais de linha sobre a curva de contorno C de R, 
e vice-versa. Sobre outras formas de (2), veja a Seção 10.4. 
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Similarmente, a fórmula do teorema da divergéncia de Gauss (Segáo 10.7) 


(3) Ff faivrav= | frenas 
T S 


transforma integrais triplas sobre uma região T no espaço em integrais de superfície sobre a superfície de limite S de 
T, e vice-versa. A fórmula (3) implica as fórmulas de Green 


(4) | fav + vs vo a= [1 L an 
T S 


09 of 
29 — gV2f)dV = — — E) dA. 
(5) [Jo vs gVêf) d a é gm 
Finalmente, a fórmula do teorema de Stokes (Seção 10.9) 
6 tF)enda = Ọ Fer'(s) d. 
(6) J fe Jen f r'(s) ds 


transforma integrais de superfície sobre uma superfície S em integrais de linha sobre a curva de contorno C de S e 
vice-versa. 
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Respostas dos Problemas 
de Número Ímpar 


Problemas Propostos 1.1 


1. (cos rx)/7T + c 3. e2 + c 5. Primeira ordem 
7. Segunda ordem 9. Terceira ordem 

11. y = tan (2x + nm), n = 0, +1,+2,** 

13. y = e” 15. (A) Náo (B) Náo. Somente y = 0. 


17. y” = g, y = gt, y = gt?/2 

19. y” = k, y" = kt + 6, y = tkt? + 6t, y(60) = 1800k + 360 = 3000, k = 1,47, y'(60) = 1,47 - 60 + 6 = 
94 [m/s] = 210 [mph] 

21. e! = 1, H = (In 1)/k = (10% In 2)/1,4 = 1570 [anos] 


Problemas Propostos 1.2 

11. y = —(2/7) cos irx + c 15. y =x(1 — Inx) + c 

17. Verifique a solução geral y? + 12 = c. Círculo de raio 3V2 

19. mu” = mg — bv?, v' = 9,8 — v?, v(0) = 10. v’ = 0 dá o limite V9,8 = 3,1 [m/s]. 


Problemas Propostos 1.3 
3. cos 2y dy = 2 dx, y = larcsen (4x + c) 5. y? + 36x? = c, elipses 


7. dyly = cot mx dx, y = c(sen mx)" 9. y = tan (c — ela) 
11. r = rne” 13. I = [eE 
15. y = e/V2x + 5 17.y = 4lnx 


19. y = Vin x? — 2x + e) 

21.y' =(y-bDMax—a,y=b=cx-a) 

23. yoe! = 2yo, e* = 2 (1 semana), e? = 22 (2 semanas), et = 2% 

25. y = yoe = yge7®0001213t — y 7000012134000 = () 62yp; 62%; ver Exemplo 2. 

27. y” = —ky, y = ye", e = 0,5, k = —(In 0,5)/5 = 0,139, 1 = —(In 0,05)/0,139 = 22 [min] 

29. T(0) = 10, T = 23 — 13e*, T(2) = 23 — 13e% = 18, k = —0,478, T = 22,8 fornece 
t = [In(—-0,2/-13)](—0,478) = 8,73 [min]. 

31. h = g1?/2, t = V2hlg, v = gt = gV2hlg = V2gh 

33. y” = 0 — (2/800)y, y = 200e70.0025 + = 300 [min], y(300) = 94,5 [lb] 

35. (A) se relaciona á funcáo erro e (C) se refere á integral de Fresnel C(x); veja o Apéndice 3.1. 
(D) y" = 2xy + 1, y(0) = 0 


Problemas Propostos 1.4 
1. Exata x! + yt = 
3. Exata u = cos 7x senh y + k(y), uy = cos mx cosh y + k!, k' = 0. Resp. cos mx senh y = c 
5. Exata 9x? + 4y? = € 
7. Exata, M, = N, = —2e7%, u = re + k(0), uy = = —Lre 2 + k',k' = 0. Resp. re Y = c, r = ce” 
9. Exata u = y/x + sen 2x + k(y), u, = 1/x + k' = 1/x — 2 sen 2y. Resp. y/x + sen 2x + cos 2y = c 
11. Não é exata. F = 1/x? pelo Teorema 1. —y/x? dx + 1/x dy = d(y/x) = 0. Resp. y = cx 
13. —3yYx* dx + 2y/x? dy = d(y”/x?) = 0. y = cx? (parábolas semicúbicas) 
15. Exata, u = e? cos y + k(y), u, = —e* sen y + k', k' = 0. Resp. e” cos y = c, c = 1 
17. Não é exata. Tente R. F = e7*, eY(cos wx + w sen œx) dx + dy = 0, u = y + I(x), u, = l’ = e™ 
(cos wx + w sen wx), u = y + l = y — e™ cos æœox=c,c=0 
19. u = e” + Ky), uy = k' = =] + œ, k = -y + æ. Resp. er=y+e=c 
21. B = C, Ax? + Cxy + iDy? = c 


Respostas dos Problemas de Número Ímpar 381 


Problemas Propostos 1.5 

3. y = ce? + 0,8 5. y = 2,6e71% + 4 
Ty=x+c(sek=0). y = ce™ + e™t/3k se k + 0 

9. Separar. y — 2,5 = c cosh* 1,5x 11. y = 2xe®°s 2 

13. y = sen 2x + c/sen? 2x,c = 1 15. y = eM(x? + c), c = 4,1 
17. y = (c + ] cosh 10x)/x3. Note que (x3y)' = 5 senh 10x. 


10 ga == e 
-y u, u = cen? 57 
21.u=y?=e (1 + ce”), c = 3, u(0) = 4 
23. Separar as variáveis. y? = 1 — ces? c = —1/e 


25. y! = Ry + k, y = cet — kIR, c = yg + KIR. yo = 1000, R = 0,06, 
t = 65 — 25 = 40, k = 1000, y = $178 076,12. O início em 45 fornece 
Yo[(1 + 1/0,06)e*820 — 1/0,06] = 41,988732y = 178 076,12, yo = k = $4241,05. 

27. y' = 175(0,0001 — y/450), y(0) = 450 - 0,0004 = 0,18, 
y = 0,135e70388% + 0,045 = 0,18/2, 
e0388% = (0,09 — 0,045)/0,135 = 1/3, 
t = (In 3)/0,3889 = 2,82. Resp. Cerca de 3 anos 

29. y" = A — ky, y(0) = 0, y = A(1 — ek 

31. y' = By? — Ay = By(y — A/B), A > 0, B > 0. Soluções constantes y = 0, y = A/B. y’ > 0 se y > A/B 
(crescimento ilimitado), y! < 0 se 0 < y < A/B (extinção). 
y = Al(ce* + B), y(0) > A/B se c < 0, y(0) < A/B se c > 0. 

33. y” = y — y? — 0,2y, y = 1/(1,25 — 0,75e708t), limite 0,8, limite 1 

35. y' = y — 0,25y? — 0,1y = 0,25y(3,6 — y). Colheita de equilíbrio 3,6, y = 18/(5 + ce) 

37. (yı + yo) + pi + y2) = Or + pyy + Qu + py) =0+0=0 

39. (91 + y)" + pO: + y) = O + py) + O + py) 2 r + 0=r 

41. Solução de cy,' + pcy, = cy + py) = cr 

43. Experimento DE ÁLGEBRA COMPUTACIONAL (a) y = x sen (1/x) + cx. c=0 se y(2/7) = 2/7. y 
é indefinido em x = 0, o ponto no qual as “ondas” de sen(1/x) se acumulam; o fator x torna-as cada vez 
menores. Experimente com diversos intervalos de x. 
(b) y = x”[sen (1/x) + c]. y(2/7) = (Q/7)". n não precisa ser um inteiro. Tente n = L Tente n =-l e veja 
como as “ondas” perto de O tornam-se cada vez maiores. 

45. y = uy*, y! + py = u'y* + uy*! + puy* = u'y* + u(y*! + py*) = u'y* + u: 0 =r, u" = rly* = rel %, 
u = f eP% rdx + c. Assim, y = uy, fornece (4). Veremos que este método promove uma extensão das 
EDOs para ordens superiores (Seções 2.10 e 3.3). 


Problemas Propostos 1.6 
1. y" = 4,9" = -1/4,5 = —x/4 + ct 


3. yix = c, y lx = ylx?, y! = ylx, Y" = —x15, Y? + x? = c*, círculos 
5. 2xy + x2y' = 0, y! = —2y/x, Y” = x/(29), Y? — x2/2 = c*, hipérboles 
T. ye "R = c, y! = xy, Y 1/09), YY" = —1/x, 922 = —n |x| + c**, 
x = cre “2, curvas em forma de sino (com x e y trocando de posição) 
9. y” = —4xly, Y" = J/4x, 4 In Y = In x) + c**, x = c*5%, parábolas 
11. xe Y = c, y! =4/x, Y” = —x/14, Y = —x0/8 + ct 
13. Use dy/dx = 1/(dxIdy). (y — 2x)e* = c, (y' — 2 + y — 2xJe* =0, 
y =2 — y + 2x, dxldj = —2 + 5 — 2x é linear, 
dxidY + 2x = Y 2, x = creY + y/2 — 5/4 
15. u = c, u,dx + u,dy = 0, y = —u,Ju,. Trajetórias y = ușlu, Ora, v = c*, 
v,dx + vdy = 0, y= —U,/'Uy. Isto concorda com a EDO para a trajetória em u se u, = u, (denominadores 
iguais) e uy = —u, (numeradores iguais). Mas estas são precisamente as equações de Cauchy-Riemann. 
17. 2x + 2yy' = 0, y! = —x/y. Trajetórias 5” = 5/x, In [5] = In le] + c**, $ = c*x. 
19. y' = —4x/9y. Trajetórias Y” = 95/4x. Y = ctx! (c* > 0). Faça um esboço ou gráfico dessas curvas. 


Problemas Propostos 1.7 
1. Em be = Xol < a; simplesmente faça b em « = b/K grande, a saber, b = aK. 
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3. Não. Num ponto comum (x,, yı), ambas satisfariam à “condição inicial” y(x,) = yı, violando assim a 
unicidade. 

5.y' = f(x, y) = r(x) — p(x)y; logo, ðf/ðy = —p(x) é contínua, sendo, portanto, limitada no intervalo 
fechado |x — xy S a. 

7. R possui os lados 2a e 2b e o centro (1, 1), visto que y(1) = 1. Em R, ... 
f = 2y? S Xb + 1}? = K, a = bIK = b(2(b + 1)). daldb = 0 fornece b = 1, € ap = bIK = 1/8. 
Solução por dy/y? = 2 dx etc., y = 1/(3 — 2x). 

9. |1 + y} S K = 1 + b? a = bIK, daldb = 0, b = 1, a = 1/2. 


Questões e Problemas de Revisão do Capítulo 1 

11. dy/(y? + D = 4 dx, 2 arctan 2y = 4x + c*, y = y tan (Ox + c) 

13. EDO logística. y = 1/u, y” = —u'lu? = 4/u — 1/12, u = cet + 1 

15. dy/(y? + 1) = x? dx, arctan y = x3/3 + c, y = tan (x3/3 + c) 

17. Bernoulli. y’ + xy = x/y, u = y?, u! = 2yy' = 2x — 2xu linear, 
u = e”? (fe? 2x dx + c) = 1 + ce™®?, y = Vu. Ou escreva yy" = —x(y? — 1) e separe. 

19. Linear, y = es fee: sen x dx + c) = ces? + 1. Ou por separação. 

21. Não é exata. Use o Teorema 1, Seção 1.4; R = 2/x, F = x?; a EDO exata resultante é 3x? sen 2y dx + 2x* 
cos 2y dy = d(x? sen 2y), xº sen 2y = c. Ou por separação, cot 2y dy = —3/(2x) dx, etc., sen 2y = cx?, 

23. Exata u = f M dx = sen xy — x? + k, u, = x cos xy + k’ = N, k = y? sen xy — x? + y? = c. 

25. Não é exata. R* = 1 no Teorema 2 da Seção 1.4, F* = e”. Exata, é 
e” sen (y — x) dx + ev[cos (y — x) — sen (y — x)] dy = 0. 
u = f M dx = e” cos (y — x) + k, u, = e”(cos (y — x) — sen (y — x)) + k' = N, eœ cos (y — x) = c. 

27. Separação. y? + x? = 25 

29. Separação. y = tan (x + c), c = —ig 

31. Exata u = x?y? + cos x + 2y = c, c = u(0, 1) = 3 

33. y' = x/y. Trajetórias Y” = —9/x, Y = c*/x por separação. Hipérboles. 

35. y = ye, e = 0,9, k = 7 In 0,9, et = 0,5, 
t = (In 0,5)/k = (In 0,5)/[(n 0,9)/4] = 26,3 [dias] 

37. e** = 0,01, t = (In 0,01)/k = 175 [dias] 

39. y' = —4x/y. Trajetórias Y = cl! ou x = ca)? 

41. EDO logística y” = Ay — By?, y = 1/u, u' + Au = +B, u = ce! + BIA 

43. A = quantidade de luz incidente. Uma fina camada de espessura Ax absorve AA = —kAAx (—k = 
constante de proporcionalidade). Portanto, AA/Ax = —kA. Façamos Ax — 0. Então, A” = —kA, A = 
Aye”** = quantidade de luz numa espessa camada à profundidade x da superfície de incidência. 


Problemas Propostos 2.1 


1. y = 2,5" + 0,50% 3. y = e" cos x 5. y = 4x? + 7/x? 
7. Sim 9. Sim sea * O 11. Não 
13. Não 15. Fx, z, z) = 0 17. y = ce” + c 


19. y dz/dy = 4z, y = (cx + co 
21. (dzldy)z = —z? sen y, —1/z = —didy = cos y + T,, x = —sen y + cy + Ca 
23. y "y = 2, y = 0 + 1)? — 1, y(3) = 3, y'(3) = 4 


kx 


25. y” = ky', z’ = kz, z = ce y, 0 = 1, y = (e — Dk 


Problemas Propostos 2.2 


1. y = ce” + ce” 3. y = (c, + cojes 
5. y = ce? + coe bit 7. y = e®(A cos 1,5x + B sen 1,5x) 
9. y = ce + cye715% 11. y = A cos 3mx + B sen 31rx 

13. y = cje! + eye 1% 15. y” — 3y +2y=0 

17. y” — 2V3 y + 3y =0 19. y” — 16y = 0 

21. y = 4e% — 2e7* 23. y = e™™(2 cos x — sen x) 

25. y = 2 + em 27. y = (2 — 4x)e- 020 

29. y = e™™1(3,2 cos 0,2x + 1,6 sen 0,2x) 31. y = 4e™ — 4e™™ 


33. y, = e™, y, = 0,001e” + e” 
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= 1 , , . . . 
35. Escreva E = e-=2, c = cos wx, s = sen wx. Note que E = —laE,c = —ws,s = wc. Substitua, elimine 
E, agrupe os termos em c, depois os termos em s e use œ? = b — la”, para obter c(b — ja? + la? — œ?) 
+ s(—aw + law + law) = 0 + 0 = 0. 


Problemas Propostos 2.3 


1.0,0, —2 cos x 3. —0,8x3 + 6x2 + 0,4, 0, e0% 

5. —12x* + 9x2 + 8x — 2, —28 sen 4x — 4 cos 4x, 0 

7.y = (c + caxje > 9. y = e™™(A cos 2x + B sen 2x) 
11. y = cel? + ce” 13. y = A cos 4,2wx + B sen 4,2wx 


Problemas Propostos 2.4 
1. y = y, cos Wof + (vo/w9) sen wot. No inteiro t (se wọ = 7), devido a periodicidade. 
3. mL0” = —mg sen 6 = —mg0 (componente tangencial de W = mg), 0” + w20 = 0, wo/(27) = 
VelLI(27). 
5. Não, porque a fregiiência depende apenas de k/m. 
7. (1) Maior por um fator V3. (11) Menor. 
9. w* = [w — 4m] = [1 — ceh4mk)]! = wl — c?/8mk) = 2.9583 
11. 27/w* pois a Eq. (10) e y” = O fornecem tan (w*t — 6) = —a/w*; tan é periódica com o período 7/w*. 
13. Caso (lI) de (5) com c = V 4mk = V 4 : 500 - 4500 = 3000 [kg/s], onde 500 kg é a massa por roda. 
15. y = [yo + (Vo + Qype, y = [1 + (vo + Deer"; (1) Vo = —2, —3/2, —4/3, —5/4, —6/5 
17. y = 0 fornece c, = —c,e"2º!, que tem um ou nenhum ponto de zero positivo, dependendo das condições 
iniciais. 


Problemas Propostos 2.5 


1. cix? + cx? 3. (c1 + c In |xx! 
5. x[A cos (In lxh) + B sen (In x] 7. cb! + coxlê 

9. col + E 11. 3x? — 2x3 
13. x7%2 cos (10 In xl) — sen (10 In |x)] 15. 2x3 + 10 


Problemas Propostos 2.6 


1. y” — 0,25y = 0, W = —1 3. y” — 2ky" + k?y = 0, W = e 

5. x2y” + 0,5xy" + 0,0625y = 0, W = x705 Try" + xy" + 4y = 0, W = 2/x 

9. x2y” — 0,75y = 0, W = -2 11. y” — 6,25y = 0, W = 2,5 
13. y” + 2y" + 1,64y = 0, W = 0,802: 15. y” + Sy" + 6,34y = 0, W = 0,30% 


17. y” +7,6my' + 14,44my = 0, W = e776 


Problemas Propostos 2.7 
1. cje™” + ce + 2,50% 3. ce tee T + 2, 4xe*" — de? 
5. ce + ce — x3 — 3x — 0,5 
7. e™™(A cos 8x + B sen 8x) + e*(cos 4x + à sen 4x) 
9, cre! + (ye + 20xe0* — 2Oxe O 
11. c, cos 1,2x + cs sen 1,2x + 10x sen 1,2x 
13. e (A cos x + B sen x) + 5x? — 8x + 4,4 — 1,6 cos 2x + 0,2 sen 2x 
15. 4x sen 2x 
17. e%1x(1,5 cos 0,5x — sen 0,5x) + 2e0*% 
19, 20787 + 3e% — 12x3 + 3x? — 6,5x 


Problemas Propostos 2.8 
1. —0,4 cos 3t + 7,2 sen 3t 3. —12,8 cos 4,51 + 3,6 sen 4,5t 
5. 0,16 cos 2t + 0,12 sen 2t 7. 5 cos 3t — 5 sen 31 
9. cet? + eye? — 32 cost — ¿sent 

11. (c, + coe? — 4 cos 3t — sen 31 

13. e (A cost + B sen t) + 4 + 0,8 cos 2t — 6,4 sen 2t 

15. 0,32e™ cos 51 + 0,68 cos 31 + 0,24 sen 3t 
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17. Se" — 4e7% — 0,3 cos 2t + 0,1 sen 2t 


19 


. er 540,2 cost — 1,1 sen £) + 0,8 cost + 0,4 sen t 


Problemas Propostos 2.9 


1. 


LI” + RI = E, I = (E/R) + ce FW = 2,4 + cet 


3. RI! + IIC = 0, I = certo 
5. I = 5(cos t — cos 101)/99 
7. ho é máximo quando S = 0; portanto, C = 1/(w?L). 
9. R > Rait = 2V LIC é o Caso I, etc. 
1.0 
13. ce + cye 1 + 16,5 sen 101 + 5,5 cos 101 
15. E' = —e-*(7,605 cos Y + 1,95 sen 31), I = ebitA cos d + B sen tt) 
— e cos df 
17. E(0) = 600, 1'(0) = 600, 1 = e3t(—100 cos 4t + 75 sen 4%) + 100 cos t 
19. (b) R = 2 Q, L = 1 H, C = 1/12 F, E = 4,4 sen 10t V 


Problemas Propostos 2.10 


1 


3 
5 
7 
9 


11. 
13. 
15. 
17. 


. A cos x + B sen x — x cos x + (sen x) In sen xl 

«cx tea — x COS x 

. (cos Mc, + sen x — In ¡sec x + tan x) + (sen x)(c, — cos x) = (c, — In ¡sec x + tan x) cos x + Cy sen x 
«(cy + 3x) sen x + (cz + In cos x) cos x 

. (c1 + coje” + 2 + 4x +6 -— en bl + 1) 

cy cos 2x + cz sen 2x + ix cosh 2x 

cix + Cox? — x sen x 

A cos x + B sen x + yp + Yp2 Ypı COMO y, no Exemplo 1, y, = sen 5x 

u” + u = 0 por substituição de y = ux- 12. y, = xP cos x, yg = x sen x, yp = =P cos x + Ix-12 
sen x de (2), com a EDO na forma-padrão. 


Questões e Problemas de Revisão do Capítulo 2 
9. cre” + ce” — 1,1 cos 6x — 0,3 sen 6x 
11. e(A cos 3x + B sen 3x) — 3 cos 3x + > sen 3x 


13.1, = xX, ya =x% r = x, W = 7x7, y, = = = Ly = =i? 

15. y, = e", y = xe”, W = e*%, y, = e*/(2x) 

17. y, = e” cos x, y = e” sen x, W = e”, y, = —xe* cos x + e*(sen x) In sen xl 
19. y = 4e* + 2e7™ 21. y = 9x! + 6x8 

23. y = e™™ — 2e™™ + 18x? — 30x + 19 25. y = hx? + 4x? — 5x7? 


27. 
29. 
31. 


33. 


y = —16 cos 2t + 12 sen 2t + 16(cos 0,51 — sen 1,51). Ressonância para w/(27) = 207) = 1/7 

w = 3,1 é próxima de wọ = Vklm = 3, y = 25(cos 3t — cos 3,11). 

R = 9 Q, L = 0,5 H, C = 0,025 F, E = 17 sen 6t V, logo, 0,51” + 91' + 401 

= 102 cos 6t, I= —8,16e7% + 7,5e71% + 0,66 cos 6t + 1,62 sen 6t 

E' = 220 - 314 cos 314t, I = e-S(A cos 1501 + B sen 150%) + 0,847001 sen 314t — 1,985219 cos 314t 


Problemas Propostos 3.1 


7. Linearmente independente 9. Linearmente dependente 
11. xix = x? se x > 0, linearmente dependente 
13. Linearmente independente 15. Linearmente independente 
17. Linearmente independente 19. Linearmente dependente 


Problemas Propostos 3.2 


1. y” — 6y" + lly' — 6y =0 3. y —-y=0 
5. y? +4y"=0 7. ci + ca cos x + c3 sen x 
9. ce” + (cg + coxje” 11. ce” + cye + VD + ce VDe 


13. e»: + 4,3e70% + 12,1 cos 0,1x — 0,6 sen 0,lx 15. 2,4 + elfiícos 1,5x — 2 sen 1,5x) 
17. y = cosh 5x — cos 4x 19. y = cx2+ cox + cx W = 12/x2 
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Problemas Propostos 3.3 
1. (c, + cae? + ce? — 0,04e + 124 xx +1 
3. cı cos ix + c, sen ix + x(C3 COS Y + c4 sen ix) = le™ sen ix 
5. cx? + coax + ceaxt? + 0,11% 
7. cı COs x + ca sen x + c3 cos 3x + cy sen 3x + 0,2 cosh 2x 
9. y = (4 — x?Je® — 0,5 cos 3x + 0,5 sen 3x 
11. x7? — x? + 5x4 + x(n x + 1) 
13.3 + 9e7% cos 9x — (1,6 — 1,5x)e” 


Questões e Problemas de Revisão do Capítulo 3 

7. c1 + cg? + eg? 9, cet + cod + cel 
M. codlnx — 3) + cx? + cox + cy + dx” 

13. c,e7? + ec, cos (135) + cz sen GV3) + 8e”? 


15. (c, + code? + cze™” + 0,25xºe” 17. —0,5x7! + 1,517? 
19. cos 7x + e% — 0,02 cosh x 


Problemas Propostos 4.1 
1. Sim 5.71 = 0,02(—y; + y2), y2 = 0,021 — 2y2 + ya), y3 = 0,02(y2 — yə) 
T.c=1,c,=-5 
9.3e0 

1. yi = Ya Ya = 4Yp Yı = c1e7% + cze” = y, ya = y) 

13. yi = ya, ya = Yə autovalores 0, 1, y; = toe, ya = y1 = y” 

15. y1 = yo, yz = 0,109375y, + 0,75y3 (dividir por 64), y, = cje 0125 + (¿60875 


Problemas Propostos 4.3 

1. y, = ce + cet, y, = —2c,e7 + 2c,e% 

3. y, = Ge” + Ca, ya = Ce” — cs 

5. y, = ce” + coe tt = (c, + ca) cos 4t + i(c, — ca) sen 4t 
= A cos 4t + B sen 4t, y = ice — ice 
= (ic, — ica) cos 4t + i(ic, + ico) sen 4t = B cos 4t — A sen 4t, A = cı + Co, B = i(cy — Ca) 

7. yi = 2c, + cae, y = —c + c3e™™, yg = —c, + Mc, + coje é 

9. y, = cet% + 2ce% + Zeze, y, = 2c,e 18 + cye™™% — 2eze 18, 
yg = 2cett — Dc,e 0% + ojete 

11. y, = 10 + 6e%, y, = —5 + 3e% 

13. y, = 2,4e™ — 2e%%%, y, = 1,8e* + 20? 

15. y, = 20145 + 10, y, = Sel45t — 4 


17. y2 = y1 + yp Ya = Y1 + yi = DN Ya YA O + YD, y1 + 21 + 2y, = 0, yı = e™(A cos t + B 


sen f), Ya = y1 + yı = e™(B cos t — A sen f). Note que r? = y? + y? = e™”™(A? + B®). 
19, 1, = dge 0%! + ae T = —c,e7 200 meg 90 


Problemas Propostos 4.4 
1. Ponto de sela, instável, y, = ce! + coe%, yy = —2c¡e* + 2ce“ 
3. Nó instável, y, = cet + cye%, y, = —cye! + coe% 
5. Nó estável e atrativo, y, = ce *% + ce, y, = cye Bt — cpe ™ 
7. Centro, estável, y, = A cos 4t + B sen 41, ya = —2B cos 4t + 2A sen 4t 
9. Ponto de sela, instável, y, = cje% + coe!, yy = cje% — c,e™ 
11. y, = y = cie + cet, ya = y”, hipérboles k?y? — yẹ = const. 
13. y = e*(A cos t + B sen t), espirais estáveis e atrativas 
17. Por exemplo, (a) —2, (b) —1, (c) E (d) 1, (e) 4. 


Problemas Propostos 4.5 
1. (0, 0), y = yz y2 = 3y,, ponto de sela; (0, —1), y, = Y, ya = —1 + 5%, 5 = —Ya, Ya = 3%, centro 
3. (0, 0), Y = 4y», y2 = 2y,, ponto de sela; (2, 0), y, = 2 + Ji, ya = Yz şi = 4, Sa = —2%, centro 
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5. (0, 0), yi = —y1 + Ya, y = —y1 — yo, ponto espiral estável e atrativo; (—2, 2), y, = —2 + ĵi, Ya = 2 + 
Po» Y, = -71 — 3%, Ya = —Yy — Fə, ponto de sela 

7. yi = yo Ja = =y1(1 — 4y1), (0, 0), y1 = Yə Yz = —Yy centro; | 
G, 0), yi = 4 + Ji, Ya = Ja J1 = Das Ya = (CE — P4), Ja = Ja, sela 


9. Gr + 2n7, 0) pontos de sela; (= + 2n7, 0) centros. Use —cos (tim + yı) = sen (+91) = +91. 


11. yi = Ya, Ya = =y1Q + yyQ — yı). (0, 0), ya = —4y,, centro; (—2, 0), Y, = 8%, ponto de sela; (2, 0), 
Ya = 8% ponto de sela 


13. y”"/y' +2y'h =0,Iny'+2Iny=c,y'y2 = yay? = const. 
15. y = A cos t + B sen t, raio VA? + B? 


Problemas Propostos 4.6 
3. y, = A cos 4t + B sen 4t + 2, y, = B cos 4t — A sen 4t — $ 
5. y, = c1e% + ese + 4, y, = cje“ — 2,5c,e7% — 10 
7. y, = 2c,e% + coett — 90t + 28, ya = cre! + eye — 126t + 14 
9. y, = cjel + 4ce” — 3t — 4 — 2e™, y, = —cjet — 5ce” + St + 7,5 + e~ 
11. y, = 3 cos 2t — sen 2t + t + 1, y, = cos 2t + 3 sen 2t + 2t — À 
13. y, = 40! — 4et + el, y, = —4e™ + t 
15. y, = 7 — 2e% + e% — 4e7%, y, = —e% + 3e% 
17.1, + 2,51, — L) = 845 sen t, 2,5(1, — 1) + 251, = 0, 
l = (95 + 162,5t)e™™ — 95 cos t + 312,5 sen 1, 
I, = (730 — 162,51)e7* + 30 cos t + 12,5 sen t 
19.1, + 21, — L) = 200, 2(1, — L) + 8L, + 2 f I, dt =0. 
L= 2c,e* + 2cge** + 100, 
hL = (1,1 + VO0,4D)c,e** + (1,1 — VO,41)cge*2, A, = 0,9 + VO, 41, 


A, = -0,9 — V041 


Questões e Problemas de Revisão do Capítulo 4 

11. y, = cje% + ejer, y, = 2ce% — 2c,e 8. Ponto de sela 
13. y, = cet + ce, y, = ce — 6c,e%. Ponto de sela 

15. y, = cet + ce, y, = —c,e * + 0,75cye 7%, Ponto de sela 

17. y, = ce% + cet, yo = cre! — cet. Nó instável 

19. y, = e (A cos 21 + B sen 21), y, = e (B cos 2t — A sen 2%). Ponto espiral estável e atrativo 
21. y, = cu + aye + e” + e, y, = —=cye * — 1,50% 

23. y, = ce + cel — 6e™ — 5, y = -ce — 2cge% + 10e 1 + 6 

25. y, = ce” + ce t+1?=21+2, ya = ġe% — cet -— A4+2t-2 

27. Um ponto de sela em (0, 0) 

29.1, = 40% — ¿100 [= e + 4e-1t 

31. (nm, 0) centro para n par e ponto de sela para n ímpar 

33. Pontos de sela em (0, 0) e G 3, centros em (0, 1) e (1, 0) 


Problemas Propostos 5.1 
Lal +x + ix? +++.) = age" 


3. all — 2x? + 2xt +++) + a(x — he + 2x5 — +++) = ag cos 2x + la, sen 2x 
5. al + 1) 

7. dy + aox PEE = age? pet cy bc 2,0 = ay + 1 

9. ay + ax + lax? +: = ag = a + ae 

11. s = 5 — 4x + 8x? — 32x? + 32x4 — 12849, s(0,2) = 0,69900 


5 
4 
= -— 1,3 5 = 
13.s=1+k a T a> À E ena de 
l5.s=1+x->x ota Ss) = 
Problemas Propostos 5.2 
1. lel 3. 2 (como uma função de t = (x — 3)?). Resp. vo 


Respostas dos Problemas de Número Ímpar 


387 


5.0 7.2 
9.1 11. 7 
(=! a (s— 4? 
13.3 « i x; R=1 15.5 £ a E 
~ S(s — 2) — (s — 3)! 
s=3 s=5 
17. al — txt — dx? +) + ax + dx? + è dt da? — >) 
19. a + ax — a? t 2x5 a AA +) 
21. a(l — dx? — dat + ar ed o +) 


23.001 + x? + x? + xt +x 4x8 +00) + ax 


Problemas Propostos 5.3 

3. Pax) = 423 1x — 315x* + 105x? — 5), P(x) = 1(429x" — 693xº + 315xº — 35x) 
7. Faça x = az. y = c¡P, (x/a) + co0,(x/a) 

15. Pt = Vi = x, PJ =3xV1 = x, P? = 301 12), Pg = (1 — x2(105x? — 15)/2 


Problemas Propostos 5.4 


x2 x senh x 1 x x3 cosh x 
Ly=l+D+>D +... = pet D+D pe = MM 
3! 5! x x 2! 4! X 
x? 1 144 36 x? 25x! 
Se bed pags Dy nr- A EE 
Y 12 * 384 AA feno 2 2 1024 
5. rr -1)+4r+2=0 1 E ui 
rir r 5h > Fa > Y É 120 a 
1 1 x2 xt 
JS — Sd T 
x? 2 24 720 


7. Equação de Euler-Cauchy com t = x + 3, y, = (x + 3Y, ya = yı In (x + 3) 
9. ba = 1, co = 0, r? = 0, y, = e*, y = e" In x 

11. y, = 1/(x + 1), ya = 1/x 

13. bo = 4, co = 0, r1 = 4, r3 = 0, yı Qd + 2x + 2x? + 4x? + oo), ya = 1 + Dog e Den 
15. y, = (x — 4), y, = (x — 4)? (Euler-Cauchy com t = x — 4) 

17. y =x +x? dxº + Bð o ya = 1 + 3x? — lx? + ht dx? + Uê — + | 

19. y = GFG, 1, 1; x) + c¿VxF(L, 1, 3; x) 


2” 
21. y = A(1 — 4x + 8x?) + BVxF(=3, 3 3: x) 


» > 
23. y = &F(2, —2, —1; t — 2) + c(t — DPF, —1, 5; t — 2) 


Problemas Propostos 5.5 
1. Use (7b) na Seção 5.2. 
3. 0,77958 (valor exato 0,76520), 0,19674 (0,22389), —0,27651 (—0,26005), 


—0,39788 (—0,39715), —0,17038 (—0,17760), 0,15680 (0,15065), 0,30086 (0,30008), 0,16833 (0,17165) 


5. y = cJ (Ax) + cJ- (Ax), v 40, tl, ++ 
Ty = aJ, (VA) + cJ, (Vx), v EO EI, 
9. y = cixJ¡Qx), Jı, J_¡ linearmente dependentes 
1. y =x "Tc. 4,00) + cJ x], v AO, £1, c+ 
13. y = cJ, x) + cl), v + 0, £1, 
15. y = ca Vx V=, Ji, J_¡ linearmente dependentes 
17. y = XG), J,, J_, linearmente dependentes 
19. y = XPC tad + co) gp (4 08) 
21. Use (24b) com v = 0, (24a) com v = 1, (24d) com v = 2, respectivamente. 


23. J,(x1) = J,(x2) = 0 implica xJ, (x1) = x27"J,(x2) = 0 e [x7"J,(x)]/ = 0 em algum lugar entre x, e x, 
pelo Teorema de Rolle. Agora, use (24b) para obter J„+,(x) = O nesse ponto. Inversamente, J,,., ¡(x3) = 


Jn (a) = 0, assim, x", (3) = x4 UY, (4) = O implica J,(x) = O em algum lugar intermediário e 
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pelo Teorema de Rolle, e (24a) com v = n + 1. 

25. Integre as fórmulas em (24). 

27. Use (24a) com v = 1, integração parcial, (24b) com v = 0, integração parcial. 

33. Experimento DE ÁLGEBRA COMPUTACIONAL. (b) xy = 1, x, = 2,5, x, = 20, aproximadamente. 
Aumenta com n. (c) (14) é exata. (d) Oscila. (e) Fórmula (24b) com v = 0. 


Problemas Propostos 5.6 


1.y = cid) + ca Ya(o) 3. y = cd (Vx) + caY (Vx) 
5. y = cia?) + cY xP) 7. y = x°) + caYs(x)) 
9. y = xcJ (xa?) + c2Y3(x?)) 11. Faça HO = kH®, use (10). 


13. Faça x = is em (1) da Seção 5.5 para obter a EDO presente em termos de s. Use (20) da Seção 5.5. 


Problemas Propostos 5.7 


3. Faça x = ct + k. 5. x = cos 0, dx = —sen 0 d9, etc. 
7. Àm = (ma/5?, m = 1,2, +; Ym = sen (mTx/5) 

9. àm = [(2m + 1)r/2L}, m = 0, 1, +++; Ym) = sen [(2m + 1)rx/2L] 
1.1, = m,m = 0, l, +; Yo = l, Ym = cos mx, sen mx, m = 1,2, +++ 

13. k = km de tan k = —k. Àm = kma m = 1,2, ; Ym = SEN kmX 
15.4, = M, m = 1,2, >+; yy = x sen (m In x) 


17. p = e®, q = 0, r = e Ay = M; Ym = e7% sen mx, m = 1,2, +> 
19. Àn = (mm), Ym = x cos marx, x sen marx, m = 0, 1, ++: 


Problemas Propostos 5.8 
1. 1,6P4(x) — 0,6P9(x) 3. 2Pa(x) — PaA + 8P) — ¿Poo 
7. —0,4775P;(x) — 0,6908Px(x) + 1,844P5(x) — 0,8234P;(x) + 0,1544Pg(x) + : +, m = 9. 
O arredondamento parece exercer uma influência considerável nos Problemas 6-15. 

9. 0,3799Pa(x) + 1,673P,(x) — 1,397P¿(x) + 0,3968Pg() + sm =8 
11. 1,175P x) + 1,104P (x) + 0,3575P(x) + 0,0700Pg(x) — + +, m = 3 or 4 
13. 0,7855P (x) — 0,3550P(x) + 0,0900P400) — : -+ , m = 4 
15. 0,1212Po(x) — 0,7955Pa(x) + 0,9600P,(x) — 0,3360Pg(x) + +++, m = 8 
17. (c) an = (2/J CO (Com Yom) = 2904190 m)) 


Questões e Problemas de Revisão do Capítulo 5 

11. e*, e-3%, ou cosh 3x, senh 3x 13.e, 1 + x 

15. e”, xe? 17. e, e“ In x 

19. 1/(1 — x®, x/( — x) ou 1/11 — x), 1/1 + x) 

21. y = cJ (6x) + Co) 7 (6x) 23. y = c1J,(x?%) + cor (a?) 

25. y = Valeska?) + co) valia?) 

27. Àm = (2mmY, yo = l, Ym = cos 2m7x, sen 2mix, m = 1, 2, ++: 

29. y = cili(kx) + c3Yi(kx), ca = 0, y(1) = clik) = 0, k = km = Gm (os pontos de zeros positivos de J), 
Ym 7 Jam) 

31. 1,813P (x) + 2,923P (x) + 1,759P (x) + 0,663Py(x) + 0,185Pa(x) + + 

33. 0,693P(x) — 0,285Pa(x) + 0,144P4(x) — 0,091P5(x) + + e 

35. 0,25Po(x) + 0,5P (x) + 0,3125Pa(x) — 0,0938P4(x) + 0,0508Pg(x) + ++ 


Frob emas Propostos 6.1 


LA A 5. s72 
sê s? s2 + 47? (s — 2? — 1 
7, 5 COS 0 — w sen 0 9. e34 1. 1 
s? + q? s + 2b s +4 
13. É (1 — es) 15, 170 + 290% y E A 
s 25? s2 s 
(1 e=)? 


19. 21. £(f) = £1) - eg) = + - L (1 — e) = es 


S S 
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23. Faça ct = p. Então £(f(ct)) = f enter) dt = f e-r F(p) dplc = Físic)lc. 
0 0 


t 
29. 4 cos mt — 3 sen mt 31.1 — 342 + bit 33. sen o 
35.2 — 2e7* 37. (et — e BAN 3 + V5) 
1 3,8 Sw 
39. — sen V5t — e 41. —— > 43. ——— 
v5 (s — 2,4? (s + a)? + a? 
Asp ta 47. 3,5 Pe! 49. V2e-7 
Gtk +I 
51. 3e7% sen 5t 53. e”! senh mt 
Problemas Propostos 6.2 , y 
ped peas E- A 
(s — ky? s(s? + 4w?) s(s? — 4a?) 
7 TS 
+ pr 
9. Use o deslocamento. Use cos? « = 1 + 1 cos 2a; use cos? a + sen? a = 1. 


Resp. (2s? + 1)/[2s(s? + 1)] 
1. (s + DY=-1+17+ 2(s2 + 4), y = Ter? + 2 sen 2t — 8 cos 2t 
13. (s? — DY = 4s, y = 4 cosh ls 
15. (5? + 25+ 2) =s-3+2:1,Y = (s +1 2)[(s + 1? + 1], 
y = e™(cos t — 2 sen 1) 
17. (s2 + 7s + 12)Y = 3,55 — 10 + 24,5 + 21/(s — 3), y = Los + det + le-3t 
19. (s + 1,5?Y = s + 31,5 + 3 + 54/5* + 64/s, 
Y = 1/(s + 1,5) + 1/(s + 1,5)? + 24/5* — 32s + 32/82, 
y = (1 + NeT! + 49 — 161? + 32 
21.1 =7+2,Y = 4(s — 6), Y = 4€%,y = 4842 
23.1 =7 + 1,(s — Ds + 4)Y = 4s + 17 + 6/(s — 2), y = 3e! + ed 
25. (b) Na prova, integre de O até a e então de a até œ e veja o que acontece. 
(c) Encontre E(f) e E(f 5 por integração e substitua-os em (1%). 


27.2 — 2072 29, = (eno - 31. cosh V5t — 1 
33. s senh 2t — H 


Problemas Propostos 6.3 


3. (1 — e2-2)/(s — 1) 


2 2 N 2 4 a RR 
5. E + 52 + P e E + 52 + E e 
e —p"S8 — p-4s 1 5 —5s 1 10 —10s 
agya e es) le Rs a 

—20s 1 
11. a (e73s + 765) 13. E (e-25t2m — q-45+47) 
15.0set<4,t-4set>4 17. sentse 27 < t < 875, O nos demais pontos 
19. 0 se t < 2, (t — DP4set>2 21. u(t — 3) cosh (2t — 6) 
23. e sen t 25. e7% cos 3t + 9 cos 2t + 8 sen 2t 


27. sen 3t + sen tse 0 < t < 7 e4 sen 3t se t > T 
29. t — sen tse 0 < t < 1, cos (t — 1) + sen (t — 1) — sentset>1 
31. el — sent + u(t — 2m)(sen t — L sen 21) 
33.t = 1 +7,5” + 45 = 8(1 + 721 — u(ř — 4)), cos 2t + 21? — 1 se t < 5, 
cos 21 + 49 cos (2t — 10) + 10 sen (2t — 10) set > 5 
35. Rg' + q/C = 0, Q = Ha), q(0) = CVa, i = q'(0), R(sO — CV) + QIC = 0, q = CV oe EO 
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1 1 


sS s + 10 
39. i = e + 201 — 1 + ult — 2)[-201 + 1 + 39e-204-2] 
41. 0,1i' + 25i = 490e7*[1 — u(t — 1)], i = 20(e75 — e-250) + 20u(t — 1)[—e7* + e-250t+245] 
43. i = (10 sen 10t + 100 sen A(u(t — T) — ult — 37)) 

t 


100 100 


37. 107 + — I= — e”, I = e™™ ,¡=0sef<2e1l-— e 1-25 1>2 
s s 


45. i' + 2i + 2) I(T) dr = 1 — u(t — 2), I = (1 — e™%)/(s2? + 2s + 2), i = e™ sen t — ult — 2) e7**? sen (t — 2) 
0 


47. i = 27 cos t + 6 sen t — e™(27 cos 3t + 11 sen 31) 
+ u(t — 27) [-27 cost — 6 sen t + e7*-2™(27 cos 3t + 11 sen 3£)] 


Problemas Propostos 6.4 

1. y = 10 cos tse 0 < t < 2r e 10 cos t + sen t se t > 2m 

3. y = 5,5et + 4,5e™ + 5S( 12 — e~t Y2)u(t — 1) — 50e! — eDu(t — 1) 

5.y = 0,1[e + e —cos t + 7 sen A] + O, lu(t — 10)[-e' + e-2+3(cos (t — 10) — 7 sen (t — 10))] 
Ty=1+ de” sen 3t + u(t — 4-1 + ecos (3t — 12) + ¿sen (31 — 12))] — Pu(t — 5)e™* sen (3t — 15) 
9. y = 5t — 2 — 50u(t — arje”**” sen 2t. Linha reta, acentuadamente deformada entre 7 e aproximadamente 8 
11. y = (0,41 + 1,52)e* + 0,48e* + 1,6u(t — 2)[—el + e7410] 


Problemas Propostos 6.5 


1.1 CT a 
1 1 1 
5. — sen wt 7. — (e — et = — senh kt 
w 2k k 
9. Le% — e5) 11. 2 — Ł cos 21) = sen? 1 
13. ż — sen t 15. cosh 3t— 1) 


19. Y = 3/((s? + 4X(s? + 9)), y = 0,3 sen 2t — 0,2 sen 3t 
21. (s? + 9)Y = 4 + 8(1 + e775)/(s? + 1), y = sen £ + sen 3t se t < rr, $ sen 31 se t > 11 
t 


23.0se0<1<1,3f sen (2(T — 1)) dr = —2 cos (2t — 2) + set > 1 


1 
25. y = De = et + (e72 == ES = 1) + (e74 = e Bu(t == 2) 


MTM. y=1iry=1 y=e 29. y — y m sen t = cos t, Y = l/s, y = 1 
31. Y(1 + 1/5?) = 1/s, y = cos t 33. YA + 2/(s — 1)) = (s — 1), y = senh £ 
Problemas Propostos 6.6 
p! Eo TA 
(s — 1? (s* + y 
2s+4 245? + 128 
2w(3s2 — w?) 11. 2s cos k + (s? — 1) sen k 
(s? + w (s2 + 1y 
13. 6te”* 15. te sen t 
17. te! 19. ln s — In (s — 1); (et — 1)/t 


Problemas Propostos 6.7 

1.y = -e sen t, yy=e cost 3. y =2e * — 4e”, y, = e7% — Bel 

5. y, = 2e + 4e 2 + H-1 y= —3e! — Agt — le +1 

7. y, = e Q cos 21 + 6 sen 21) +, y, = 10e™ sen 21 — t? 

9. y, = 4 cos 5t + 6 sen 5t — 2 cost — 25 sent, y, = 2 cos 5t — 10 sen 51 + 20 sen t 
11. y, = —cos t + sen t + 1 +u(t— 1-1 + cos (t — 1) — sen (t — 1)] 

y, = cost + sent —1 + u(t — 1)[1 — cos (t — 1) — sen (t — 1)] 

13. y, = 2u(t — Ie! — e), y, = e” + u(t — De! — 3e%+t + 2e1*6) 
15. y, = elite + au(t — (ce + e), yy =-e + 4e + lu(t — re + et) 
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17. y, = 3 sen 2t + 80%, y, = —3 sen 21 + 5e* 

19. y =e — e™, y=e, yy= et 

25. 4i, + 8(i, — iy) + 2i; = 390 cos t, 8iy + 8(i> — i) + 4i} = 0, i} = —26e7% — 16e78 + 42 cost + 
15 sen t, i = —26e7% + 8e8 + 18 cost + 12 sen t 


Questões e Problemas de Revisão do Capítulo 6 


1 2 T 1 

ly > 132 15. e7 |— += 

(s — 3y s(s? + 4) s s 

2 = 

Le ==: 19, 2 dj o 

(s — Ds? + 4) st- 1 (s — als — b) 
23. 10 cos 1W2 25. 3e7% sen 4t 27. u(t — 25 + 4(t — 2) 
29. 1e72 sen 1 31. (2 — Dult — 1) 33. — (ot — sen wi) 
35. 20 sent + u(t — 1)[1 — cos (t — 1)] o 
37. 10 cos 2t — > sen 2t + 4u(t — 5) sen (2t — 10) 39. e™(7 cos 3t + 2 sen 31) 


41. e™ + u(t — m)[1,2 cost — 3,6 sen t + 2e7*+7 — 0,8€2-27] 
43. u(t — Dt — De? 2 + 4u(t — DO — nei 
45. y, = eœ + le™ — l cost — 1sent, yy = —el + let + Locos t + sent 
47. y, = le” sen 2t, y, = e "(cos 2t — à sen 21) 
49. y = e”, yg =e” + el 
51.1 = (1 — e™%)/[s(s + 10)], i= 0,11 — e71 + 0,lu(t — 2)[-1 + e710t+20] 
53. I = e™™(76 cos 4t — 42 sen 4t) — 76 cos 20t + 16 sen 20t 
55. ii + 10(iy — iy) = 10042, 30; + 10(i} — if) + 100i, = 0, 
i =Er4ge + 10? -4 i= (4 + 2Ne™ + 2t- 4 


Problemas Propostos 7.1 


6 3 36 —6 —36 6 
1.|-2 11|,idem,| —36 18], 36 —18 
7 6 —54 0 54 0 


—48 -2 36 0 48 0,3 —5,0 —34 
5.| 38 —44 —12 24 24 |, idem, | —4,9 1,8 3,8 


67 —15 72 60 —48 —3,6 3,5 0,4 
66 0 6,5 
7. 0|, 3,2 |, idem, | —0,8 
=33 —4,2 —2,2 
9. —5x9 = —3 


—5m +2x= 4 
—3x1 + 4x5 == 0 


392 


Apéndice Dois 


Problemas Propostos 7.2 


24 2 54 10 —46 
1 49 | , indef., 38], 74 19 —29 
—43 22 74 5 51 
54 10 —46 134 —50 -18 44 64 —T72 236 —92 =12 
3 74 19 —29], 94 —29 —1|,| 64 110 —114|,| —92 38 6 
-74 -5 51 — 134 63 19 —72 —114 126 —12 6 6 
565 
5. [20 -3 -—7],[-62 34 2],|525|, idem 
790 
15 0 40 310 170 10 
7.1 3 0 8|,31,| —62 34 2 |, idem 
6 0 16 — 124 68 4 
337 8 —160 257 68 —188 
9. 252 49  —68|, idem, | 232 97 —96 
—308 52 233 —248 -16 265 
324 32 —320 216 —104 —104 7060 960 —5120 4324 
11.| 244 38 —322],| 280 —1322 -—68|, 7548 1246 -—5434|,| 3636 
—244 —10 366 —280 140 76 8140 —1090 6150 —3700 —1046 
13. 83, 166, 593, 0 
19. (d) AB = (AB)! = B'AT = BA; etc. (e) Resp. Se AB = —BA. 
21. São triangulares U, + U,, U,U,, U;?, L, + L,, L;¡L,, L}. 
23. [0,8 1,2]", [0,76 1,24], [0,752 1,248] 
27.p = [110 45 80], v = [92000 86300]' 
Problemas Propostos 7.3 
1.x = 2,5, y = —4,2 3. x = 0,2, y = 1,6 
5.x = 0, y = -—2,z=9 7.x = 4,y =0,z= -2 
9. x = 3y + 2, y arb., z = -y + 6 1. y = 2x + 3z + 1, x, z arb. 
13. w = 1, y = 2z — x, x, z arb. 15.w =3,x =0, y 2,2=8 
17. h = (R; + RAIEMNR Ry), I> = E/R}, L = Ey Ra [A] 
19.1, -l — l = 0, (3+2 + 5), + 101, = 95 + 35, 101, — 5%} = 35,1, = 8, =5,} 53A 


1520 — 
1242 — 


4816 
4518 
5002 


21.x, + x, = 500, x, + x, = 800, x, + x3 = 1100, x, + x, = 800, x, = 500 — x4, x, = 300 + xy, X3 = 


800 — x4, x4 arb. 
Problemas Propostos 
1.1, [0 —-2:[1 0 
3.3, [1 4 0 7], [0 
5.2,3 0 5],[0 3 
7.2,[8 O 4],[0 2 
9.3,[1 0 3 0], [0 


1 SP, [O 0 1] 


7.4 

-3]' 

-2 1 3,[0 0 5 105;[-2 4 5I', [0 

41:[3 O SI”, [0 3 47 

01,[8 O 4 0] ,[0 2 O 4] 

5 8 —37], [0 O —74 296]; o mesmo para a transposta 
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1.4 [1 0 0 0],[0 1 O 0],[0 O 1 0],[0 O O 1]; o mesmo para a transposta 
13. Não 15. Não 17. Sim 
19. Sim 21. (c) 1 27.2, [1 —1 0],[0 O 1] 
29. Náo 31. 1, [2 1 1] 33. Náo 
35. 1, [5 3 3 A 1] 
Problemas Propostos 7.7 
5. 107 7. cos (a + B) 
9. —66,88 11. 0 
13. u3 + v? + w? — 3uvw 15. 4 
19. x = —1,2, y = 0,8, z = 3,1 21. 1 
23. 3 
Problemas Propostos 7.8 
2 o -1 
1,80 —2,32 cos 20 —sen 20 
1. 3. 5.15 1 0 
0,25 0,60 sen 20 cos 20 1 3 
1 0 0 
7. |-2 1 0 9. A =A 11. Não há inversa 
3 -4 1 
4 —1 -5 


15. (A~! = (A7)2 = |15 1 -5 


5 4 9 
19. AA! = I, (AA)! = (ADA! = I. Multiplique por A a partir da direita. 
21. det A = —1. Cy = Cza = C33 = —1, os outros C são nulos. 
23. det A 1. Ci 1, Cia —2 Co 1, Ci 3, Css —4, C33 =1 


Problemas Propostos 7.9 
1. Sim, 2, [3 5 O, [2 O —5] 
5.Sim,2,[0 0 0 1 0],[O 0 0 0 IF 


0 1 
. Sim, 1, 
—1 0 


11. Sim, 2, xe", e” 


q 


AL UT 1]; [1 1], [~1 E: “075,10 
15. xı = —0,6y, + 0,4y, 
x, = —0,8y + 0,2y5 


19. x, = 5y; + 3y, — 3ys 
X> = 3y, + 2y2 — 273 
X3=2Y,— Y2 + 2) 

21. V56 

25.2 


3. Não 


9. Não 


23. 16V5 
29.40, — 3v = 0, v = + [3 4] 


5 


Questões e Problemas de Revisão do Capítulo 7 


1M.x=4,y=7 
15. x Rá =Z a 
19. x = 2z, y = 4, z arbitrário 


13. x = y + 6, z = y, y arbitrário 
17.x=7,y=—3 
21.0 
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23. 


27. 


31. 


35. 


39. 


43. 
45. 


80 —3,6 1,2 


638,0,0 25.|-36 26 24 
12 24 90 
12 0 6 20 
14,14, 128 0 14 29.[-20 9 -3],| 9 
4 0 2 -3 
2,2 33. 2, 2 
43 
2,2 37. À 
— 9 
-5 10 5 72 =7 132 
2| 1 5 -2 41.1) 31 -32 59 
23 -10 4 =19 20 -35 
L =33A, h = 11A, } =22A 


h=12AL=1I8A,h6=6A 


Problemas Propostos 8.1 


1 


29. 


.-2, [1 077; 0,4, [0 a] 
3. 
.—4, [2 93 1” 7.0,8+0,6i, [1 —i¿]",0,8— 0,6, [1 i] 

.5, [1 2J;0,[-2 17 11.4, [1 0 0]%0,[0 1 0], -—1,[0 0 1f 
(43 — 1822 + 994 — 162)/(4 — 3) = —(A2 — 154 + 54); 3, [2 -2 1] 


4, 2x, + (—4 — 4)x, = 0, digamos, x, = 4, x = 1; —4, [0 1] 


6,[ 2 27;9,[2 1 -2] 


.1,[-3 2 10410 1 2210 0 17 
. —(A8 — 7A2 — SA + 75)À + 3) = —(À2 — 104 + 25); —3, [1 2 —1]" 


5,13 0 W5[-2 1 0] 


. —(Àà — 9); 9, [2 —2 1]'; defeito 2 
¿MAS — 8A? — 16A + 128)/À — 4) = AÀ? — 4A — 32); 4, [-1 3 1 1f 
y 


—4, [1 1 -1 SO 1 1 PESTE 301 


3 
.2,[8 8 —16 1];1,[0 7 O 47;3,[0 0 9 2],-6,[0 0 0 1]' 
¿A+ DA? +21 — 15); —1,[1 0 0 Or,[0 1 0 0]; 


-5,[-3 -3 1 11,3,[8 -3 1 +] 
Uso o fato de que elementos reais implicam coeficientes reais do polinômio característico. 


Problemas Propostos 8.2 


1 


3. 


5. 
7. 
9. 


—1 0 1 0 
; id; 1, ; qualquer ponto (x, 0) no eixo x é mapeado sobre (—x, 0), de modo que 
0 1 0 1 
[1 O] é um autovetor correspondente a à = —1. 


. Um ponto no eixo x mapeia sobre si mesmo, um ponto 


1 0 1 0 
(x, y) mapeia sobre (x, 0). 351, 50, 
0 0 0 1 


no eixo y mapeia sobre a origem. 

(x, y) mapeia sobre (5x, 5y). Matriz diagonal 2 X 2 com elementos 5. 
-2, [1 —1]', -45% 8, [1 1]", 459 

2,[3 —1]"”, -18,4%7, [1 3]; 71,6 
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11. 1, [-1/V6 1], 112,22; 8, [1 
—1]", —45° 


13. 1, [1 1,45%; —5, [1 
15. c[15 24 50,c>0 


17. x = (I — A) y = [0,73 0,59 


19.0 1 1] 


Problemas Propostos 8.3 
3. Náo 


1/V6l, 22,22 


1,04]" (arredondados) 


21. 1,8 23. 2,1 


5. A7! = (Al = (ATI 


7. Não, visto que det A = det (AT) = det (—A) = (—1) det A = —det A = 0. 


9. Ortogonal, 0,96 + 0,28i 
13. Simétrica, 9, 18, 18 


11. Nenhum dos casos, 2, 2, defeito 1 
15. Ortogonal, 1, i, —i 


17. Simétrica, a + 2b, a — b, a — b 


Problemas Propostos 8.4 


M 
19 


ol, [1 —2 
21,[5 3 07, [1 


16 | 1| 
13. EE aee E DA 2 
-19| 3| 


1], diag (—2, 4) 
11", [0 1 


oJ, diag (1, 2, 3) 
O 2], diag (45, 9, —27) 


-30 -72| 91 [12 al aa 
15. > 2; 2 0, ; x= > 
wm 32] 4] 5 31 | 6 
95 18 -144 4 6 3 E) 0 0 
17. | 24 2 361:4,| 2|;-2,| -11:1,1 0l; x=] 41,1 2|,| 0 
66 -12 100 -3 4 D 6) La] L-2 
ERR 08 0,6) 
19. C = , 10y? — 15y = 5, x = y, hipérbole 
12 -6| 0,6 -0,8 
|3 4l 2IV5 1v5 
21.C = , 5y — Sy? = 0, X = y, retas 
|4 -3| -1V5 2/45 
4 V3 12 V3/2 
23. C = , y + Sy? = 10, x = y, elipse 
V3 2 —V3/2 1/2 
EM: va uva... 
25. C = , Ty — Sy? = 35, x = y, hipérbole 
6 1 -1/2 1v2 
[12 16] 1/2 vv 
27.C = , 28y — 4y5? = 112, x = y, hipérbole 
16 12] 1/V2 -1/V2 
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Problemas Propostos 8.5 

3. (ABC)' = C'B"A' = C-(—B)A 

5. Hermitiana, 3 + V2,[-i 1-VW21,3- V2, [-i 1+v2] 

7. Hermitiana, unitária, 1, [1 i-iv2] -1,0 irivo] 

9. Anti-hermitiana, 5i, [1 0 0J,[0 1 1] =5i,[0 1 -17 

11. Anti-hermitiana, unitária, i, [1 0 1], [0 1 0-5 [1 0 -—1]' 
13. Anti-hermitiana, —66i 15. Hermitiana, 10 


Questões e Problemas de Revisão do Capítulo 8 


[3 2 3 2| f5 o0 
9, A = 
[4 3 4 -3 0 -7 
ys: z| li 2 [6 o0 
11. A = 
2/3 -1/3 2 1 0 -9 
2 4 0 4 1 2 6 0 0 
13.1. 1 HA[1 -2 4|=[0 -3 0 
o = -| (e2 4 -l 0 o 0 
2 0 4,50 
-1,0 0 
s| | -1 17.| 1 0 -2,75|,4,0,-2 
4,8 5,0 
0 0 4 
19. 1,1y,? + y,? = 1, elipse 
Problemas Propostos 9.1 
1.2, —4, 0; V20; [1/V5, -2/V5, 0] 3. —1, 0, 5; V26; [—1/V26, 0, 5/V26] 
5. —8, —6, 0; 10; [-0,8, —0,6, 0] 7. (7,5, 0), V10 
9. (1, 3, 2); V37/8 11. (0, 1, 1); V37/2 
13. [4, —2, 0], [-2, 1, 0], [—1, 5, 0] 15. [10, —5, -15] 
17. [28, —14, -14] 19. [-2, 1, 8], [6, —3, —24] 
23. (5,5, 5,5, 0), G, > y 25. [0, 0, 91; 9 
27. [-8, —2, 4]; V'84 29. v = [0, 0, —9] 
31. [—9, 0, 0], [0, —2, 0], [0, 0, —11]. Sim. 33. |p + q + u £ 6. Nada 
[A 235 | 20 2 E + o 
vaya va" n/a] lv * vz EA 
Problemas Propostos 9.2 
1.4 3. V241 
5. [12, —8, 4], [-18, —9, —36] 7.17 
9. —4,4 11. —24 15. Use (1) e lcos y = 1. 
17. la + b? + la — b? =a-a+2a-b+b-b + (aʻa — 2a-b + b-b) = 2a? + 2b? 
19.0 21. 15 23. Ortogonalidade. Sim 
25. 2,2, 0, —2 27. 79,110 29. 82,45" 
31. 54,74" 33. 54,79%, 79,11%, 46,102 35. 63,43%, 116,57" 
37.3 39. 1.4 


41. Se la = [bb ou se a e b são ortogonais 


Problemas Propostos 9.3 
1. [0, 0, —10], [0, O, 10] 3. [-4, —8, 26] 5. [0, 0, —60] 
7. —20, —20 9. 240 11. [19, —21, 24], V 1378 


Respostas dos Problemas de Número Ímpar 


397 


13. [10, —5, —1] 15. 2 17. 30, —30 
19. —20, —20 25. [-2,2,0] x [4,4,0] = —16k, 16 
27. [1, —1, 2] x [1,2,3] = [-7, —1, 3], V59 

29. [0, 10, 0] x [4, 3, 0] = [0, 0, —40], velocidade escalar 40 

31. |[7, 0, 01 x [1, 1, 0| =7  33.1V3 

35. [18, 14, 26]; 9x + Ty + 132=c,9:4+7:8+13:0=92=c 
37. 16 39. c = 2,5 


Problemas Propostos 9.4 


1. Hipérboles 3. Hipérboles 5. Círculos 
7. Elipses; 288, 100, 409; anel elíptico entre as elipses 
y? y? x2 
+ =1 —— + y?=1. 
(2/3) (1/22 Ñ (4/3) 2 
9. Elipsóides 11. Cones 13. Planos 


23. [8x, 0, yz], [0, 0, xz], [0, 18z, xy]; [0, z, y], [z, 0, x], [y, x, 0] 


Problemas Propostos 9.5 


1. [4 + 3 cost, 6 + 3 sen 1] 3.[2-t 0, 4+ 
5.[3, —2 +3 cost, 3sen t] T.[a + 3t, b— 2t, c+ 5 
9. [V2 cost, sent, sent] 11. Hélice em (x — 2)? + (y — 6)? = r? 


13. Círculo (x — 2? + (y +2? =1,2=5 15.1% + y! = 
17. Hipérbole xy = 1 
23.51" =[-5Ssent, 5cost, 0],u=[=sent, cost, 0], q = [4 — 3w, 3 + 4w, 0] 
25. r' = [senh £, cosh t], u = (cosh 21)7*2 [senh £, cosh f], q = [2 + 4w, $+ 5w] 
27. Vr' -r' = cosh ¢, € = senh 1 = 1,175 
29. Comece de r(t) = [t, fÒ]. 
3.v=r'=[1, 2, 0], W| =V1+4*,a=[0, 2, 0] 
35. v(0) = 2wRi, a(0) = —w?Rj 
37. 1 ano = 365 - 86400 s, R = 30 - 365 - 86400/27 = 151 - 10° [km]. la| = w2R 
= vY/R = 5,98 - 1078 [km/s?] 
39. R = 3960 + 80 mi = 2,133 - 107 ft, g = la| = o?R = VYR, lv = VeR = 
V6,61 - 108 = 25700 [ft/s] = 17500 [mph] 
43.r0=[t y, O,r'=[1, y, O,r'r'=1+y2r"=[0, y”, 0] etc. 
47.31 + 9 + 91%) 


Problemas Propostos 9.6 
1. w” = 2V2(senh 41)/(cosh 41)2 
3. w” = (cosh gsenht-I((cosh2 £) In (cosh A + senk? 1) 
5. w” =3(Q4 + 192888 + 817) 7. e“! sen? 2v, le“ sen 4u 
9. —2(u? + v) Su, —2(u? + uv?) Su 


Problemas Propostos 9.7 


1. [2x, 2y] 3. [1/y, —x/y?] 5.[y+2, 1-2] 
7.[6, 4, 4] 9. [-1,25, 0] 11. [0, —e] 

13. [-4, 2] 15. [-18, 24] 17. [48, —36] 
19. [6, 4] 21. [-6, -12] 

23. [-0,0015, 0, —0,0020] 27. (a, b, c] 

29. [8, 6, 0] 31. [108, 108, 108] 33. V2/3 

35. 7/3 37. 2e21V13 


39. 3x? + 5y? — 27? 41. xt + y? — 32? 


398 Apéndice Dois 


Problemas Propostos 9.8 
1. 3(x + y}? 3. 2(x + xz + z) 5. (y + x + 1) cos xy 
7. 9x2y?z? 
9. [opus val = r” = [x', y', z'] = [y, 0, 0], 2 = 0, z = c3, y' = 0, y = c», 
x = y = Ca X = Cat + cy, Logo, à medida que t aumenta de O a 1, este “escoamento de cisalhamento 
transforma o cubo num paralelepípedo de volume 1. 
11. div (w X r) = O porque vı, Və, vs não depende de x, y, z, respectivamente. 
13. (b) (foda + (F09), + ($03), = FIV); + (02), + (U3)¿] + fev + fV + f¿U3, etc. 
(c) Use (b) com v = Vg. 
15. 4x + 9/0 — x)? 17.0 19. ey? + 1222 + xy? 


3 


Problemas Propostos 9.9 
1. [0, O, 4x— 1] 3. [0, 0, 2e* sen y] 5.[0, 0, —4y(x? + y?)] 
9. Rot v=[-2z, 0, 0], incompressível, v = r’ = [x', y”, 2] =[0, 2, 0], 
X = Cp Z = C3 y = Z? = Cc, y = ct + Ca 
11. Rot v = [0, 0, —2], incompressível, x' = y, y! = —x, z" = 0, z = cx, y dy + x dx = 0, x? + y2 = c 


13. Irrotacional, div v = 1, compressível, r = [cje', cze”*, cze] 

17. 0, 0, [xy — zx, yz — xy, zx — yz] 

19. 0, 0, 0, —2yz? — 2zx? — 2xy? 

Questões e Problemas de Revisão do Capítulo 9 

11.[-1, 9, 24] 13. 0, [-43, 54, 3], [43, —54, —3] 
15. [0, 0, -—740],[0, 0, —740] 17. [-24, 3, -—398], [114, 95, —76] 
19. —495, —495 21. 90º; 95,4º 

23. Se u x v = 0. Sempre 25. [v,, Va, —3] 

27. 3,4 29. Se y > ir, 27 

33. 45/6 35. Não 

37. 0, 2y? + (z + xy 39. [-1, 1, —1), [-27, —2x, —2y] 
41. 0, 2x? + 4y? + 27º + 4xz 43. 488/V 3323 45.0 


Problemas Propostos 10.1 
1. Fr) = [12518, 1%, 0], 16448/7 = 2350 3.0 + 160 


2 2. 
ef, e, el, e +2e*-— 3 


5. F(r(t)) = [cosh £ senh? t, cosh? t senh t], 93.09 
7. Er) = [t, cost, sent], 67 
9. F(r(1)) = [cosh 1, senh lt,  e**], 0,6857 

[ 


11. Fr) = 


15. 17/3 17. [367, (87), 367] 
Problemas Propostos 10.2 
1. sen xy, 1 3. Siget 0 5. e + y, =2 
7. x2y + cosh z, 392 11. senh ac 13. Não 
15. ce” — ae? 17. da?bc? 19. Não 
Problemas Propostos 10.3 
1 
3. | e ao a) dx = L 5. 1 cosh 6 — cosh 3 +1 
0 
4 11/2 
7. f Mei —e)dx= lel2 + le~ =2 9. ii (esen Y cos y — cos y) dy =e — 2 
0 0 
1 í 4 
u.f 0r+pa=8 13. | [| Vi-*aar=1 
-1 070 
15.x = 2b, y= ah 17.1, = bh?/12, L= b3h/4 


19. 1, = (a + b)h3/24, I, = h(a* — b9(48(a — b)) 
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Problemas Propostos 10.4 


1. 2x%y — 2xy3,81 — 36 = 45 3. 3x2 + 3y?, 1875m/2 = 2945 
Be! — ty, — le? + je? + el — ¿ 7.2x — 2y, 56/15 

9. 0 (por qué?) 11. Integrando 4. Resp. 407 
13. y de O a ix, x de O a 2. Resp. cosh 2 — 1 senh 2 
15. y de 1 a 5 — x?. Resp. 56 19. 4e* — 4 


Problemas Propostos 10.5 
1. Retas, k 
3. x?/a? + y?/b? = 1, elipses, retas, [—b cos v, asenv, 0] 
5. z = (cla)Vxº + y?, círculos, retas, [-acu cos v, —acu sen v, au] 
7. x?/9 + y2/16 = z, elipses, parábolas, [—8u? cos v, —6u? sen v, 12u] 
9. x?/4 + y?/9 + 22/16 = 1, elipses, [12 cos? v cos u, 8 cos? v sen u, 6 cos v sen v] 
13. [10u, 10v, 1,6 — 4u + 2v], [40, —20, 100] 
15. [-2 + cos v cos u, cos v sen u, 2 + sen v], [cos? v cos u, cos? v sen u, cos v sen u] 
17. [u, v, 30, [0, —6v, 1] 
19. [u cos v, 3u sen v, 3u], [—9u cos v, —3u sen v, 3u] 
21. Porque r, e r, são tangentes às curvas coordenadas v = const. e u = const., respectivamente. 
23. [ú, 0, u2 + 0?], Ñ = [-2ŭ, -20, 1] 


Problemas Propostos 10.6 


1. —64 3. —18 5. —1287 
7.27 9. lg? 11. 17h/4 
3 
15. 140V6/3 17. 1287NV'2/3 = 189,6 19. 1737? — 532) = 22,00 
25. 21h 27. mh/V2 29. mh + 2mh3/3 


Problemas Propostos 10.7 


1. 8a*b*c*/27 3.6 5. 4227 

7. 2347 9. 2a?/3 11. ha“m/2 
13. mhº/10 17. 1087 19. 2167 
21.0 23.8 25. 3847 


Problemas Propostos 10.8 

1. Integrais4-1-1(x=D,4-1-1(y=D,-8-1:1(2=1,0(x=y=27=0) 

3. 2 (integral de volume de 6y?), 2 (integral de superfície sobre x = 1). Outros pontos: O 

5. Integral de volume de 6y? — 6x2 é 0.2 (x = 1), —2 (y = 1), outros pontos: 0. 

7.F =[x, y, zl, div F = 3, Em (2), Seção 10.7, F-n = |Fncosg = Vx? + y2 + z? cos q = r cos q. 
9.F =[x, 0, 0], div F = 1, use (2*), Seção 10.7, etc. 


Problemas Propostos 10.9 


1. [0, 8z, 16]:-[0, —1, 1], +12 3. [-e?, —e*, eM[-1, —1, 1], +(e? — 1) 
5. S: [u, v, v?], (Rot. F)-N = —4ue?”, +(4 — 4e?) 
7. (Rot. F)-n = 3/2, +3a?/2 9. Os lados contribuem com a, 3a?/2, —a, 0. 

11. Rot. F = [0, 0, 6], 247 13. (Rot. F)en = 2x — 2y, 1/3 

15. — 77/4 17. (Rot. F): N = m(cos mx + sen my), 2 


19. F-r = [—sen 0, cos 0]-[—sen 0, cos 0] = 1, 27r, O 


Questões e Problemas de Revisão do Capítulo 10 


11. Exata, —542/3 13. Não exata, et — 7 15. Por Green, 11527 
17. Por Stokes, +1877 19. Por Stokes, +1277 21. 4/5, 8/15 

23. 0, 4a/37 25. 8/7, 118/49 27. Direto, 5 

29. Por Gauss, 1007 31. Por Gauss, 40abc 33. Direto, mh 


35. Direto, 5(e? — 1) 


a 


JM o 


p 


APÊNDICE 3 


Material Auxiliar 


A3.1 Fórmulas para Funções Especiais 


Para tabelas de valores numéricos, veja o Apéndice 5. 


Função exponencial e” (Fig. 544) 


e = 2,71828 18284 59045 23536 02874 71353 


(1) ele! = ett, ele? = e7”, (er) = e™ 


Logaritmo natural (Fig. 545) 


(2) ln (xy) = lnx + In y, In (x/y) = ln x — In y, ln (x®) =aln x 


O In x é o inverso de e”, e e? = x, err = ¿mn 4 = ]/x, 


Logaritmo de base dez log;x ou, simplesmente, log x 


(3) logx=MInx, M = log e = 0,43429 44819 03251 82765 11289 18917 
1 1 
(4) In x = M log x, MT In 10 = 2,30258 50929 94045 68401 79914 54684 


O log x é o inverso de 107, e 10/87 = x, 1071087 = 1/x. 


Funções seno e cosseno (Figs. 546, 547). No cálculo, os ângulos são medidos em radianos, de modo que sen x 
e cos x têm um período de 277. 
sen x é ímpar, sen (-x) = —sen x, e cos x é par, cos (-x) = cos x. 


y 
E y 
sh | - 
E A AAA 
| Erê | | 
/ } ll li 
E / a f 5 10 x 
/ / 
HL | th 
-2 0 2 x 
Fig. 544. Função exponencial e* Fig. 545. Logaritmo natural In x 
y y 
1H on p= Aal as 
y y ` |" 5 
GN N | y y N | rá | J 
/ mN [27 x f: T 27 Na 
/ N / é f 
Xi UA 1 NG _> 


Fig. 546. sen x Fig. 547. cos x 
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1º = 0,01745 32925 19943 radianos 
1 radiano = 57º 17' 44,80625" 
= 57,29577 95131º 


(5) sen? x + cos? x = 1 
sen (x + y) = sen x cos y + cos x sen y 
(6) sen (x — y) = sen x cos y — cos x sen y 
cos (x + y) = cos x cos y — sen x sen y 
cos (x — y) = cos x cos y + sen x sen y 
(7) sen 2x = 2 sen x cos x, cos 2x = cos? x — sen? x 
Eq 
sen x = cos |x — — | = cos (— — x 
2 2 
(8) 
T T 
cos x = sen (x + 5] = sen (5 =) 
2 2 
(9) sen (m — x) = sen x, cos (m — x) = —cos x 
(10) cos? x = Xl + cos 2x), sen? x = «1 — cos 2x) 
sen x seny = H— cos (x + y) + cos (x — y)] 
(11) COS x COS y = ¿[cos (x + y) + cos (x — y)] 
sen x COS y = ¿[sen (x + y) + sen (x — y)] 
+ = 
sen u + sen v = 2 sen — Locos ei 
2 2 
+ U =U 
(12) cos u + cos vu = 2 cos É cos É 
2 2 
utu u— uv 
cos y — cos u = 2 sen sen 2 
sen ô _ B 
(13) A cos x + B sen x = VA? + B? cos (x + ô), tan ô = = +— 
cos ô A 
A > sen ô A 
(14) A cos x + B sen x = VA? + B? sen (x + ô), tan ô = = +— 
cos Ó B 
Tangente, cotangente, secante e cossecante (Figs. 548, 549) 
y y 
5} 5} 
[| | | | 
| | | ii | 
E] | | A | 
| bo q Vo A b 
) / j / \ \ \ \ 
/ E/ / \ \ E N 
| L y l | l / È l LON 4 N AS J 
T / IT /2n x XK N N T m x 
/ / E / / N \ F \ i 
/ IL J / \ \L \ \ 
/ PE / | \L | | 
| | | | | | | 
| Po] | | IF | | 
| ne eN | 
Fig. 548. tan x Fig. 549. cot x 
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sen x COS x 


(15) tan x = ; cot x = A sec x = ; csc x = 
COS x sen x COS x sen x 
tan x + tan y tan x — tan y 
(16) tan (x + y) = — ~, tan (x — y) = —— 
1 — tan x tan y 1 + tan x tan y 


Funções hiperbólicas (seno hiperbólico é senh x etc.; Figs. 550, 551) 


(17) senh x = He” = e, cosh x = ate” + e?) 
senh x cosh x 
(18) tanh x = g coth x = 
cosh x senh x 
(19) cosh x + senh x = e”, cosh x — senh x = e™” 
(20) cosh? x — senh? x = 1 
(21) senh? x = Ucosh 2x — 1), cosh? x = Acosh 2x + 1) 
y y 
\ 4 Ji E 1 
\ E / à 
Va 2 
E Y LL — 
TUE | | 
—2 2 x —2 2 % 
/ -2 Lo va Lo 
a E EL 
I ls q | 
Fig. 550. senh x (tracejado) e cosh x Fig. 551. tanh x (tracejado) e coth x 


senh (x + y) = senh x cosh y + cosh x senh y 
(22) 
cosh (x + y) = cosh x cosh y + senh x senh y 


tanh x + tanh y 
1 + tanh x tanh y 


(23) tanh (x + y) = 


Função gama (Fig. 552 e Tabela A2 do Apêndice 5). A função gama T'(a) é definida pela integral 


(24) T(a) = f e™t! dt (a > 0) 
0 

que possui significado somente se a > O (ou, se considerarmos œ complexo, para a cuja parte real seja positiva). 

A integração por partes nos fornece a importante relação funcional da função gama, 

(25) Ta + 1) = aT(o). 


De (24) prontamente temos I'(1) = 1; logo, se œ for um inteiro positivo, que chamaremos de k, então, repetindo 
o procedimento de (25), obtemos 


(26) Tk +D=k k=0,1,::5. 


Isso mostra que a função gama pode ser considerada como uma generalização da função fatorial elementar. 
[Algumas vezes a notação (a — 1)! é usada para (a), mesmo para valores não-inteiros de a, e a função gama é 
também conhecida como função fatorial.] 
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T(o) 
| | 
pot Str | 
| | / 
foi H / 
|] | / 
I | | / 
| | V A / 
|| | / 
1 PA / 
1 N i 
o] E o 
1| 
NM | | 
-4 -2 2 4 a 
A L 
PA 
=] -2 
x 
[| E 
hood A 
| \ H-4 
I| 
PA 
PAP 
l 


Fig. 552. Função gama 


Pela repetida aplicação de (25), obtemos 


Pa +1) Ta +2) Ma + k +1) 


od o RO AR TAE RA 


e podemos usar a seguinte relação 


Ta + k+ 1) 
—ala+1)-:-(a+ 


(27) T(a) (a +0, =1,-2,+*>) 
para definir a função gama para valores negativos de æ (+ —1, —2, ...), escolhendo para k o menor valor inteiro 
tal que a + k + 1 > 0. Juntamente com (24), isto então fornece uma definição de T(a) para todo a diferente de 
zero ou de um inteiro negativo (Fig. 552). 
É possível demonstrar que a função gama também pode ser representada como o limite de um produto, a 
saber, usando-se a fórmula 
n! nº 


em A a GASES is E a 


De (27) ou (28), vemos que, para œ complexo, a função gama T(a) é uma função meromórfica com pólos 
simples em a = 0, —1, 2, ... 
Uma aproximação da função gama para grandes valores positivos de a é dada pela fórmula de Stirling 


a a 
(29) Ta + 1) = V2ma (5) 
e 
onde e é a base dos logaritmos naturais. Finalmente, mencionamos o valor especial 
(30) rO = Vr, 
Funções gama incompletas 


(31) Pla, x) = Por dt, Qla, x) = | etrol dt (a > 0) 
0 x 
(32) (o) = Pla, x) + Ola, x) 


Função beta 
1 


(33) B(x, y) = | AA @>0,y>0) 
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erf x 
14 EE 
E Ed 
| E 
05H 
Hiiri aee O ia rad a 
-2 -I J 1 2 x 
“ost 
A si a E 


Fig. 553. Funcáo erro 


Representação em termos de funções gama: 


rory) 
34 B(x, y) = == 
(34) (x, y) TG + y 
Funcáo erro (Fig. 553 e Tabela A4 do Apéndice 5) 
2 a 
35 erfx= == “dt 
) x Var Je 
36 ue Ea A 
e etx = (x 13 “215 37 
erf (o) = 1, função erro complementar 
(37) pistas E fe dt 
Var ds 
Integrais de Fresnel! (Fig. 554) 
(38) C(x) = | cos (12) dt, So) = f sen (12) dt 
0 0 


C(%) = V 7/8, S(o) = V 7/8, funções complementares 


c(x) = pu C(x) = f cos (2) dt 
8 x 
= -sw = f ya 
s(x) 8 (x) y sen (1%) dt 


Seno integral (Fig. 555 e Tabela A4 do Apéndice 5) 


(39) 


: “Sen t 
did Si(x) = dt 
0 
5d 
lr = 
C Ca A EE 
E S N x AGR aa, 
0,5 E y / / <>< E NZ 
dl Sw) 
Ped lo ci lapa lil pep 
0 i ! f , 


Fig. 554. Integrais de Fresnel 


1 AUGUSTIN FRESNEL (1788-1827), físico e matemático francês. Para tabelas, veja a Ref. [GR1]. 


405 


Material Auxiliar 


ASA 


Fig. 555. Seno integral 


Si(o) = 77/2, função complementar 


” sen t 


TT 
(41) sig) = 7 — Sim) = f dt 


Cosseno integral (Tabela A4 do Apêndice 5) 


” cos t 
(42) ci(x) = | d (x > 0) 
Integral exponencial 

00 et 
(43) Ei(x) = f Fa dt (x > 0) 


Integral logarítmica 


(44) 


Derivadas Parciais 


Para fórmulas de derivacáo, veja a contracapa frontal. 


Consideremos que z = f(x, y) seja uma função real de duas variáveis reais independentes, x e y. Se mantivermos 
y constante, ou seja, y = yı, e considerarmos x como uma variável, então f(x, yı) dependerá somente de x. Se 
a derivada de f(x, y,) com relação a x para x = x, existir, então o valor dessa derivada é chamado de derivada 
parcial de f(x, y) em relação a x no ponto (x, yı), sendo denotado por 


af ou por aa 

dx Ce y) dx Cry 
Outras notações são 

Fila, yı) e Za, Y); 


que podem ser empregados quando os símbolos subscritos náo sáo usados para outros propósitos, de modo a náo 
haver perigo de confusáo. 
Temos, portanto, da definição de derivada, 
of 
ðx 


foa + Ax, yd) — f&r y) 
Ax , 


= lim 
Ax=0 


(1) 


Cuy 


A derivada parcial de z = f(x, y) com relação a y é definida de forma similar; agora mantemos x constante, ou 
seja, igual a x,, e derivamos f(x,, y) com relação a y. Assim, 


of _ 0 FO, yi + Ay) — fl, ya) 
dy oy Ay 


= lim 


Ay>0 


(2) 


Cory) (xy) 


Outras notações são f,(x1, y1) € zyx, Y1). 
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EXEMPLO 


EXEMPLEO-2 


Obviamente, os valores dessas duas derivadas parciais dependerão em geral do ponto (x4, y1). Logo, as derivadas 
parciais dz/9x e dz/9y em um ponto variável (x, y) são funções de x e y. A função dz/9x é obtida como no cálculo 
comum, por meio da derivação de z = f(x, y) com relação a x, tratando-se y como uma constante, e dz/0y é obtida 
pela derivação de z com relação a y, tratando-se x como uma constante. 


Consideremos z = f(x, y) = xy + x sen y. Então, 


of 


ð 
bf = 2xy + sen y, E = x? + x cos y. E 
dx 7 dy 


As derivadas parciais dz/dx e dz/0y de uma função z = f(x, y) possuem uma interpretação geométrica muito 
simples. A função z = f(x, y) pode ser representada por uma superfície no espaço. A equação y = y, representa 
então a interseção de um plano vertical com a superfície de uma curva, e a derivada parcial dz/dx num ponto 
(xı, yı) é a inclinação da tangente (isto é, a tan œ onde a é o ângulo mostrado na Fig. 556) na curva. De forma 
similar, a derivada parcial 9z/9y no ponto (xı, yı) é a inclinação da tangente à curva x = x, na superfície z = fx, 
y) em (x, yı). 


Fig. 556. Interpretacáo geométrica das derivadas parciais primeiras 


As derivadas parciais dz/dx e dz/9y são chamadas de derivadas parciais primeiras ou derivadas parciais de 
primeira ordem. Derivando-se essas derivadas mais uma vez, obtemos as quatro derivadas parciais segundas (ou 
derivadas parciais de segunda ordem)? 


fr a /Əf\_ 
0x2 AF Jar 
Pd (o 
(3) pa Ox (57) 5 fu 
AA 
dy Ox o dy E Jay 
PS 0 (My 
y 55 Cay) 7 fo 


Pode-se mostrar que, se todas estas derivadas sáo contínuas, entáo as duas derivadas parciais mistas sáo iguais, 
de modo que a ordem da derivacáo é irrelevante (veja a Ref. [GR4] do Apéndice 1), isto é, 


əz gg 
Ox ðy ðy Ox ` 


(4) 


Para a função do Exemplo 1. 


fzx = 2y, fay = 2x + cos y = fys fyy = —x sen y. a 


2 CUIDADO! Na notação subscrita, os caracteres subscritos vão aparecendo na ordem da derivação, enquanto, na notação “9”, a ordem é 
inversa. 
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A3.3 


TEOREMA 


PROVA 


Derivando-se uma vez mais as derivadas parciais segundas com relação a x e y, respectivamente, obtemos as 
derivadas parciais terceiras ou derivadas parciais de terceira ordem de f etc. 


Se considerarmos uma função f(x, y, z) de três variáveis independentes, então temos as três derivadas parciais 
primeiras f(x, y, 2), f(x, y, 2) e fix, y, z). Aqui, fy é obtida pela derivação de f com relação a x, tratando-se tanto 
y como z como se fossem constantes. Portanto, analogamente a (1), temos 

of Eai fœ + Ax, yy, 21) — fOr Yo 21) 
OX (1,Y1,21) Ax—=0 Ax 


etc. Derivando-se f, fy e f; novamente dessa mesma forma, obtemos as derivadas parciais segundas de f etc. 


Consideremos f(x, y, 2) = x? + y? + 22 + xy æ. Então, 


fe = 2x +ye, f, = + xe, f.= 22 +xy4áé% 
fa: = 2, Lay = fw = 6 fu = fa = y 6, 
Lay 2 fyz = Fi =X, fe=2+xye. E 


Sequências e Séries 


Veja também o Capítulo 15. 


Sequências Reais Monótonas 


Dizemos que uma seqiiéncia real x,, xo, * * * , Xp * * * é uma segiiência monótona se ela apresenta crescimento 
monótono, isto é, 


MEX Sp: 


ou decrescimento monótono, ou seja, 


Dizemos que xı, x», * * * é uma seqiiência limitada se existe uma constante positiva K tal que |x,| < K para todo n. 


Se uma segiiência real é limitada e monótona, ela converge. 


Seja x4, X2, * © © uma seqiiência monotonamente crescente e limitada. Então, seus termos são menores que um certo 
número B e, desde que x, = x, para todo n, eles situam-se no intervalo x, = x, = B, que será denotado por Io. 
Fazemos então uma bipartição de 1; ou seja, subdividimos esse intervalo em duas partes de igual tamanho. Se a 
metade direita (juntamente com suas extremidades) contiver termos da seqiiência, será chamada de /,. Se não 
contiver termos da segiiência, então a metade esquerda de 1 (juntamente com suas extremidades) será chamada 
de T,. Este é o primeiro passo. 

No segundo passo, fazemos uma bipartigáo de 1,, selecionamos uma das metades pelo mesmo critério e a 
chamamos de /;, e assim por diante (veja a Fig. 557). 

Dessa forma, obtemos intervalos 1, 1,, 1, * + + cada vez menores e com as seguintes propriedades. Cada 
L, contém todo /,, para n > m. Nenhum termo da segiiência situa-se à direita de /,,, e, como a seqiiência é 
monotonamente crescente, todo x, com n maior que algum número N pertence a /,,; naturalmente, N irá em geral 
depender de m. Os comprimentos de Z,, aproximam-se de zero à medida que m se aproxima do infinito. Logo, há 
precisamente um número, que chamaremos de L, pertencente a todos esses intervalos,? e podemos agora facilmente 
provar que a segiência é convergente com o limite L. 


3 Essa constatação parece óbvia, mas na realidade não é; ela pode ser considerada como um axioma do sistema de números reais da seguinte 
forma. Consideremos que J}, Jo, ... sejam intervalos fechados tais que cada J,, contém todo J, com n > m, e os comprimentos de J,, aproximam- 
se de zero à medida que m aproxima-se do infinito. Então, existe precisamente um número real que está contido em todos esses intervalos. 
Este é o chamado axioma de Cantor-Dedekind, que recebeu o nome dos matemáticos alemães GEORG CANTOR (1845-1918), o criador 
da teoria dos conjuntos, e RICHARD DEDEKIND (1831-1916), conhecido por seus trabalhos fundamentais em teoria dos números. Para 
mais detalhes, veja a Referência [GR2] do Apêndice 1. (Um intervalo 1 é dito fechado se suas duas extremidades são consideradas pontos 
pertencentes a 7. E ele é dito aberto se suas extremidades não são consideradas como pontos de 7.) 
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Fig. 557. Prova do Teorema 1 


De fato, dado um e > 0, escolhemos m de tal forma que o comprimento de /,,, seja menor que e. Então, L e 


todo x, com n > N(m) estão contidos em Zm, e, portanto, 


Xn — L| < e para todo n. Isso completa a prova para uma 


sequência crescente. Para uma seqiiéncia decrescente, a demonstração é a mesma, exceto por uma conveniente 


troca de “esquerda” por “direita” na construção desses intervalos. 


Séries Reais 


TEOREMA 2 | Teste de Leibniz para Séries Reais 


Consideremos X, Xə,  * ` real e monotonamente decrescente em direção a 0, ou seja, 
(1) (a) M=x=Xx=""", (b) lim x, = 0. 
m—o 
Entáo, a série com termos de sinais alternados 
XX + xg x += 


converge, e para o resto R,, após o n-ésimo termo, temos a estimativa 


(2) IR, = Xn+1: 


PROVA Consideremos que s, seja a n-ésima soma parcial da série. Então, devido a (la), 


S = X, S2 = X — X É Si, 


S3 = S2 + X3 E So, S3 = S1 — (X2 — X3) E Sy, 
de modo que s, = s; S s,. Procedendo dessa forma, concluímos que (Fig. 558) 


(3) A == EEE 


o que mostra que as somas parciais ímpares formam uma seqüência monótona limitada, o mesmo ocorrendo com 


as somas parciais pares. Logo, pelo Teorema 1, ambas as seqüências convergem, ou seja, 
lim Sw = S, lim so, = s*. 
n—oo n—>00 
Agora, COMO Sən+1 — Som = Xon+1 prontamente vemos que (1b) implica 
Ss — s* = lim Son+1 7 lim Son Z lim (Son+1 a San) = lim X2an+1 `~ 0. 
n—oo n=>00 n-=>00 n->00 


Conseqiientemente, s* = s, e as séries convergem com a soma s. 
Provemos a estimativa (2) para o restante. Como s, — s, segue de (3) que 


Son+1 Eça Son e também Son-1 =s= Son. 


Fig. 558. Prova do teste de Leibniz 
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Subtraindo s,, € Soy_1, respectivamente, obtemos 
— > = >= > — >= — 
Son+1 Son = $ Son = O, 0O=s>s Son-1 = Son Son-1- 


Nessas desigualdades, a primeira expressão é igual a x,,,1, a última é igual a —x»,, e as expressões entre os sinais 
de desigualdade são os restos R,, € Rənı. Portanto, as desigualdades podem ser escritas como 


>= >= > > — 
Xan+1 E Ran = 0, 0 = Ron-1 E Xan 


e vemos que elas implicam (2). Isso completa a demonstração. EI 


Grad, Div, Rot, V? em Coordenadas Curvilíneas 


Para simplificar as fórmulas, escrevemos as coordenadas cartesianas x = x4, Y = X2, Z = X3. Denotamos as coordenadas 
curvilíneas por qı, q2, q3. Por cada ponto P, passam três superfícies coordenadas q, = const., q, = const., q; = 
const. Elas cruzam-se ao longo das curvas coordenadas. Assumimos as três curvas coordenadas através de P como 
ortogonais (perpendiculares umas às outras). Escrevemos as transformações das coordenadas como 


(1) X1 = X1(41, 42 43), X> = Xi, 42 43), X3 = Xa(Q1, do, 43). 


Transformações correspondentes de grad, div, rot e V? podem todas ser escritas utilizando-se 
3 


0X, 3 
(2) n?= Y (=) 
k=1 ðqj 


Depois das coordenadas cartesianas, as mais importantes são as coordenadas cilíndricas q, = r, q2 = 0, q3 = z 
(Figura 559a da página A72) definidas por 


(3) Xx, = qı COS qz = r cos 0, X = q, Sen q, = r sen 0, X3 = q3} =Z 
e as coordenadas esféricas q, = r, q2 = 0, q3 = & (Fig. 559b) definidas port 


(4) Xı = qı COS qz sen qz = r cos 0 sen À, X2 = qı sen qz sen qz = r sen 0 sen q 


X3 = qı COS qz = r cos q. 


Além das fórmulas gerais para coordenadas ortogonais quaisquer q1, q», 43, forneceremos fórmulas adicionais 
para esses importantes casos especiais. 


Elemento Linear ds. Em coordenadas cartesianas, 
ds? = dx? + dx? + dx (Seção 9.5). 
Para as coordenadas q, 


(5) ds? = h? dq? + hè dq? + hè dq. 


P (r,0,¢) 
| 
| 
Ê | 
| 
o 
IS y 
x N 
(a) Coordenadas cilíndricas (b) Coordenadas esféricas 


Fig. 559. Coordenadas curvilíneas especiais 


t Esta é a notação usada em cálculo e em muitos outros livros. Trata-se de uma notação lógica, visto que nela O desempenha o mesmo papel 
que em coordenadas polares. CUIDADO! Alguns livros trocam os papéis de 0 e Dd. 
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(59) ds? = dr? + r? do? + dz? (Coordenadas cilíndricas). 


Para coordenadas polares, temos dz? = 0. 


(5”) ds? = dr? + r? sen? & de? + r? dp? (Coordenadas esféricas). 


Gradiente. grad f = Vf = [ Fi» Fu) fu) (derivadas parciais; Seção 9.7). No sistema q, com u, v, w denotando 
vetores unitários na direção positiva de q1, q2, q3, curvas coordenadas, respectivamente, 


(6) iey E E 
ra = e u v R ANN, 
å h, ðqı hz dg» hs 043 
(6) grad f = Vf di ul 1 of va af w (Coordenadas cilíndricas). 
dr r 00 dz 
ir [E 1 of 1o0f aus 
(6”) grad f = Vf Ee u+ rsen 00 va r 36 w (Coordenadas esféricas). 


Divergente div F = V+F = (FD, + (Fo) + (F3), (E = [F,, Fo, Fo), Seção 9.8); 


1 0 ð ð 
(7) div F = V+F = | E + — A + — (nta 
hihoh3 | ðqı 0d» 043 

10 1 OF, OF a a 

(7) div F = VeF (rFy + H (Coordenadas cilíndricas). 
r or r 90 dz 

7) RARA, Eee QUE Da ap a F3) Coordenadas esféri 
( iv 72 a (r F) A A da das $ ad (sen & F3 (Coordenadas esféricas). 


Laplaciano V?f = VeVf = div (grad f) = fra + Fu + fra, (Seção 9.8): 


1 ð [(hohz ð ð hsh, dO ð (hh, ð 
(8) V2f = 2h3 Of + sh of a ho Of 
hihoh3 | ðq À hi 01 dga Y ha dg» qz | hs 093 
A Pf 10f 1 f Pf Rue Mo 
(89) Vef | | | (Coordenadas cilíndricas). 
an ro. rn. az 
2 2 2 
(8”) v?f aF H as, H a aF H LS | Rena (Coordenadas esféricas). 
ar? r ðr risenpãoao rag? r? 94 
Rotacional (Seção 9.9): 
h;u hv hgw 
9 RotF=VxF= f ne ¿a sa 
0) Elisa ~ hhh | dq dg» 043 


hF; hF h3F3 
Para coordenadas cilíndricas, temos em (9) (como nas fórmulas anteriores) 
h=h,=1, h, = h = q =r, h, =h, =1 
e, para coordenadas esféricas, temos 


h =h =l, h = h, = q, sen q3 = r sen Q, h; = h, = q =r. 
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Seção 2.6 


PROVA DO TEOREMA 1 Unicidade! 
Assumindo que, nesse teorema, o problema consistindo na EDO 


(1) y” + py + qay =0 
e das duas condições iniciais 
(3) Yo) = Ko, y" (xo) =K 


possui duas soluções y,(x) e yə(x) no intervalo /, mostramos que a diferença 


YA) = yx) — yx) 


é exatamente zero em /; então y, = y, em 1, o que implica a unicidade. 
Desde que (1) seja homogénea e linear, y é uma solução dessa EDO em /, e desde que y, e y, satisfaçam ás 
mesmas condições iniciais, y satisfaz ás condições 


(10) y(x) = 0, y'o = 0. 
Consideremos a função 
2) = y)? + y (0? 


e sua derivada 


no” 


z' = 2yy' + 2y y. 
Da EDO, temos 


Substituindo isso na expressão para z”, obtemos 


(11) z’ =2yy" — 2py? — 2gyy". 
Agora, sendo y e y” reais, 
O yP =y ty +y? z0. 
Disso e da definição de z, obtemos as duas desigualdades 
(12) (a) 2 Sy? +y? =z, (b) -2y Sy? +y? =z. 


De (12b), temos 2yy' = —z. Juntando essas expressões, 
agora 


2yy"] = z. Para o último termo em (11), obtemos 


-2qyy' S |-2gyy"| = lqll2yy"| = lalz. 


Usando esse resultado, bem como —p = |p 


, e aplicando (12a) ao termo 2yy' em (11), encontramos 
z Sz +2Iply? + lglz. 
Uma vez que y'2 = y? + y'2 = z, obtemos 


z € (1 +2lpl + la 


Esta demonstração foi sugerida por meu colega, Prof. A. D. Ziebur. Nela, usamos numerações para as fórmulas que ainda não haviam sido 
utilizadas na Seção 2.6. 
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ou, denotando a função entre parênteses por h, 
(13a) z Sh para todo x em T. 
Similarmente, de (11) e (12), segue-se que 
(13b) =z" = —2yy' + 2py? + 2gyy' 

Sz + 2lplz + lglz = hz. 
As desigualdades (13a) e (13b) são equivalentes às desigualdades 
(14) z — hz £0, z +h=0, 
Os fatores integrantes para as duas expressões do lado esquerdo são 

F, = e Mod è F, = Da, 

As integrais nos expoentes existem, pois h é contínua. Uma vez que F; e F, são positivas, então temos de (14) 


F(z’ — hz) = (Fz) =£ 0 e Faz! + hz) = (Pad! = 0. 


Isso significa que, em /, Fiz é náo-crescente e Faz é náo-decrescente. Uma vez que, por (10), z(xp) = O quando 
x E Xq, obtemos, então, 


Fiz = (Fiz) = 0, Foz S (Fo) = 0 
e, Similarmente, quando x = Xp, 
Fiz S 0, Faz Z 0. 
Dividindo por F; e F, e observando que essas funções são positivas, juntando as expressões, temos 
150, z=0 para todo x em /. 


Isso implica que z = y? + y'? = 0 em I. Logo, y = 0 ou y, = y, em 1. E 


PROVA DO TEOREMA 2 Método de Frobenius. Bases de Soluções. Três Casos 


Nesta demonstração, as numerações das fórmulas são as mesmas do texto da Seção 5.4. Uma fórmula adicional 
que não aparece na Seção 5.4 será chamada de (A) (veja a seguir). 
No Teorema 2, a EDO é 


b 
(1) y" dE (x) y E dt y=0, 
x 
onde b(x) e c(x) são funções analíticas. Podemos escrever isso como 
(19 12” + xb(0y” + cy = 0. 


A equação indicial de (1) é 

(4) r(r — D+bor+c=0. 

As raízes r}, r dessa equação quadrática determinam a forma geral das bases de soluções de (1), sendo que há 
três casos possíveis, como se segue. 

Caso 1. Raízes Distintas Não Diferindo por um Inteiro. Uma primeira solução de (1) é da forma 

(5) nO) = (A, + ax + ax? +) 


e pode ser determinada como no método das séries de potências. Para uma demonstração de que, nesse caso, a 
EDO (1) tem uma segunda solução independente, com a forma 


(6) YA) = HA) + Ax + Aga? +++), 
veja a Ref. [A11] listada no Apêndice 1. 


Caso 2. Raiz Dupla. A equação indicial (4) tem uma raiz dupla r se e somente se (by — 1)? — 4c, = 0, e, com 
isso r = A 1 — bo). Uma primeira solução 


Provas Adicionais 413 


(7) yi(x) = x" (ap + ax + aax? + +++), r = lo bo), 
pode ser determinada como no Caso 1. Mostremos que uma segunda solução independente é da forma 
(8) 3500) = y(x) In x + x"(Ayx + Ax? +) (x > 0). 


Empreguemos o método da redugáo de ordem (veja a Segáo 2.1), ou seja, determinemos u(x) de forma que 
yə(x) = u(x)yı(x) seja uma solução de (1). Inserindo essa expressão e as derivadas 


Ya = uy + uyi, y2 = uy + 2u'y; + uyy 
na EDO (17), obtemos 
uy, + 24 y, + uy) + xb(u' y, + uyi) + cuy, =0. 

Como y, é uma solução de (1”), a soma dos termos envolvendo u vale zero, e essa equação se reduz a 

x2yu"” + 2x2yju” + xbyju” = 0. 
Dividindo por x2y, e inserindo a série de potências para b, obtemos 

, 
Mr Ju =o 
yı x 


Aqui e nas expressões a seguir, os pontos designam os termos que são constantes ou envolvem potências positivas 
de x. Agora, de (7), segue-se que 


yi E a re ido 1 (ratr +Dax+t: Es 
Y xa, + ax t:e] x dy tax + ox 
Logo, pode-se escrever a equação anterior como 
(A) u"a (2E du =o, 
x 
Como r = (1 — bo)/2, o termo (2r + bo)/x vale 1/x, e, dividindo por u”, temos então 
u” 1 
— = +... 
u' x 
Por integração, obtemos 1n u’ = —In x + ---, logo, u' = (1/x)e“*?. Expandindo a função exponencial em 


potências de x e integrando novamente, vemos que u é da forma 
u=Inx+kx+kx +. 
Inserindo isso em y, = uy,, obtemos para y, uma representação na forma (8). 
Caso 3. Raízes Diferindo por um Inteiro. Escrevemos r; =r e r = r — p, onde p é um inteiro positivo. Podemos 
determinar uma primeira solugáo 
(9) yx) = x" (ag + ax + ax? + +++) 
como nos Casos 1 e 2. Mostremos que uma segunda solução independente tem a forma 
(10) yal) = kyi(x) In x + x2(Ap + Ax + Ax? +) 


onde podemos ter k + O ou k = 0. Como no Caso 2, fazemos y, = uy,. Os primeiros passos são literalmente os 
mesmos do Caso 2 e fornecem a Equação (A), 


A 
x 


Agora, pela álgebra elementar, o coeficiente bọ — 1 de r em (4) é igual ao negativo da soma das raízes, 


by=1= (1, +1)=-(r+r-wp)= -—2r+p. 


Logo, 2r + bọ =p + 1, e dividindo por u', temos 


n 
u +1 
7 x 


Os passos subseqiientes são como no Caso 2. Integrando, encontramos 
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4 : , =(p+D C) 
Inu = —(p+ DInx +, assim u=x "e 
onde os pontos representam algumas séries de potências inteiras náo-negativas de x. Expandindo a função expo- 
nencial como antes, obtemos uma série da forma 
i 1 kı k 


= P E O E S E S 
E xp+l x? y? x p+1 p+2N ê 


Integramos mais uma vez. Escrevendo primeiro o termo logarítmico resultante, temos 


1 kp- 
u=hmstf-5 Al oo) 
Logo, de (9), temos para y, = uy, a fórmula 
yo = k y In x ta? SNS ko pe ) (ag + ax + >>). 
P 


Mas essa equação possui a forma (10) com k = k,, visto que r, — p = r, e o produto das duas séries envolve 
somente potências inteiras não-negativas de x. E 


Valores Reais dos Autovalores 


Se, na equação de Sturm-Liouville (1) da Seção 5.7, p, q, r e p' são valores reais e contínuos no intervalo 
a Sx Sb e r(x) > 0 ao longo de todo esse intervalo (ou r(x) < 0 ao longo de todo esse intervalo), então 
todos os autovalores do problema de Sturm-Liouville (1), (2), Seção 5.7, são reais. 


Consideremos que À = « + if seja um autovalor do problema e façamos 
y(x) = u(x) + iv(x) 
ser uma autofunção correspondente; aqui œ, B, u e v são reais. Substituindo isso em (1) da Seção 5.7, temos 
(pu! + ipv')' + (q + ar + ¿Bru + iv) = 0. 

Essa equação complexa é equivalente ao seguinte par de equações para as partes real e imaginária: 

(pu)! + (q + arju — Brv = 0 

(pu'Y + (q + arw + Bru = 0. 
Multiplicando a primeira equação por v, a segunda por —u e somando as duas, temos 

—B(u? + v?)r = u(pu'Y — ul pu 
= [Cpu Du — (puyol. 

A expressão entre parênteses é contínua em a = x S b, por razões similares às vistas na demonstração do Teorema 


1 da Seção 5.7. Integrando em x de a até b, obtemos, portanto, 

b b 

=B f (u2 + vr dx = no = n'o) 

a a 
Devido ás condições de contorno, o lado direito dessa equação vale zero, como ocorreu naquela demonstração. 
Visto que y é uma autofunção, u? + v? & 0. Desde que y e r sejam contínuas e r > O (ou r < 0) no intervalo 
a E x S b, a integral no lado esquerdo é diferente de zero. Logo, 8 = 0, o que significa que A = a é real. Isso 
completa a demonstracáo. al 
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TEOREMA 


Determinantes 


A definição de um determinante 


411 dia Ain 

ay A22 An 
7) D = det A = 

Ani Ang Eai Ann 


como dada na Seção 7.7 é desprovida de ambigiiidade, ou seja, ela conduz a um mesmo valor de D não 
importando quais linhas ou colunas escolhamos nos desenvolvimentos. 


PROVA Nesta prova, as fórmulas que empregaremos apresentam uma numeração não utilizada na Seção 7.7. 


Provaremos primeiro que obtemos o mesmo valor, não importando qual linha seja a escolhida. 

Essa demonstração será feita por indução. A afirmação é verdadeira para determinantes de segunda ordem, 
para os quais os desenvolvimentos pela primeira linha a,,ã,, + ay(-a,1) e pela segunda linha as;(=a,5) + 492471 
fornecem o mesmo valor 441422 — 412421. Supondo que a afirmação será verdadeira para um determinante de ordem 
(n — 1), provaremos que ela é verdadeira para um determinante de ordem n. 

Por esse propósito, expandimos D em termos de cada uma de duas linhas arbitrárias, a saber, a i-ésima e a 
j-ésima linhas, e comparamos os resultados. Sem perda de generalização, suporemos que i < j. 


Primeira Expansão. Expandimos D pela i-ésima linha. Um típico termo dessa expansão é 
(19) dC = dip (DPM 


O secundário M,, de a;, em D é um determinante de ordem (n — 1). Pela hipótese da indução, podemos expandi-lo 
por qualquer linha, e faremos isso pela j-ésima linha de D. Essa linha contém os elementos a; (1 + k). Essa é a 
(j — 1)-ésima linha de M, pois M;, não contém elementos da i-ésima linha de D, e i < j. Precisamos fazer uma 
distinção entre dois casos, como segue. 


Caso I. Se | < k, então o elemento a; pertence à l-ésima coluna de M;, (veja a Fig. 560). Logo, o termo envol- 
vendo a; nessa expansão é 


(20) aj * (co-fator de a; em My) = aj * (~ DI DAM; 


onde M;,; é o secundário de a; em M;,. Sendo esse secundário obtido de M;; pela eliminação da linha e da coluna 
de a;, ele é calculado a partir de D deletando-se a i-ésima e a j-ésima linhas e a k-ésima e a l-ésima colunas 
de D. Inserimos as expansões de M;, na de D. Então, segue de (19) e de (20) que os termos da representação 
resultante de D são da forma 


(nb 
Qla) Aix Aj (—1) Mix (1 < k) 
l-ésima k-ésima k-ésima l-ésima 
col. col. col. col. 
l I 
l | 
Y (a) 
| - | iésima e) 2 
l linha ] 
l l 
a, l j-ési | (am) 
7 j-ésima 1 
7 l linha l SS 
l l 
| | l 
Caso I Caso II 


Fig. 560. Casos | e Il das duas expansões de D 
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onde 


b=i+k+j+1-1 


Caso II. Se | > k, a única diferença é que então a; pertence à (1 — 1)-ésima coluna de M;,, pois M;, não contém 
elementos da k-ésima coluna de D, e k < l. Isso leva à inclusão de um sinal negativo em (20) e, ao invés de 
(21a), obtemos, portanto, 


(21b) Takaji * (DM aj >k 


onde b é o mesmo de antes. 


Segunda Expansão. Agora expandimos D primeiramente pela j-ésima linha. Um típico termo dessa expansão é 
(22) aC = aji’ (DYM; 


Pela hipótese indutiva, podemos expandir o secundário M% de a; em D por sua i-ésima linha, que corresponde 
à i-ésima linha de D, visto que j > i. 


Caso I. Se k > l, o elemento a;, dessa linha pertence à (k — 1)-ésima coluna de M}, pois M; não contém elementos 
da l-ésima coluna de D, e | < k (veja a Fig. 560). Logo, o termo envolvendo a;, nessa expansão é 


(23) aip * (co-fator de ay, em My) = aip * (1) FED a, 


onde o secundário M;,; de a; em My é obtido elimando-se a i-ésima e a j-ésima linhas e a k-ésima e a l-ésima 
colunas de D [sendo, portanto, idéntico ao Mix de (20), de modo que nossa notação é consistente]. Inserimos as 
expansões de M; na de D. Então, segue de (22) e de (23) que isso fornece uma representação cujos termos são 
idênticos aos dados por (21a) quando ! < k. 


Caso II. Se k < l, então a; pertence à k-ésima coluna de M;, obtemos um sinal negativo adicional e o resultado 
concorda com o caracterizado por (21b). 

Mostramos que as duas expansões de D consistem nos mesmos termos e isso prova nossa afirmação acerca 
das linhas. 

A prova da afirmação acerca das colunas é bastante similar; se expandirmos D em termos de duas colunas 
arbitrárias, digamos, a k-ésima e a I-ésima, constatamos que o termo geral envolvendo a;a;, é exatamente o mesmo 
de antes. Isso prova que não somente todas as expansões por colunas de D fornecem o mesmo valor, mas também 
que esse valor comum é igual ao valor comum das expansões por linhas de D. 

Isso conclui a demonstração e mostra que nossa definição de determinante de n-ésima ordem é desprovida de 
qualquer ambigiiidade. a 


PROVA DA FÓRMULA (2) 


Provemos que, em coordenadas cartesianas dextrogiras*, o produto vetorial 
v=axb=Í[a, a, az] Xx [bi ba bi] 
tem as componentes 
(2) Vi = ab; — asbo, V> = azb; — abs, Us = ayb, — abı. 
Precisamos apenas considerar o caso v + 0. Uma vez que v é perpendicular tanto a a quanto a b, o Teorema 

1 da Seção 9.2 fornece-nos a ° v = 0 e b + y = 0; em componentes [veja (2) da Seção 9.2], 

aU] + asus + asus = 0 
(3) 

bivi + bau, + bau; = 0. 
Multiplicando a primeira equação por bs, a última por az e subtraindo, obtemos 


(azb, — aba)vy = (asbz — azby)uz. 


“Ou sistema orientado segundo a regra da mão direita, ou sistema orientado positivamente. (N. T.) 
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Multiplicando a primeira equacáo por b,, a última por a, e subtraindo, obtemos 
(ab, — azb1)uz = (azb, — arbz)uz. 
Podemos facilmente verificar que essas duas equações são satisfeitas por 
(4) Vi = c(azbz — azbə), V = c(azbı — abs), Us = c(aıb> — abı) 


onde c é uma constante. Por inserção, o leitor pode verificar que (4) também satisfaz (3). Agora cada uma das 
equações em (3) representa um plano atravessando a origem no espaço v;u,us. Os vetores a e b são normais a 
esses planos (veja o Exemplo 6 da Seção 9.2). Como v + 0, esses vetores não são paralelos e os dois planos não 
são coincidentes. Logo, sua interseção é uma linha reta L passando pela origem. Como (4) é uma solução de (3) 
e, para um c variável, representa uma linha reta, concluímos que (4) representa L e cada solução de (3) deve ter 
a forma (4). Em particular, as componentes de v devem estar nessa forma, onde c terá que ser determinado. De 
(4), obtemos 


lv = uf + 0? + v? = c?l(azbz — azb} + (azb, — aba)? + (ayb, — aby). 
Isso pode ser escrito como 
|v]? = la? + a? + ab)? + b? + bẹ?) — (ayb, + asb, + asba)], 


conforme se pode verificar executando-se as multiplicações indicadas em ambas as fórmulas e comparando-as. 
Usando (2) da Seção 9.2, temos então 


lvl? = c?l(a + ab * b) — (a + b)]. 


Comparando essa com a fórmula (12) no Projeto de Equipe 24 em Problemas Propostos 9.3, concluímos que 
c=+1. 

Mostremos que c = +1. Isso pode ser feito como se segue. 

Se trocarmos os módulos e as direções de a e b continuamente de modo que, no final, a = ie b = j (Fig. 186a 
da Seção 9.3), então v irá modificar continuamente seu módulo e direção, e ao final, v = i X j = k. Obviamente, 
podemos fazer a mudança de modo que tanto a quanto b permaneçam não-nulos e não-paralelos em todo instante. 
Assim, v nunca é igual ao vetor unitário e, como a mudança é contínua e c somente pode assumir os valores +1 
ou —1, segue que, no final, c deve ter o mesmo valor de antes. Mas, no final, a = i, b = j, v = k e, portanto, 
as = 1, b = 1, vz = 1, e as demais componentes de (4) são nulas. Logo, de (4), vemos que vz = c = +1. Isso 
prova o Teorema 1. 

Para um sistema levogiro de coordenadas*, i x j = -k (veja a Fig. 186b da Seção 9.3), resultando em c = —1. 
Isso prova a afirmação feita logo após a fórmula (2). El 


PROVA DA INVARIÁNCIA DO ROTACIONAL 


FEOREMA-A 


Essa demonstracáo será feita a partir de dois teoremas (A e B), que provaremos primeiro. 


Lei da Transformacáo para Componentes Vetoriais 
Para um vetor y qualquer, as componentes U;, Vo, Ug e U¡*, V2*, Ug* em dois sistemas quaisquer de coor- 
denadas cartesianas X1, Xo, X3 € x1*, X9*, xg*, respectivamente, são relacionadas por 
Vi" = C1101 + Cio + C13U3 
(1) U2” = Cg1U] + CaUz + CogU3 


x — 
Ug* = Cg1U¡ + CggUz + CggUg, 


e, inversamente, 


a 
E 
| 


z * * * 
C1101* + Co1U2* + C3103 


(2) V2 


e * * * 
Us = CigU¡* + CagUg* + C3303 


* * * 
C12U1* + CagU3* + Cg9U3 


“Sistema orientado opostamente à regra da mão direita, ou sistema orientado negativamente. (N. T.) 
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com os coeficientes 
cy = Rei cp =i*ej ci; = Pek 
(3) Cy =J*+*i Co = j*°j Cog = j**k 
Ca = kř ei C33 = k*ej Cas = k*k 
satisfazendo a 
3 
(4) 5 CkjĈmj — Om (km = 1, 2, 3), 
j=1 
onde o delta de Kronecker? é dado por 
O (k £ m) 
km = 
1 (k = m) 
e i, j, k e is, j*, k* denotam os vetores unitários nas direções positivas Xxı-, Xy, X3- € X1*-, X2*-, X3*-, 
respectivamente. 


PROVA As representações de v nos dois sistemas são 
(5) (a) v = vi + vj + vk (b) v = už*i* + v*řžjř + 0,*k*, 


Como i* ej%* = 1, į* e j* = 0, i* e k* = 0, temos de (5b) simplesmente i* « v = v,*, e disso e de (5a), 
v* = i* e. y = jř e yji + i* + vj +i* + vk = 0% + i + vi* + j + 0gi* + k. 


Por causa de (3), essa é a primeira fórmula em (1) e as outras duas fórmulas são obtidas de maneira similar, 
considerando-se j* + v e depois k* + v. A fórmula (2) segue da mesma idéia, tomando-se i * v = v, de (5a) e 
então de (5b) e (3), 


Li == io v= vi*i e j* + V* i b j* + vs*i e k* = C11U1* + CojUg* + C31U3*, 


e de forma similar para as outras duas componentes. 
Provemos (4). Podemos escrever (1) e (2) sucintamente como 


3 3 
(6) (a) 0,= Y mVn”, O) vt=> cyt 
m=1 j=1 


Substituindo v; por v,*, temos 


onde k = 1, 2, 3. Fazendo k = 1, temos 


3 3 3 
v¡* = y,* (> Es) + uy* [> E) + vg* [> E) ; 
j=1 j=1 j=1 

A fim de que isso se verifique para todo vetor v, a primeira soma deve ser 1 e as outras duas somas devem ser 
zero. Isso prova (4) com k = 1 para m = 1, 2, 3. Fazendo k = 2 e então k = 3, obtemos (4) com k = 2 e 3, para 
m= l, 2,3. E 


TEOREMA B| Lei da Transformação para Coordenadas Cartesianas 


A transformação de um sistema de coordenadas cartesianas x,x,xz em outro sistema de coordenadas car- 
tesianas x,*xy*x3* é da forma 


2 LEOPOLD KRONECKER (1823-1891), matemático de Berlim, Alemanha, que deu importantes contribuições à álgebra, teoria dos grupos 
e teoria numérica. 

Essa discussáo será completamente independente do Cap. 7, embora os leitores familiarizados com matrizes devem reconhecer que estamos 
trabalhando com transformacóes ortogonais e matrizes e que o presente teorema decorre do Teorema 2 da Segáo 8.3. 


Provas Adicionais 419 


3 
(7) Xm* = E ca + bm m= 1,2,3, 
j=1 
com os coeficientes (3) e as constantes by, ba, ba; inversamente, 
3 
(8) a e Rad k=1,2, 3: 
n=1 


O Teorema B decorre do Teorema A notando-se que a mais geral das transformações do sistema de coordenadas 
cartesianas para outro sistema semelhante pode ser decomposta em uma transformação do tipo que acabamos de 
considerar e uma translação; e sob uma translação, as coordenadas correspondentes diferem simplesmente por 
uma constante. 


DEMONSTRAÇÃO DA INVARIÂNCIA DO ROTACIONAL 


Seção 10.2 


Escrevamos novamente x1, x», X3 ao invés de x, y, z, e, de forma similar, x,*, x2*, x3* para as outras coordenadas 
cartesianas, supondo que ambos os sistemas sejam dextrogiros. Façamos a;, 4), az denotarem as componentes do 
rot v nas coordenadas x,x,x3, como dado por (1) da Seção 9.9, com 


X = Xi Y T Xz Z = Xz. 


Similarmente, façamos a,*, as*, ag* denotarem as componentes do rot v no sistema de coordenadas x1¥*Xx3¥x3*. 
Provemos que o módulo e a direção do rot v independem da escolha particular das coordenadas cartesianas, con- 
forme o afirmado. Façamos isso demonstrando que as componentes do rot v satisfazem à lei de transformação 
(2), que é característica das componentes vetoriais. Consideremos a,. Usamos (6a) e então a regra da cadeia para 
funções de várias variáveis (Seção 9.6). Isso fornece 


0U3 Vs 3 Um“ JS 
da === = Cm3 E mx 
OX, 0X3 E 2 3 
2 ðUm* 0x,* DU + 0x,* 
= c S 
E El ra ar a) 
m=1 j=1 


Disso e de (7), obtemos 


3 3 dv, * 
ad = 5 X (Cm3Cj2 ni Cm2C;3) Ena 
m=1 j=1 J 
duz* duz* 
= (C33Cg2 — CopCoa) E E ar) ci 


= (Cg3Cg2 — Cg2Ca3)01* + (C13C32 — C12C33)09* + (CogCi9 — Co9C13)a3*. 


Observe o que fizemos. O somatório duplo possui 3 X 3 = 9 termos, três dos quais eram nulos (quando m = j), 
e os 6 termos restantes foram combinados em pares, pois necessitávamos deles para obter a,*, ay*, az*. 

Agora usamos (3), a identidade de Lagrange (veja o Projeto de Equipe 24 em Problemas Propostos 9.3) e 
k* x j* =-*ek x j = A. Então, 


C33C22 — C32C23 = (k* + k)G* + j) — (K* + DOGS -+ k) 
= (k* x 3%) *(Kkxjp=i**i=cC,, etc. 


Logo, a, = cyay* + C3109* + czyag*. Essa expressão possui a forma da primeira fórmula em (2) do Teorema A e 
as outras duas fórmulas da forma (2) sáo obtidas de modo similar. Isso prova o teorema para sistemas dextrogiros. 
Se as coordenadas xxx; forem levogiras, logo k X j = +i, mas então há um sinal negativo diante do determinante 
em (1) da Seção 9.9. El 


PROVA DO TEOREMA 1, PARTE (b) Provemos que se 


(1) fro * dr = Jur; dx + F, dy + F; dz) 
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com F,, F, F, contínuas em um domínio D for independente da trajetória em D, então F = grad fem D para 
algum f; em componentes, 


= 


ð 
2) ad s 


dy” 


Escolhamos algum A fixo: (Xp, Yo, Zo) em D e um B qualquer: (x, y, z) em D e definimos f por 


of 
ðz ` 


9 = 


3 = 


B 
6) fŒ d = fo + | (Fi d + Fy dy* + Fy de?) 
A 


com uma constante qualquer fọ e uma trajetória qualquer de A para B em D. Uma vez que A é fixo e temos a 
independência da trajetória, a integral depende somente das coordenadas x, y, z, de modo que (3) define uma 
função fx, y, z) em D. Mostremos que F = grad f com esse f, começando com a primeira das três relações (2’). 
Por causa da independência da trajetória, podemos integrar de A até B;,: (xı, y, z) e então paralelamente ao eixo 
x ao longo do segmento B,B da Fig. 561, com B; escolhido de tal forma que a totalidade do segmento esteja em 
D. Então, 


Bı B 
fx, y, z) = fo + Í (E, dx* + F, dy* + Fa dz*) + Í (E, dx* + F, dy* + F; dz*). 
A B, 
Tomamos agora a derivada parcial com relação a x em ambos os lados. À esquerda, temos ôf/0x. Mostremos que à 
direita temos F}. A derivada da primeira integral é zero por causa de A: (xo, Yo» Zo) € B1: (x1, y, zZ) não dependerem 


de x. Consideremos a segunda integral. Como, sobre o segmento B,B, y e z são constantes, os termos Fady* e Fadz* 
não contribuem para a derivada da integral. Pode-se escrever a parcela restante como uma integral definida, 


B a 
f Ear = | Fay, d a. 
Bı X1 


Logo, sua derivada parcial com relação a x é F;(x, y, z) e a primeira das relações (2”) fica provada. As outras 
duas fórmulas em (2) decorrem do mesmo argumento. a 


x 


Fig. 561. Prova do Teorema 1 
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Tabelas 


Para as Tabelas de Transformadas de Laplace, veja as Seções 6.8 e 6.9. 
Para as Tabelas de Transformadas de Fourier, veja a Seção 11.10. 


Se você dispõe de um Sistema de Álgebra Computacional (SAC), possivelmente não precisará das tabelas 
aqui mostradas, embora eventualmente elas possam lhe ser convenientes. 


Tabela A1 Funções de Bessel 
Para tabelas mais completas, veja a Ref. [RG1] no Apêndice 1 


x Jo) Ji) x J) CREO) x Jo(x) Ji) 
0,0 1,0000 0,0000 3,0 —0,2601 0,3391 6,0 0,1506 —0,2767 
0,1 0,9975 0,0499 3,1 0,2921 0,3009 6,1 0,1773 0,2559 
0,2 0,9900 0,0995 3,2 0,3202 0,2613 6,2 0,2017 0,2329 
0,3 0,9776 0,1483 3,3 0,3443 0,2207 6,3 0,2238 0,2081 
0,4 0,9604 0,1960 3,4 0,3643 0,1792 6,4 0,2433 0,1816 
0,5 0,9385 0,2423 3,5 0,3801 0,1374 6,5 0,2601 0,1538 
0,6 0,9120 0,2867 3,6 0,3918 0,0955 6,6 0,2740 0,1250 
0,7 0,8812 0,3290 3,7 0,3992 0,0538 6,7 0,2851 0,0953 
0,8 0,8463 0,3688 3,8 —0,4026 0,0128 6,8 0,2931 0,0652 
0,9 0,8075 0,4059 3,9 —0,4018 0,0272 6,9 0,2981 0,0349 
1,0 0,7652 0,4401 4,0 —0,3971 —0,0660 7,0 0,3001 —0,0047 
1,1 0,7196 0,4709 4,1 —0,3887 0,1033 7,1 0,2991 0,0252 
1,2 0,6711 0,4983 4,2 0,3766 0,1386 7,2 0,2951 0,0543 
1,3 0,6201 0,5220 4,3 0,3610 0,1719 7,3 0,2882 0,0826 
1,4 0,5669 0,5419 4,4 —0,3423 — 0,2028 7,4 0,2786 0,1096 
1,5 0,5118 0,5579 4,5 —0,3205 —0,2311 7,5 0,2663 0,1352 
1,6 0,4554 0,5699 4,6 0,2961 0,2566 7,6 0,2516 0,1592 
1,7 0,3980 0,5778 4,7 —(0,2693 —0,2791 7,1 0,2346 0,1813 
1,8 0,3400 0,5815 4,8 —0,2404 —0,2985 7,8 0,2154 0,2014 
1,9 0,2818 0,5812 4,9 —0,2097 —0,3147 7,9 0,1944 0,2192 
2,0 0,2239 0,5767 5,0 —0,1776 —0,3276 8,0 0,1717 0,2346 
2al 0,1666 0,5683 5,1 —0,1443 —0,3371 8,1 0,1475 0,2476 
2,2 0,1104 0,5560 5,2 0,1103 0,3432 8,2 0,1222 0,2580 
2,3 0,0555 0,5399 5,3 0,0758 0,3460 8,3 0,0960 0,2657 
2,4 0,0025 0,5202 5,4 0,0412 0,3453 8,4 0,0692 0,2708 
2,5 —0,0484 0,4971 5,5 —0,0068 0,3414 8,5 0,0419 0,2731 
2,6 —0,0968 0,4708 5,6 0,0270 0,3343 8,6 0,0146 0,2728 
2,7 0,1424 0,4416 5,7 0,0599 —0,3241 8,7 —0,0125 0,2697 
2,8 —0,1850 0,4097 5,8 0,0917 —0,3110 8,8 —0,0392 0,2641 
2,9 —0,2243 0,3754 5,9 0,1220 —0,2951 8,9 —0,0653 0,2559 


Jo(x) = O para x = 2,40483, 5,52008, 8,65373, 11,7915, 14,9309, 18,0711, 21,2116, 24,3525, 27,4935, 30,6346 
Ji(x) = O para x = 3,83171, 7,01559, 10,1735, 13,3237, 16,4706, 19,6159, 22,7601, 25,9037, 29,0468, 32,1897 
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Tabela A1 (continuação) 


x Yox) Yx) x Yox) Yx) x Yox) Yx) 

0,0 —(—00) —(—00) 2,5 0,498 0,146 5,0 —0,309 0,148 

0,5 —0,445 — 1,471 3,0 0,377 0,325 5,5 —0,339 —0,024 

1,0 —0,088 0,781 3,5 0,189 0,410 6,0 —0,288 0,175 

1,5 0,382 0,412 4,0 —0,017 0,398 6,5 —0,173 —0,274 

2,0 —0,510 —0,107 4,5 —0,195 0,301 7,0 —0,026 —0,303 
Tabela A2 Funções Gama [veja (24) no Apêndice A3.1] 

a Ta) a Ta) a T(a) a T(a) Q T(a) 
1,00 | 1,000000 | 1,20 | 0,918 169 140 | 0,887 264 | 1,60 | 0,893 515 1,80 | 0,931 384 
1,02 0,988 844 1,22 0,913 106 1,42 0,886 356 1,62 0,895 924 1,82 0,936 845 
1,04 0,978 438 1,24 0,908 521 1,44 0,885 805 1,64 0,898 642 1,84 0,942 612 
1,06 0,968 744 1,26 0,904 397 1,46 0,885 604 1,66 0,901 668 1,86 0,948 687 
1,08 0,959 725 1,28 0,900 718 1,48 0,885 747 1,68 0,905 001 1,88 0,955 071 
1,10 0,951 351 1,30 0,897 471 1,50 0,886 227 1,70 0,908 639 1,90 0,961 766 
1,12 0,943 590 1,32 0,894 640 1,52 0,887 039 1,72 0,912 581 1,92 0,968 774 
1,14 0,936 416 1,34 0,892 216 1,54 0,888 178 1,74 0,916 826 1,94 0,976 099 
1,16 0,929 803 1,36 0,890 185 1,56 0,889 639 1,76 0,921 375 1,96 0,983 743 
1,18 0,923 728 1,38 0,888 537 1,58 0,891 420 1,78 0,926 227 1,98 0,991 708 
1,20 0,918 169 1,40 0,887 264 1,60 0,893 515 1,80 0,931 384 2,00 1,000 000 

Tabela A3 Função Fatorial e Seu Logaritmo de Base 10 

n n! log (n!) n n! log (n!) n! log (n!) 

1 0,000 000 6 720 2,857 332 39 916 800 7,601 156 

2 0,301 030 7 5 040 3,702 431 12 479 001 600 8,680 337 

3 0,778 151 8 40 320 | 4,605 521 6 227 020 800 9,794 280 

4 24 1,380 211 9 362 880 5,559 763 14 87 178 291 200 10,940 408 

5 120 2,079 181 10 3 628 800 6,559 763 1307 674 368 000 12,116 500 

Tabela A4 Função Erro, Seno e Cosseno Integrais [veja (35), (40), (42) no Apéndice A3.1] 

x fer x Si(x) ci(x) x fer x Si(x) ci(x) 

0,0 0,0000 0,0000 00 2,0 0,9953 1,6054 0,4230 
0,2 0,2227 0,1996 1,0422 2,2 0,9981 1,6876 0,3751 
0,4 0,4284 0,3965 0,3788 2,4 0,9993 1,7525 0,3173 
0,6 0,6039 0,5881 0,0223 2,6 0,9998 1,8004 0,2533 
0,8 0,7421 0,7721 0,1983 2,8 0,9999 1,8321 0,1865 
1,0 0,8427 0,9461 0,3374 3,0 1,0000 1,8487 0,1196 
1,2 0,9103 1,1080 0,4205 3,2 1,0000 1,8514 0,0553 
1,4 0,9523 1,2562 0,4620 3,4 1,0000 1,8419 0,0045 
1,6 0,9763 1,3892 0,4717 3,6 1,0000 1,8219 0,0580 
1,8 0,9891 1,5058 —0,4568 3,8 1,0000 1,7934 0,1038 
2,0 0,9953 1,6054 0,4230 4,0 1,0000 1,7582 0,1410 


